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Presentación 


La Asociación Fondo de Investigadores y Editores (Afined), a través de su sello Lum- 
breras Editores, se complace en presentar su nueva publicación Aritmética: aná- 
lisis razonado del número y sus aplicaciones, la cual forma parte de la colección 
Ciencias y Humanidades. 


Esta publicación constituye un nuevo aporte al desarrollo de la educación en 
nuestra sociedad, en tiempos donde el avance tecnológico y el uso de los nuevos 
medios van generando cambios rápidamente, y donde el acceso y el aprovecha- 
miento de estos resultan desiguales en nuestro país. Por ello la importancia de 
estas publicaciones, que además tienen el respaldo del trabajo serio y orientado al 
servicio y a la formación integral de los estudiantes. 


Conscientes de esta realidad, nuestra editorial con presencia en distintos lu- 
gares del Perú— presenta esta colección, la cual es fruto del trabajo organizado 
y en conjunto con las distintas planas de profesores del Instituto de Ciencias y 
Humanidades, promotor de las academias Aduni y César Vallejo, cuya experiencia 
y dedicación en la formación de jóvenes estudiantes se ven reflejadas a lo largo de 
las siguientes páginas. 

El esfuerzo de las distintas planas está enfocado, además de la enseñanza y la 
formación integral, en la investigación, tanto en matemáticas como en ciencias 
naturales y humanidades. Agradecemos el trabajo y la dedicación de los docentes, 
quienes finalmente canalizan y orientan el contenido de cada obra con el fin de 
alcanzar el máximo nivel y calidad, y hacer entendible aquello que a veces resulta 
complicado para el estudiante, no solo de los niveles secundario y preuniversitario, 
sino también de los primeros ciclos de la universidad. De esta manera, destacamos 
el trabajo profesional realizado por Ángel Felipe Martin Sánchez Oré, Arturo Sán- 
chez Vásquez, Juan Arsenio Esqueche Paiconcial, Raúl Flores Rivero, Henrry Orlan- 
do Castañeda Palacios, Ramiro Fortunato Díaz Vásquez y William Nilthon Huamán 
Arotoma, profesores de la plana de Aritmética, quienes asumieron el proceso de 
sistematización del presente texto debido a su experiencia tanto en la docencia 
como en la elaboración de materiales educativos. 

Finalmente, queremos resaltar el compromiso de nuestra institución de conti- 
nuar aportando con nuevas publicaciones que contribuyan a mejorar la calidad de 
la labor educativa, además de incentivar el trabajo de investigación y humanístico, 
el cual creemos que debe estar siempre cerca de las grandes mayorías. 


Asociación Fondo de Investigadores y Editores 


Introducción 


La aritmética estudia principalmente las características, propiedades y relaciones 
que se dan entre los números; este concepto ha ido evolucionando hasta la actua- 
lidad, siendo utilizado por todas las culturas no solo como proceso de conteo o de 
cuantificación, sino como parte cotidiana en el desarrollo del hombre y su interre- 
lación con la realidad, en diversos niveles sociales, financieros, económicos, etc. 


El libro Aritmética: análisis razonado del número surge con el objetivo de que el 
estudiante aprenda a interpretar, analizar y elaborar estrategias adecuadas para 
resolver cualquier tipo de problerna matemático, por ello los contenidos han sido 
desarrollados con rigor conceptual y de forma didáctica. Cada concepto teórico 


está apoyado en demostraciones y propiedades que sustentan y facilitan su en- 
tendimiento. 


El libro presenta 21 capítulos que abordan los diferentes campos de la aritméti- 
ca. Parte de una breve reseña histórica, su evolución en el proceso social de la 
humanidad, para luego mostrar los temas que corresponden a la lógica propo- 
sicional y teoría de conjuntos, continuando con la teoría de números, en sus di- 
versos conceptos, seguido de la aritmética razonada, la aritmética comercial y la 
aritmética financiera, para concluir con una introducción a la estadística, el análisis 
combinatorio e introducción a las probabilidades. 


El texto ha sido concebido para estudiantes del nivel preuniversitario, pero tam- 
bién resultará beneficioso para estudiantes universitarios de los primeros ciclos, 
debido a que presenta información fundamental de los cursos de dichos ciclos, 
como lógica proposicional, teoría de conjuntos, entre otros. 


Finalmente, manifestamos nuestro agradecimiento a la Asociación Fondo de Inves- 
tigadores y Editores por la confianza depositada en nosotros, a nuestras familias 
por su apoyo y comprensión, a los estudiantes, a los compañeros profesores de 
la plana de Aritmética y a toda la comunidad educativa porque mediante sus pre- 
guntas y sugerencias nos estimulan a continuar investigando y trabajando por la 
educación integral de nuestro país. 


Capítulo 


Reseña histórica 


Juan Esqueche Paiconcial 


CAPITULO 1 


RESEÑA HISTÓRICA 


deta humanidad 


Introducción 

Etimológicamente, se afirma que la palabra aritmética proviene de la fusión de dos vocablos grie- 
gos: arithmo, que significa 'número”, y et-ica (son interfijo y sufijo, respectivamente), que significa 
*tratado' o “estudio”. En tal sentido, podemos asumir que aritmética significa tratado o estudio de 
los números”. No obstante, algunos afirman que proviene de aritmno, que significa 'número' o *con- 
teo”, y tékhne, que significa 'arte”; por consiguiente, también podríamos afirmar que aritmética se 
interpreta como el “arte del contar”. 

La aritmética se vincula con las relaciones entre números, aunque las relaciones entre números 
resulten formas abstractas de las relaciones cuantitativas reales entre los conjuntos de objetos. Por 
esta razón, se puede indicar que la aritmética es la ciencia dedicada a las relaciones cuantitativas 
reales, consideradas también de manera abstracta, es decir, en forma pura. 

Del sencillo proceso de contar los objetos uno por uno, pasamos a la noción sobre el proceso ili- 
mitado de formación de los números; la sucesión de los números se piensa ya como prolongación 
ilimitada, y con ello entra el infinito a la matemática. Los teoremas generales exigen demostrarse 
por medio de razonamientos generales que partan de la propia ley de formación de la serie numé- 
rica. Aquí se revela una profunda particularidad de la matemática. 

De esta forma, la aritmética se convierte en la teoría de los números. Esta se abstrae de los pro- 
blemas particulares concretos para enfocarse hacia el dominio de los conceptos y razonamientos 
abstractos, convirtiéndose en una rama de la matemática pura. Además, este fue el momento del 
nacimiento de la matemática pura con todas sus particularidades (su carácter abstracto, su gran 
rigorismo, su amplia aplicación en otras ciencias y en la técnica, etc.). Es necesario observar que 
esta nació, simultáneamente, a partir de la aritmética y de la geometría. 

Actualmente, el desenvolvimiento de la matemática, en conjunto, influye mayormente en el desa- 
rrollo de la aritmética y de las ciencias contiguas a ella, lo que se ha manifestado, por ejemplo, en 
la construcción axiomática de la aritmética, es decir, en la sistematización de la misma sobre la 
base de un cierto número de axiomas. 

Apreciamos así que los procedimientos y métodos de cálculo utilizados en la aritmética han obte- 
nido un amplio desarrollo y aplicación en las técnicas matemáticas modernas de cálculo. 
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1» HISTORIA DE LA ARITMÉTICA 


1.1. PROCESO EVOLUTIVO DE LA ARITME 
La parte más difícil de escribir sobre una disciplina científica es aquella que implica sus orígenes, 
pues estos se encuentran siempre en la bruma de los días prehistóricos, tan llenos de conjeturas e 
hipótesis como de vacíos de hechos concretos y fidedignos. Solo puede afirmarse que el hombre 
primitivo poseía una aritmética, ya que necesitaba contar objetos o cabezas de ganado, claro que 
en un inicio la abstracción era desconocida por nuestros antepasados, por ejemplo, cuando conta- 
ban sus rebaños para no perder ningún animal. Esto representó el origen de la aritmética. 


1.1.1, La matemática florece con el hombre 
La historia de la aritmética nos remonta hasta el 
grado más primitivo del desarrollo de la humani- 
dad. Desde el primer instante en que apareció el 
hombre, mucho antes de que aprendiera a pensar 
en sí mismo, a razonar o a tener siquiera el primer 
concepto, todo su pequeño mundo circundante le 
estaba hablando de matemática: la distancia de su 
cueva al río, el número de plantas, los grupos de 
animales que veía, la comparación de su velocidad 
para correr a la caza de su presa o para escapar de 5 
los peligros que le acechaban, el lapso entre el amanecer y el anochecer, el transcurrir ince: 
de los días, el crecimiento de su tribu y, en fin, todo cuanto le rodeaba. 


nales, el hombre empieza a tener la 


representar la cantidad que vela. 
sante 


No tardó mucho el hombre en darse cuenta de que en los dedos de 
las manos tenía un instrumento auxiliar para fijar las colecciones no 
muy grandes de objetos o animales. Al corresponder un dedo a cada 
objeto de una colección cualquiera, fue observando que esta com- 
paración podía realizarse con cualquier conjunto de cosas, sean cua- 
les fueran los objetos de los que estuviesen integrados. Estos cinco 
dedos de una mano, los diez dedos de las dos manos o los veinte de- sel 

dos de las cuatro extremidades dieron origen, posteriormente, a los raiación fueron los 
sistemas numéricos quinario, decimal y vigesimal, respectivamente. — mano 


1.1.2, Primer conjunto de compara 


los instrumento: 


1.1.3. Los sonidos como instrumentos de conteo 

Un destello de luz iluminó la mente del ser humano y le permitió a este 
asecian Una voz o un sonido con cada dedo de su mano. Así como lo hacen 
los niños hoy en día, así como van separando sucesivamente un dedo a la 
vez que mencionan un número, cuando pasan un dedo o una piedra, el 
hombre fue encontrando sonidos o voces para cada una de las situaciones 
numéricas. Pasar a la comparación de un conjunto integrado por entes 
inmateriales (sonidos o voces) con otro integrado por entes materiales 


ded: 32 e 
( 4 los de las manos)abrió un nuevo horizonte para su progreso, pues era a cada 
Un instrumento eficaz al momento de calcular. particu 


lar. 
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1.2. NECESIDAD DE AMPLIAR EL CONJUNTO NUMÉRIGO 
Al aumentar el campo de sus actividades o el número de 
integrantes de su tribu, la necesidad de cazar más anima- 
les o recoger más frutos generó, a su vez, la necesidad 
de comparar conjuntos cada vez más grandes y que, por 
lo tanto, sobrepasen al conjunto auxiliar de los dedos de 
las manos, Por ello ideó el empleo de piedras pequeñas: 
durante el pastoreo de su ganado en las montañas, por 
cada uno de los animales colocaba una piedrecilla en el 
montón que le serviría de control, Si al volver el ganado, 
en la tarde, a cada uno le correspondía una piedrecilla, 
sin que sobrase ninguna, significaba que todos los anima- 
les habían regresado. De esta manera comenzó a familiarizarse con la comparación de conjuntos 
cada vez más grandes, este hecho, constituyó un salto considerable en la evolución del espíritu 
matemático del hombre, un paso de gran trascendencia hacia la abstracción. 


Alcontabilizar 


itagregando nuevos instrumentos de contio, 


Inicia una nueva era en la vida del hombre, acaso mucho 
más allá de los diez mil años atrás respecto de nuestra época, 
cuando después de la glaciación de Europa y de Asia apare- 
cieron las florestas y los desiertos. La fijación del hombre a la 
tierra a través de la agricultura le brindó la oportunidad que su 
vida errante le había privado durante muchos milenios para 
poder construir sus viviendas y sus utensilios, para medir sus 
tierras y construir pequeños canales de irrigación; además, 
Para desarrollar su imaginación y orientarla hacia el dominio devo implementar nuevos mecanismos 
de la forma y del cálculo. de conteo y a la vez medir sus terrenos 


Al dedicarse a la 7 


ultura el hombre 


El girar su vida en torno al cultivo de la tierra lo obligó a construir sus viviendas permanentes; para 
no estar aislado y expuesto a la inclemencia del tiempo y al acecho de los animales salvajes formó 
las primeras aldeas. Es así que cuando la agricultura exige mayor desarrollo y las cosechas son 
abundantes, su capacidad de previsión lo lleva a construir graneros para guardar sus reservas, en 
caso de tiempos difíciles. Al finalizar el Neolítico, pudo perfeccionar los botes y los refugios porque 
sabía trabajar con cobre y bronce. 


1,3. DEL NÚMERO AL NUMERAL 
Sobre el origen de las representaciones numéricas se pue- 
de asegurar que no se remontan más allá del individuo 
aislado, en el seno de la especie humana. Otras condicio- 
Nes previas de la aritmética son las palabras que expresan 
los números y los signos que lo representan, es decir, los a Ñ ds 
térmi E A e pl Una cantidad de objetos se puede represen- 
nos numéricos y las cifras. A estos condujo especial- tar de muchas formas; por ejemplo, con mar- 
Mente la necesidad del trato con los demás hombres. cas en una rama, con piedras, etc. 
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Podemos encontrar sus orígenes en el hecho de que un solo objeto era representado por una sola 


marca, sea una raya horizontal, vertical o inclinada, es decir, también una sola piedrecilla, una 


muesca, un palito, un pedazo de corteza, etc. 

Resulta necesario precisar los respectivos alcances de las palabras número y numeral, ya que, si 
bien un número es una idea, un concepto, un numeral es otra cosa: es el símbolo que nos sirve 
para representar esa idea, ese concepto. Para aclarar aún más que un mismo número puede estar 
representado por numerales distintos, según sea el sistema numérico del cual se trate. 


La representación de los números por medio adi 
de rayas, marcas u objetos minúsculos no pre- | l 
sentó mayores dificultades mientras fueran 
pequeños. Sin embargo, el crecimiento de las | 
tribus, junto con el constante desarrollo de sus 
necesidades, así como el intercambio comer- 
cial con otras tribus, lo obligaron a pensar en 
cantidades cada vez más grandes, a comparar 
conjuntos cada vez mayores y, por consiguien- 
te, a una expresión escrita y hablada cada vez 
más complicada y trabajosa. 

Para aliviar esta dificultad, cada vez que llegaba 
a cierto número de objetos, prefería agruparlos a 
en conjuntos siempre iguales, como montoncitos a s na E 
de corteza o piedras, atados de palitos, sean de 

cinco, diez o veinte unidades. 


e 


ia 


ed 


ontas 
posible contar con herramient 


calcule 


grupos 
Decía, 
¡ón 


Sobre la base de estos grupos de cinco, diez o veinte objetos, le fue posible ir formando 


cada vez más grandes, por simple agregación de unidades, primero, y de grupos, e 
por ejemplo, “dos, tres, cuatro, grupos más tres objetos”, Con esto se dio origen a una num 
muy primitiva, que fue un antepasado rernoto de los modernos sistemas de numeración. 


1,3.2. El número como ente abstra 
Los primeros conceptos numéricos fueron más bien 
cualitativos que cuantitativos. Al decir, por ejemplo, 
“tres patos y cinco manzanas”, no podían concebir la 
idea de tres o de cinco, independientemente de esos 
palos o de esas manzanas. Tuvo que transcurrir todavía 
mucho tiempo para que se dieran cuenta de que un 
conjunto de cinco ovejas y otro de cinco perros repre- 
sentaban la misma pluralidad, y que tenían en común ie 

la posibilidad de ser igualados. Solo cuando tuvieron == 
conciencia cabal de este hecho se elevó el número ala — Cada sociedad rep! esentaba U 
categoría de ente abstracto. distinta forma. 


A 
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1.3. 
La curiosidad y la necesidad estimularon continuamente al hombre; al observar, por ejemplo, la 
repetición periódica de ciertos fenómenos tuvo que ir descubriendo la constancia de ciertas rela- 
ciones cuantitativas, así comenzó a ampliar un tanto sus primeros rudimentos aritméticos. 


vaY 7 ley 


Orientación y medición: 


2mpo, na simple curlosi 


I 
| 
l 


El hecho de conocer con precisión el transcurrir del tiempo se va convirtiendo en una necesidad 
cada vez más imperiosa. ¿Cómo saber la época exacta de encontrar frutos en aquellos lugares que 
ya había explorado? En sus largos viajes nocturnos observa el crecimiento diario de la luna y luego 


su constante decrecer, hasta desaparecer ante sus ojos, lo que según sus cálculos se repetía cada 
treinta días. 


Otra de las observaciones de inmensa trascendencia fue el hecho de que el sol no siempre apa- 
rece por el mismo lugar, pues a veces sale más hacia el norte y otras veces más hacia el sur de 
algún punto de referencia. Con el correr del tiempo pudo establecer que cada doce lunas volvía a 


aparecer el sol, exactamente por el mismo lugar; de esta forma desarrolló la primera noción del 
año de trescientos sesenta días. 


Instrumentos de cálculo y de re sonia 


Se manifestó no solo la necesidad de representar nú- 


Meros cada vez mayores, sino que la rapidez y exac- | 
titud en el cálculo significaron factores importantes en | sa 5) so | 
las operaciones comerciales. En determinado momen- 15] 7) sa | 
to de la historia de la cultura surgió la idea de dar a cada | po] aa 7) | 
Piedrecilla un valor de posición; por ejemplo, cada una | 1) 1 | 
de las que estuviese en la primera columna valdría una | oa | 


Unidad si : Í E 

lad simple; cada una de las que estuviese en la se: “En el recuadro podemos observar, por ejemplo, 
gunda columna valdría diez; cada una de las que estu- — el número trescientos cincuenta y cuarro forma- 
viese en la tercera columna valdría cien; en la cuarta do por piedrecitas, 
columna mil, y así sucesivamente. 


De esta manera, por ejemplo, el número trescientos cincuenta y cuatro está dado en la forma que 
se indica en el cuadro mostrado. Esta valiosa invención, tan sencilla como parece, fue el inicio de 
Una etapa de vertiginoso progreso. 


La invención del ábaco facilitó y aceleró el establecimiento del sistema decimal de numeración. La 
Palabra latina abacus significa tablero”, es por eso que al ábaco se le llama también tablero contador. 
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El ábaco de líneas era una especie de tablero rectangular S $ y 3 
que llevaba grabadas ocho líneas (probablemente vertica- 
les). Encima de ellas, de derecha a izquierda, se coloca-  |_ 
ba una tablilla o regleta que contenía escritos los signos | 
que indicaban el valor de cada línea vertical. Dicha tablilla 7 
dejaba dividido el tablero en dos secciones desiguales. En 

la sección superior (la corta), se colocaba sobre cada lí- 
nea un botón o bolita movible, y en la sección inferior Ca 
larga), se colocaban cuatro de estos botones o bolitas en 
cada línea. La primera línea de la sección inferior contenía, 


oo] 
0-0] > 
===> 


por excepción, cinco botones o bolitas. Cada bolita de la 29 g 
sección superior representaba cinco veces el valor de cada 3d 
una de las bolitas de la sección inferior. Si se quería repre- LY 2 E Y 9 $ 


sentar un número con las bolitas, se corrían estas a ambos 
lados de la tablilla horizontal divisoria (según la significa- 
ción de su valor de posición). Su empleo en el comercio 
generó una nueva necesidad: la de los signos operatorios. 


se usó en 


asta el siglo X 


1.4. SISTEMA DE NUMERACIÓN 

Un sistema de numeración es un conjunto de símbolos y reglas convencionales que permiten 
expresar verbal y gráficamente los números. Todos los sistemas de numeración guardan ciertas 
características en común. El número de símbolos básicos es finito y varía desde tan pocos, como 
dos, hasta treinta o más en otros. 


Básicamente hay tres tipos de sistemas de numeración: aditivos, multiplicativos y posicionales. 
Todos ellos se basan en el concepto de agrupamiento. 


Los sistemas aditivos de numeración están caracterizados como aquellos que se basan, funda- 
mentalmente, en el principio aditivo para obtener los números representados por UN conjunto 
dado de símbolos. Poseen símbolos para el número uno, para la base y potencias de la base Y 
algunas veces, para múltiplos de potencias de la base. 


Los sistemas multiplicativos utilizan dos clases de símbolos: unos para representar las potencias 
de la base y otros con una función multiplicadora. Históricamente surgen después de los sistemas 
aditivos y tratan de evitar la repetición de símbolos iguales, para lo cual se utiliza un signo que 
exprese el número de veces que se repite. 


Los sistemas posicionales suceden y perfeccionan los multiplicativos. Estos sistemas prescindan 
de los símbolos que expresan las potencias de la base y utilizan solamente los símbolos que adju! . 
ten una función multiplicadora. Se llaman posicionales porque el valor de estos símbolos e 
del lugar que ocupen dentro de la representación, ya que se supone que están multiplicando di 
potencias de la base, puestas en un cierto orden. tan 
Por ejemplo, en el sistema aditivo, las expresiones: AAAA*** | | y **AFAA p1a di 

la misma cantidad. 


representan Ñ 


En el sistema multiplicativo, los símbolos están agrupados, pero a 
misma cantidad. 
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El sistema posicional no solamente exige que los símbolos de las potencias estén agrupados, sino 
que además deben estar ordenados, Las expresiones mn ym no representan la misma 
santidad porque 

representa cuatro A, tres *y dos | 


representa tres A, cuatro * y dos | 


1,4,1, Principal meració 

Además de diferenciarse en el carácter aditivo, multiplicativo o posicio- f NA 
nal, los sistemas de numeración que las distintas culturas han ido adop- 
tando a lo largo de la historia se han diferenciado también en la base que 
han utilizado en los agrupamientos. on 
l hornmbre empieza a tener 


Las razones por las que precisamente el sistema decimal de numeración 


corno un instrumento de con 


ha sido universalmente aceptado no son, ni mucho menos, de índole 
matemática: los diez dedos de las manos han constituido el aparato pri- 
mario de cálculo que empleó el hombre desde los tiempos remotos. 


2 nano de 


en diez 


En distintos periodos históricos, muchos pueblos emplearon sistemas de > iR En 
numeración diferentes del decimal, Por ejemplo, el sistema duodecimal 

fue bastante difundido. Indudablemente su origen también está ligado 

al cálculo por los dedos: puesto que los cuatro dedos de la mano (a ex- 

cepción del pulgar) cuentan con doce falanges en total, pasando el dedo — 
Pulgar por estas falanges se puede contar de uno hasta doce. Muchos 

objetos (cuchillos, tenedores, platos, pañuelos, etc.) suelen contarse por bién hicieron posi 
docenas y no por decenas. forma de conteo, 


Las falanges de los 


Hoy en día, casi no se utiliza la palabra gruesa, que significa “doce docenas' (o sea, la unidad 
de tercer orden en el sistema duodecimal), fue una palabra bastante utilizada en el mundo del 
comercio. 


En la Babilonia antigua, existía un sistema sexagesimal muy complejo. Los historiadores discrepan 
en cuanto a sus orígenes. Una hipótesis señala que al fusionarse dos tribus, una de las cuales usaba 
el sistema senario y la otra el sistema decimal, surgió el sistema sexagesimal, Otra hipótesis es que 


los babilónicos consideraban el año compuesto de 360 días, lo que se relacionaba de modo natural 
con el número 60. 


El más antiguo sistema de numeración fue el quinario, que aún se conserva en varias tribus africa- 
has y que se expresa en las cifras romanas. Es evidente la relación de este sistema con la forma de 
la mano del hombre, la máquina y la computadora primaria. 


Los aztecas y los mayas usaban el sistema vigesimal, quienes usaban los dedos de manos y pies 
para contar. 


Los cuatro sistemas de numeración mencionados, duodecimal, quinario, sexagesimal y vigesimal, 
junto al sistema decimal, desempeñaron un papel notable en el desarrollo de la cultura humana 
al estar ligados -menos él sexagesimal, cuyo origen no ha sido aclarado- a una u otra forma de 
Contar por medio de los dedos de las manos y, en algunos casos, también de los pies, es decir, son 
de origen anatómico al igual que el sistema decimal. d 
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1.4.2. Sistemas de numeración de divers 


2. S 


Los más antiguos signos numéricos fueron indudablemente las rayas. Las rayas verticales e inclina. 
das, combinadas de diversos modos, fueron todavía usadas por los romanos. Los asirios emplea 
ban como cifras lo mismo que para las letras de su alfabeto: signos en forma de cuñas (escritura 
cuneiforme). Los sumerios, antecesores de los caldeo-asirios y anteriores a los egipcios, constitu- 
ación más antigua que ha dejado documentos históricos, indicadores del conoci- 


25 cuítis 


yeron la civiliz 
miento que manejaron sobre un sistema numérico, hace más de 5500 años. 


yv vw [le qa 


1 2 3 10 13 23 
VYV VYV WWW UH Ss - 
bs VY — vvvY V UH V [v 

100 1000 


4 5 Ed 40 


Principales simbolos utilizados por los 
F 


a. Sistema de numeración egipcio 
Floreció hace aproximadamente 5000 años, en el fértil valle del Nilo. El he 
inundaciones del Nilo borraran las marcas que delimitaban las tierras de 
nacimiento y el desarrollo de la geometría como la capacidad de predecir la época casi 
dichas inundaciones. La construcción de las grandes pirámides necesitó de un gran avance enla 
ingeniería y, por consiguiente, de mucho conocimiento del cálculo. 


cho de que las anuales 


sus dueños impulsó el 
exacta de 


más extendida entre ellas 
a en base diez, 
s de unidades 


Contaba con tres clases de escritura: jeroglífica, hierática y demótica. La 
era la primera. Desde el tercer milenio anterior a nuestra era usaron un sistem: 
utilizando los jeroglíficos del siguiente cuadro para representar los distintos órdene: 


Número 
1 (10%) recta vertical 
10 (101) talón (arco) | | 
(102) o ialotolot | | 
100 (10 espiral o voluta l | | | | 
1000 (10*) flor de loto Y A -de ' 
Representa UN a trece. | 
10000 (10%) dedo señalando doscientos un Mil cien 
100 000 (10%) mustela, renacuajo 
1000 000 (104) hombre asombrado 
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Este sistema de numeración egipcio es un sistema aditivo, Se usaban tantos símbolos de cada uno 
como fuera necesario y se podía bir indistintamente de izquierda a derecha, al revés o de 
arriba abajo, cambiando la orientación de las figuras según el caso, 


Papiro de Rhind > DADA 


ls io AM 


El papiro de Rhind fue copiado por el Ahmes, alrededor 
del año 1700 a. n. e., de un documento que correspon- 


0% 
— 


1 
día a la XII dinastía, según el mismo escriba, es decir, val lp lo os li ados ps 


hacia el siglo XIX a. n, e, Contiene 87 problemas que 
nos muestran el avance matemático de los egipcios. 
Con el nombre de Regla para conocer todos los secre- 
tos, este papiro es el más antiguo libro de matemática 
que se conoce; actualmente, se encuentra en el Museo 
Británico en Londres. 


B pla pz En 


ido asi en hono 


lescocés 


o que en el año 1858.10. compra 
orillas del río Milo 


Papiro de Goleníshchev 


El papiro de Goleníshchev se llama también el papiro de Moscú, por hallarse en el museo de dicha 
ciudad; es más pequeño que el de Rhind y contiene 25 problemas. 


mas UNAMOLE? . 
De MASIA 
am Mr, DOMO 

A 2 tlno , 
m6 0 TAN 
MBE] va LOwUPPATSA 
Papiro de Moscú, comprado por Vladimir Goleníshchev en el año 1883 


b. Sistema de numeración gri 


Los judíos y los griegos emplearon como signos numéricos las letras de sus mismos alfabetos. 
El primer sistema de numeración griego se desarrolló hacia el 600 a. n. e. Se trata de un sistema 
de base decimal que usaba los símbolos de la figura siguiente para representar esas cantidades. 
Se utilizaban tantas de ellas como fuera necesario según el principio de las numeraciones aditivas. 


NE A A 


1 5 100 500 1000 5000 10 000 


XXX n Ho AÑA 121 | 


3000 + 500 + 2 = 3737 


Principales símbolos del sistema de numeración griego 
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Para representar la unidad y los números hasta el 4 se usaban trazos verticales. Para el 5; 10 y 100, 
las letras correspondientes a la inicial de la palabra cinco (pente), diez (deka) y mil (khiloi). Por 
este motivo se llama a este sistema acrofónico. Los símbolos de 50; 500 y 5000 se obtienen aña- 
diendo el signo de 10; 100 y 1000 al de 5, usando un principio multiplicativo. 


a 5 € 9 0 do.  v 80 n 200 7 700 Y 
2 p ES 1M  Kk 50 É 90 0 300 vv 800 0 

3 y 7 E 2 A 60 0 100 Pp 500 q 900 TÚ 
1.8 8 n 30 pp 70 T 200 o 600% 


Alfabeto griego y la representación de algunos numurales 
De todos los pueblos de la antigúedad, fueron los griegos quienes realizaron los aportes más 
valiosos en el desarrollo del concepto de número. 


c. Sistema de numeración chino-japonés 

Lo idearon los chinos hace más de 6000 años y luego fue adoptado por los japoneses. La forma 
clásica de escritura de los números en China se empezó a usar desde el 1500 a. n. €., aproximada- 
mente. Era un sistema decimal estricto que usaba las unidades y las distintas potencias de 10. Sele 
considera un sistema híbrido de numeración, ya que utiliza los siguientes ideogramas: 


=Z kt Far É 
== ==NMX KN 
2 34 5006 7 8 9 to toÓ 1000 10000 


Principales simbolos del sistema chino -japonés 


d. Sistema de numeración babilónico pdas 
Entre las muchas civilizaciones que florecieron en la antigua Mesopotamia, se desarrollaron 0 
tos sistemas de numeración. Los babilonios inventaron un sistema de base 10, aditivo hasta el 
posicional para números superiores. b 


1 1 
da 
10 10 
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Para la unidad se usaba la marca vertical que se hacía con afilados estiletes en forma de cuña, se 
colocaban tantos como fuera preciso hasta llegar a 10, el cual tenía su propio signo, 


A 
E ES 
10 20 30 36 10 59 


Simbolos del sistema de numeración babilónico 


tema de nume: 


El sistema de numeración no era posicional, pues los números se formaban por yuxtaposición, 
basándose en sumas y restas. La base de su numeración era 10, aun cuando se intercalaban los 
números 5; 50 y 500. 


El origen exacto o la razón por la cual emplearon rayas verticales para indicar el 1; 2; 3 y 4 no se 
conoce, pero la opinión más generalizada es que proviene de los dedos de las manos; el 5 proven- 
dría de una mano abierta, que se fue simplificando hasta quedar en forma de V; el X resultaría de 
la unión de dos cincos. Lo real es que emplearon también algunas letras de su alfabeto, como se 
puede observar a continuación: 


I 11 Kn mu v vi VII 
1 2 3 4 5 6 7 
VIII VII Xx L Cc D M 


8 9 10 50 100 500 1000 


Simbolos del sistema de numeración romano 


Tal como lo conocemos actualmente, las cifras del sistema romano están tomadas del alfabeto 
latino. Estos numerales fueron usados en los países europeos hasta el siglo XVIII. La introduc- 
ción de la imprenta originó un cambio rápido en los numerales decimales (indoarábigo). 


El gran inconveniente que presenta la numeración romana es su tremenda dificultad al realizar 
Operaciones. A causa de la gran extensión alcanzada por el arte de escribir y de las dificultades del 
Cálculo escrito con sus cifras, los romanos empleaban diversos medios auxiliares: entre estos se 
£ncuentran el ábaco de líneas y el ábaco de columnas. 

Sistema de numeración maya 

Uno de los sistemas de numeración más admirables de toda la Antigúedad fue, sin duda, el de los 
Mayas, quienes con solo tres símbolos pudieron representar todos los números. Pero lo que le da 
jerarquía universal es, sobre todo, el uso que hicieron del valor de posición y, además, de la repre- 
Sentación simbólica del cero. Resulta más admirable el hecho de que no tuvieron contacto alguno 
con las antiguas civilizaciones, cuyos sistemas hemos estudiado. 
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Con independencia de lo que sucedía en el resto del mundo, en los primeros siglos de nuestra era 
los mayas desarrollaron un sistema de numeración de base veinte (fundamentalmente), con ceroy 
en el que el valor de las cifras dependía de su posición dentro del número. Las unidades de primer 
orden (hasta diecinueve) estaban representadas por símbolos muy sencillos: puntos y rayas. 


0 > 7 o sl 14 6 
LOs go...» o sl 50 
E 9 “toi 6 = 0 
3... os 10 = 0 Jl 1 Zo 
dose. oi "Mm = 0 ell is Zo 
Bo == % p 2 0 + 19 o 
6: == *el Ba E ll 


Símbolos del sistema de numeració: 


La numeración maya es, por tanto, un sistema posicional que se escribe de arriba abajo, empezan- 
do por el orden de magnitud mayor. Al tener cada cifra un valor relativo, según el lugar que ocupa, 
la presencia de un signo para el cero, que permita indicar la ausencia de unidades de algún orden, 
se hace imprescindible y los mayas lo usaron, aunque no parece haberles interesado el concepto 
de cantidad nula. 


4.4.2. Sistoma de numeración decimal 
El sistema de numeración que actualmente se utiliza, prácticamente en todo el mundo, €5 
sistema de numeración decimal, que se caracteriza por ser un sistema posicional de base 10Y 
con cero. 

indú 


e numeración h 


A este sistema también se le llama indo-arábigo, ya que procede del sistema d estuvo 


que fue introducido en Europa, a través de España, por los árabes, en el siglo X, aunque 
prohibido hasta el siglo XV. 


En el siglo 111 de nuestra era, se inventó el cero, piedra angular de toda la aritmé! 
Este signo sirvió para ocupar el lugar de aquellas órdenes que carecían de unidades- me 
pués, en la India, hacia el año 500 d. n. e., se fraguaron los orígenes de nuestro sistema de 1 celo 
ración. El principio de posición (valor relativo de las cifras), así como las nueve cifras y € 
aparecen en las obras del matemático hindú Brahmagupta. «26 de las 
También durante esta época, los matemáticos hindúes aceptaron las solucio: E 
ecuaciones y aceptaron como números las raíces de otros números que no po 
mediante números racionales. Una embajada hindú llevó hasta Bagdad los libros en los ¡glo MX 
recogían estos conocimientos en el año 772. Gracias a este hecho, en la primera mitad de 
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se recogen los nuevos métodos matemáticos en un tratado de Al-Khuwarizmi, que en el siglo si- 
guiente se infiltraron lentamente en Occidente. La civilización musulmana lleva estos conocimien- 
aña, y los mercaderes árabes e italianos los adoptan, felices de no tener que llevar 
Francia, Inglaterra, Alemania y otros 


tos a Sicilia y E 
consigo el incómodo ábaco. Se extendió rápidamente a Italia 
países, con el nombre de algoritmo o aritmética de los árabes. 


siglo 7 J y 

2) E) 
siglo xi 1] 7 4 q A 
siglo xn 1 ye 4 9 o 
sigloxw Lt TY 3 A G g A s 7 Á 
hacial521 J) Z 3) A 5 6 A B ) 0 


Cambios que se fueron dando a través del tiempo con los simbolo 


2» PROTAGONISTAS DE LA ARITMÉTICA Y SUS APO WÉS DE LA HISTORIA 

Desde la Antigiledad, la matemática era considerada como la pe de la cantidad, referida a las 
magnitudes y a los números, como la aritmética. Hacia mediados del siglo XIX, la matemática em- 
pezó a considerarse como la ciencia de las relaciones, o como la ciencia que produce condiciones 
necesarias. Esta última noción abarca la lógica matemática o simbólica, es decir, que consiste 
en utilizar símbolos para generar una teoría exacta de deducción e inferencia lógica basada en 
definiciones, axiomas, postulados y reglas que transforman elementos primitivos en relaciones y 
teoremas más complejos. Trataremos la evolución de los conceptos e ideas matemáticas siguiendo 
su desarrollo histórico, centrándonos principalmente en la aritmética, mencionando algunos perso- 


hajes y sus principales aportes. 


2.1. ORÍGENES DE LA ARITMÉTICA 

Las primeras referencias sobre matemáticas avanzadas y organizadas datan del tercer milenio an- 
tes de nuestra era, en Babilonia y Egipto. Estas matemáticas estaban dominadas por la aritmética, 
con cierto interés en medidas y cálculos geométricos y sin mención de conceptos matemáticos 
como los axiomas o las demostraciones. - 

Los griegos tomaron elementos de las matemáticas de los babilonios y de los egipcios. La inno- 
vación más importante fue la invención de las matemáticas abstractas basadas en una estructura 


lógica de definiciones, axiomas y demostraciones. 
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2.1.1. Tales de Mileto (636 a.n.e 
Este filósofo, astrónomo y matemático griego es conocido por su 
cosmología. Creía que todo en el universo derivaba del agua. Fue 
uno de los primeros filósofos griegos en adoptar una visión del mun- 
do naturalista y no mitológica. A pesar de que no ha sobrevivido nin- 
guno de sus trabajos, se le considera el fundador de la geometría 
griega. En astronomía, predijo con exactitud un eclipse solar en el 
585 a.n. e. y aconsejó que los marinos se guiaran por la constelación ok 
de la Osa Menor, en la que figura la estrella polar. Tales forma parte 7 
de los Siete Sabios, un grupo de eruditos de la Grecia antigua que Ed » 
vivieron entre los siglos VI y VIl a.n.e. Tales is 


O a.n.e. - 500 a.n.e) 


Matemático y filósofo griego que contribuyó al desarrollo de las 
matemáticas modernas y de la filosofía occidental, su objetivo 
era explicar todos los fenómenos naturales en términos matemá- 
ticos. 

Pitágoras es conocido especialmente por su fórmula acerca de las 
proporciones de los lados de un triángulo rectángulo. Sin embargo, 
otros muchos conceptos y anotaciones (como las progresiones arit- 
méticas y geométricas, y los números cuadrados) fundamentales 
para las modernas matemáticas están basados en las ideas pita- 
góricas. 

Tanto él como sus seguidores descubrieron las matemáticas de los 
armónicos que forman la base de la música occidental. 


2.1.3. Platón (428 a.n.e, - 348 a.n.e) 

Platón estudió, primero, filosofía con su gran maestro Sócrates. Des- 
pués estudió matemáticas con Arquitas de Tarento y con Teodoro 
de Cirene. Asimismo, viajó por Egipto, Sicilia e Italia en compañía 
del matemático Eudoxio. A su regreso, fundó en Atenas su famosa 
escuela filosófica: la Academia. 

Sin lugar a dudas, Platón es mejor conocido por su obra filosófica. 
Sin embargo, su influencia en las matemáticas helénicas es bas- 
tante considerable. Creía que era imposible estudiar la filosofía 
sin el conocimiento previo de las matemáticas. Tal vez sea este el 
motivo por el cual hizo colocar, a la entrada de la Academia, su 
célebre y significativa frase: “No entres aquí si no eres geómetra”. 
Esta y otras proposiciones, como “los números gobiernan al mun- 
do”, nos hacen ver que estaba directamente influenciado por las 


teorías pitagóricas. 
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2,1.4, Aristóteles (304 a.1.c 


322 a.n.e.) 


Es considerado el creador y pionero en el estudio de la lógica; en su 
forma clásica, la consideraba como el arte de la argumentación co- 
rrecta y verdadera. Siguiendo la definición clásica de lógica, podernos 
derivar que es la ciencia -o el estudio- dedicada a los razonamientos 
correctos. 


Durante muchos siglos, se efectuó un importante desarrollo sobre 
los razonamientos incorrectos o falacias, emitidos muchas veces 
con el ánimo de confundir el razonamiento o el debate con otros 
interlocutores. — 


2.2, ORIGEN DEL NJ TO Di , R É 
A finales del siglo v a.n.e., un matemático griego descubrió que no existe una unidad de longitud 
capaz de medir el lado y la diagonal de un cuadrado, es decir, una de las dos cantidades es incon- 
mensurable. Esto significa que no existen dos números naturales, m y n, cuyo cociente sea igual a 
la proporción entre el lado y la diagonal. Dado que los griegos solo utilizaban los números naturales 
(1; 2; 3...), no pudieron expresar numéricamente este cociente entre la diagonal y el lado de un cua- 
drado (es lo que hoy se denomina número irracional). Debido a este descubrimiento, se abandonó 
la teoría pitagórica de la proporción, basada en números, y se tuvo que crear una nueva teoría no 
numérica. Esta fue introducida en el siglo IV a.n.e. por el matemático Eudoxo de Cnido, y la solu- 
ción se puede encontrar en los Elementos de Euclides. Eudoxo, además, descubrió un método para 
demostrar rigurosamente supuestos sobre áreas y volúmenes mediante aproximaciones sucesivas. 
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El matemático griego Euclides trabajó en Alejandría (Egipto) hace” >” E | 
2300 años. A pesar de que no se conocen muchos detalles de su vida, 
su obra más importante, Elernentos, ha perdurado traducida. Esta serie 
de 13 libros contiene principios geométricos y aritméticos y teoremas 
que constituyeron la base de las matemáticas durante más de 2000 años. 


Euclides, en el libro más famoso de la historia de las matemáticas, 
recoge gran parte de los conocimientos pitagóricos sobre los números 
y define los números primos y compuestos de forma geométrica: un 
número entero es compuesto cuando tiene divisores distintos de él 


mismo y de la unidad, es decir, cuando se puede dibujar como un 
rectángulo numérico. 


2.2,2, Arquímedos de Siracusa (287 a.n.e.- 212 a.n.e.) 

El griego Arquímedes obtuvo numerosos e importantes resultados en geometría, mecánica e hi- 
drostática. La fama de Arquímedes radica, fundamentalmente, en sus numerosos descubrimientos 
matemáticos, Halló, por ejemplo, un valor aproximado de pi con un error muy pequeño. Calculó 
volúmenes y áreas, algunos muy difíciles, entre ellos el volumen de la esfera. Demostró el siguiente 
resultado fundamental del que se sentía particularmente orgulloso: Los volúmenes de un cono, de 
Una semiesfera y de un cilindro, todos de la misma altura y radio, se encuentran en la razón 1:2:3. 


¡ 
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En la construcción de las teorías matemáticas en la Grecia antigua, 
muy temprano se precisó una clase específica de problemas, para la 
solución de los cuales era necesario investigar los pasos al límite, los 
procesos infinitos, la continuidad. Durante la época de Euclides y Ar- 
químedes, las matemáticas cambiaron radicalmente, tanto en su for- 
ma como en su contenido, haciendo el proceso de formación de nue- 
vas teorías más pausado, hasta llegar a interrumpirse. Entre las nuevas 
teorías desarrolladas, ocupa el primer lugar la teoría de las secciones 
cónicas, que surgió de las limitaciones del álgebra geométrica. 


Estos tres últimos matemáticos citados, Euclides, Arquímedes y Apolonio, sobresalieron por enci- 
ma de todos los de su tiempo y sus obras son las que han hecho que se denomine como “Edad de 


Arquimedes 


Oro” de la matemática al periodo comprendido entre los años 300 y 200 a.n.e. 


3. Diofanto de Alejandria (209 d.n.e. 

Es conocido como el padre del álgebra. Su obra Arithmética es un tra- 
bajo sobre la solución de ecuaciones algebraicas y sobre la teoría de 
los números. Sin embargo, no se sabe nada de su vida y ha existido 


mucho debate respecto de la fecha en que vivió. 


Resolvió problemas con ecuaciones algebraicas e inventó un formu- 
lismo particular. Su principal obra es la Arithmetica, dedicada casi 
exclusivamente a la resolución exacta de ecuaciones determinadas e 
indeterminadas, de modo que la rama del análisis que se dedica a esta 
tarea se conoce hoy en día como análisis diofántico. 


Arithmetica fue un tratado de trece libros del que solo se conocen los 
seis primeros. Johann Múller, matemático y astrónomo alemán, la 
encontró en Venecia, hacia 1464. La primera traducción latina perte- 
nece a Wilhelm Holzmann (1532-1576), se trata de Diophanti Alexan- 
drini Rerum libri sex (1575). En 1621, aparece la edición de Bachet de 
Méziriac, con el siguiente título: Diophanti Alexandrini Arithmetico- 
rum libri sex; et de Numeris multangulis liber unus. Nunc primun 
graece et latini editi atque absolutissimis cormmnentariis illustrati 
(París, 1621), que contiene, además del texto griego y la traducción 
latina, aclaraciones y notas. La imagen de la derecha muestra una 
edición realizada por Fermat hijo (sobre la traducción de Bacheb), 
que incluye impresas las anotaciones de su padre. 


La Arithmetica no es propiamente un texto de algebrario, sino una colección de 150 probl 


Diofanto 


DIOPHANTI 
ALEXANDRINI 
ARITHMETICORVM 


LAIR SE 
1) MVLTANOVIS 
env 


Obra de Diofanto 
emas. NO 


se sabe cuántos de ellos son originales o tomados de otros tratados de la época. 


2.3. MATEMÁTICOS ÁRABES Y SU TRASCENDENCIA 


Después de un siglo de expansión en la que la religión musulmana se difundió, desd 
en la península arábiga, hasta dominar un territorio que se extendía desde la ñ 
hasta los límites de la actual China, los árabes empezaron a incorporar a su ProP!: 


sultados de “ciencias extranjeras”. 
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Los matemáticos árabes ampliaron el sistema hindú de posiciones decimales en aritmética de nú- 
meros enteros, extendiéndolo a las fracciones decimales, En el siglo X11, el matemático persa Omar 
Jayyam generalizó los métodos indios de extracción de raíces cuadradas y cúbicas para calcular 
raíces cuartas, quintas y de grado superior. El matemático árabe Al-Jwárizmí (de su nombre proce- 
de la palabra algoritmo y el título de uno de sus libros es el origen de la palabra álgebra) desarrolló 
el álgebra de los polinomios; Al-Karayi la completó para polinomios, incluso con infinito número de 
términos, Los geómetras, como Ibrahim ibn Sinan, continuaron las investigaciones de Arquímedes 
sobre áreas y volúmenes. 

Kamal al-Din y otros aplicaron la teoría de las cónicas a la resolución de problemas de óptica. 
Los matemáticos Habas al-Hasib y Nasir ad-Din al-Tusi crearon las trigonometrías plana y esférica, 
utilizando la función seno de los hindúes y el teorema de Menelao. Estas trigonometrías no se con- 
virtieron en disciplinas matemáticas en Occidente hasta la publicación del De triangulis omnimodis 
(1533), del astrónomo alemán Regiomontano, 


2.3.1. l 
Fue uno de los mejores matemáticos árabes de la Edad Media. A pesar 
de que no se sabe mucho sobre su vida privada, su obra matemática 
fue difundida gracias a las traducciones al latín-que de ella se hicieron 
durante la Edad Media y el Renacimiento. Al-Jwarizmi vivió del año 780 
al 835, nació en una ciudad llamada Jwarizm, que actualmente se lla- 
ma Jiva y está en Uzbekistán. 

Al-Jwarizmi vivió en la corte del califa Abdulá al-Mamún, quien había 
fundado una academia de ciencias que se llamaba Casa de la sabidu- 
ría, en la que trabajaban los mejores científicos y matemáticos, entre 
ellos, Al-Jwarizmi. De esta academia salió la primera expedición que 
realizaron los árabes para calcular la circunferencia de la Tierra y en la SEA 
que se promovieron varios experimentos de navegación y observacio- Al-Jwvarizmi 
nes astronómicas. 


2.3.2, Thabit lbn Querá (836 d.n.o. - 20 e.) 

Fue un sabio árabe dedicado, en especial, a las matemáticas y a la as- 
tronomía, reformó el sistema de Tolomeo, tradujo y comentó algunos 
tratados de Arquímedes, Euclides y Apolonio de Pérgamo. En su obra, 
El libro de los datos, estudió cuestiones de geometría elemental y trató 
de resolver la ecuación de segundo grado por métodos geométricos, 
Extendió el concepto de número a los reales positivos y elaboró un sis- 
tema de formación de los números amigos. En astronomía, se ocupó 
en especial del fenómeno de los equinoccios. 

Fue uno de los primeros en emplear terminología aritmética a proble- 
mas de geometría y estudió algunos aspectos de las secciones cónicas 
centrándose notablemente en la parábola y la elipse. 


Thabit lbn Qurrá 
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Los trabajos de los árabes, junto con las traducciones de los griegos clásicos, fueron los principales 
responsables del crecimiento de las matemáticas durante la Edad Media. Los matemáticos italia. 
nos, como Leonardo Fibonacci y Luca Pacioli (uno de los grandes tratadistas del siglo xv en álgebra 
y aritmética), se basaron principalmente en fuentes árabes para sus estudios. 


rd mes ( 


Es más conocido como Fibonacci. Jugó un rol muy importante para 
revivir las matemáticas antiguas y realizar importantes contribuciones 
propias. 

Fibonacci nació en Italia, pero fue educado en África del Norte, donde 

su padre ocupaba un puesto diplomático. Viajó mucho acompañando 

a su padre, así conoció las enormes ventajas de los sistemas matemá- 
ticos usados en esos países. Liber Abaci, publicado en 1202, después 

de retornar a ltalia, está basado en partes de aritmética y álgebra que 
Fibonacci había acumulado durante sus viajes. Liber Abacciintroduce 


el sistema decimal indo-arábigo y usa los números arábigos dentro 
de Europa. 


IATEMÁTIC 


Aunque el final del periodo medieval fue testigo de importantes estudios matemáticos sobre plo" 
blemas del infinito, por autores como Nicole Oresme, no fue sino hasta principios del siglo» 
cuando se hizo un descubrimiento matemático de trascendencia en Occidente. Se trataba da e 
fórmula algebraica para la resolución de las ecuaciones de tercer y cuarto grado, y fue publicado 
en 1545 por el matemático italiano Gerolamo Cardano en su Ars magna. Este hallazgo llevó pd 
matemáticos a interesarse por los números complejos y estimuló la búsqueda de soluciones sio 
lares para ecuaciones de quinto grado superior. 


Se le considera el padre del álgebra moderna porque fue el primero 
en alilizar letras para simbolizar las incógnitas y constantes en las 
ecuaciones algebraicas. Magistrado y hombre de confianza del rey 
Enrique E de Francia; para él la matemática era una diversión, un 
entretenimiento al que hizo aportaciones fundamentales. A pesar 
Pa en su tiempo no fue famoso por sus estudios matemáticos, 
Ropa e a para descifrar los mensajes secretos que el rey 
enviaba a sus tropas en Flandes. 


2.5.2. Galileo Galilei [1564 - 1542 


Atemprana i 7 
prana edad, Galileo prometía mucho tanto mental como manualmente- 


cuando i 3 cas Pe dió 
po e la Universidad de Pisa, donde se especializó en medicina Y ce para pon 
ticas y ciencias físicas. Leyó las obras de Arquímedes y usó las matemática 


algunos de lo. i 
5 experimentos de este último con líquidos y aleaciones. 
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Diálogos sobre los dos máximos sistemas del mundo se convirtió en 
la obra más famosa de Galileo por los problemas que le ocasionó 
con la Iglesia católica; luego, él comenzó a trabajar en su Discurso 
y demostraciones matemáticas de las dos nuevas ciencias. Como a 
Galileo ya se le había prohibido publicar, el libro se llevó a Holanda 
para su edición. Fue su trabajo matemático más riguroso y en él 


abordó problemas sobre el ímpetu, los momentos y los centros de 
gravedad. 


Conocido también por su nombre latino, Renatius Cartesius, René 
Descartes fue un filósofo y matemático francés. En su búsqueda de los 
fundamentos del conocimiento, Descartes adoptó un punto de vista 
escéptico y dudó de todo. Al descubrir que no podía dudar de su pro- 
pia existencia, cogito ergo surn (pienso, luego existo), llegó a una idea 
de certeza. En su intento de reducir las ciencias físicas a las matemá- 
ticas, Descartes revolucionó la geometría, el álgebra y la notación ma- 
temática. Más conocida es su representación de las ecuaciones mate- 
máticas como curvas geométricas, contribuyendo así a establecer la 
geometría en coordenadas. El sistema de coordenadas cartesianas se 
llama así en su honor. 


Resena/histórica. 


Galileo Gahlei 


La relación epistolar que Fermat mantenía con Blaise Pascal lo llevó a conseguir una importante 
definición: ambos se planteaban el problema de dividir las apuestas en un juego inacabable de 


azar y llegaron a la moderna definición de probabilidad. 


Los mayores descubrimientos de Fermat permanecieron ignorados hasta después de su muerte. Es- 
Los se hallaban en la teoría de números, en la que pretendían ampliar los resultados que figuran en la 
Arithmetica de Diofanto de Alejandría. Al concentrarse en los enteros, en especial en los números pri- 


1. P 


El abogado francés Pierre de Fermat se dedicó a las matemáticas 
como afición y descubrió conceptos clave en esta materia, Se le con- 
sidera el fundador de la teoría de números y desarrolló la geometría 
analítica independientemente de Descartes. También descubrió as- 
Pectos del cálculo antes que Newton y Leibniz y contribuyó a la teoría 
de la probabilidad. No obstante, es más recordado por el último teo- 
rema de Fermat, un problema que los matemáticos habían intentado 
resolver durante más de 300 años. Él señalaba que había conseguido 
Una demostración del descubrimiento, pero nunca escribió acerca 
de él. El resultado, bautizado corno el pequeño teorema de Fermat, 
£s que si p es un número primo y a un entero que no es exactamente 
divisible entre p, entonces, a””! - 1 es exactamente divisible entre p. 


y Ls. 
Pierre de Fermat 
(1601- 1655) 


mos, Fermat fue el primer matemático en estudiar la teoría de números como se conoce hoy en día. 
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El llamado último teorema de Fermat es una nota que escribió al margen de su ejemplar de 
Arithmetica. Había probado que sin es mayor de 2, entonces no es posible encontrar tres enteros X 
y, z como los 4"+y=2"; pero él mencionaba en su nota que es imposible dividir un cubo en suma 
de dos cubos, o un bicuadrado en suma de dos bicuadrados, o en general, cualquier potencia su. 
perior a dos en dos potencias del mismo grado. 


Esta conjetura ha generado gran cantidad de trabajos en el álgebra y la teoría de números. 
+  Eulerlo demostró paran=3 y n=4. 

=  Dirichlet y Legendre lo demostraron para n=5. 

»  Lamé lo demostró para n=7. 


+ Kummer lo demostró para todos los primos menores que 100, salvo n: 37; 59; 67. 


Muchos matemáticos han tratado de demostrar esta afirmación de Fermat o de encontrar una 
excepción para demostrar que es falsa. El matemático británico Andrew Wiles encontró, en 1994, 
una demostración del mismo, utilizando los conceptos matemáticos del siglo XX. 


El francés Blaise Pascal fue un brillante matemático y teólogo. Con tan | ¿A 3] 
solo 17 años, publicó un ensayo impresionante sobre las secciones | ¡ e] 
cónicas, que fue inmediatamente bien recibido en los círculos mate- | 
máticos, aunque la envidia de Descartes hizo que no obtuviera el re- | 
conocimiento que se merecía el trabajo de un hombre tan joven. A 
los 19 años diseñó un aparato para calcular, que podía sumar y restar, 
Pascal mantuvo correspondencia con su colega matemático francés 
Pierre de Fermat acerca de la probabilidad. Juntos sentaron las bases 
de la moderna teoría de la probabilidad. Pascal también realizó un im- 
portante estudio sobre el triángulo aritmético, hoy llamado el triángulo 
de Pascal y llevó a cabo muchos descubrimientos relacionados con 
él, en especial en Álgebra y en la teoría de la probabilidad. También 
preparó el camino para el desarrollo del cálculo integral. 


2.6.3, Isnac Ner 


más importantes de todos los tiempos. Sus teorías revolucionaron el 
pensamiento científico e influyeron en la astronomía práctica y teórica. 
Su libro Principia mathematica (1687) es uno de los trabajos más im- 
Portantes en la historia de la ciencia moderna. Descubrió la gravedad 
y las tres leyes del movimiento todavía utilizadas hoy en día. Fue la 
pamela: Persona en dividir la luz blanca en los colores del espectro y su 
Investigación de la luz le condujo a diseñar un telescopio reflector. Fue 


también uno de los pioneros de una nueva rama de las matemáticas 
llamada cálculo. 
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En el libro Philosophae naturalis principia matemática, que se considera el más importante 
de la historia de la ciencia, Newton demostraba matemáticamente cómo la fuerza gravitacio- 
nal, que es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia sobre la que actúa, puede 
servir para el movimiento de los planetas y, en particular, por qué se deben mover alrededor 
del Sol en una elipse, tal como el astrónomo alemán Johannes Kepler había demostrado con 
anterioridad. 


todo de computación llamado cálculo. El conocimiento de Leibniz 
era amplio y diverso y cubría todas las disciplinas de su época. Du- 
rante su estancia en París, Leibniz conoció a Christiaan Huygens, 
el físico y matemático holandés que le alentó a profundizar en el 
estudio de las matemáticas. Entonces, empezó a trabajar en la má- 
quina calculadora, 


El matemático y filósofo alemán Gottfried Leibniz desarrolló el mé- 1438 => ON 
, ! 
'] 


La versión completa era una considerable mejora de la máquina 
diseñada en 1645 por el matemático francés Blaise Pascal. La de 
Leibniz podía multiplicar, dividir y calcular raíces, mientras que la 
de Pascal solo podía sumar y restar. Leibniz presentó su máquina en 
la Royal Society de Londres en 1673 y, como resultado, fue elegido 
miembro de esta prestigiosa sociedad. 


En 1675, desarrolló el cálculo diferencial e integral; sin embargo, cuando publicó sus descubrimien- 
tos en Nuevos métodos para los mayores y menores (1684), el gran físico y matemático británico 
Isaac Newton afirmó que él había descubierto antes el cálculo, De hecho, los dos realizaron sus 

| descubrimientos de forma independiente, pero Leibniz fue acusado porla Royal Society de Londres 
de haber robado la idea a Newton y hacerla pasar como propia. Paradójicamente, hoy en día se 
usa mucho más su notación. El desarrollo del sistema binario también figura entre los avances 
Matemáticos de Leibniz. 


re-Simon Laplace 


A la edad de dieciocho años era distinguido como maestro y 
Matemático en la escuela militar de la pequeña población de 
Beaumont. Laplace ideó una teoría, que confirmó con pruebas 
Matemáticas, de que las variaciones eran normales y se corre- 
gían solas en el transcurso de largas etapas de tiempo. Se con- 
sideró que esta teoría destacaba porque permitía entender las 
relaciones de los cuerpos celestes en el universo, y ha soportado 
la prueba del tiempo sin sufrir más que correcciones relativa- 
Mente secundarias. 


| En 1812, Publicó su Teoría analítica de las probabilidades, que es un 
estudio sobre las leyes de probabilidad. > 


Lumbreras¡Edlores: 


( d En 1170 


Su talento natural para las matemáticas se evidenció pronto por el afán y. OIT 
la facilidad con que dominaba los elementos bajo la tutela de su padre, FO 

A una edad temprana fue enviado a la Universidad de Basilea, donde PF A: h 
atrajo la atención de Jean Bernoulli. Inspirado por un maestro así, madu- É Bios 
ró rápidamente; a los 17 años de edad se graduó como doctor y provocó h X e 


grandes aplausos con un discurso probatorio sobre una comparación 
entre los sistemas cartesiano y newtoniano. Euler dio una muestra insig- 


ne de su talento al efectuar, en tres días, la resolución de un problema A 

que la Academia de París necesitaba urgentemente, pese a que sele. 0 il 

juzgaba insoluble en menos de varios meses de labor. Pero el esfuerzo | , E E | 
AS 


realizado tuvo por consecuencia la pérdida de la vista de un ojo. Pese 
a esta calamidad, prosperó en sus estudios y descubrimientos; parecía 
que cada paso no hacía más que darle fuerzas para esfuerzos futuros, 
Euler es, posiblemente, el matemático con más trabajos publicados en la historia. La mayor parte 
de ellos se los dictó a su hijo mayor cuando ya estaba ciego. 

A pesar de que su actividad de publicación era incesante (un promedio de 800 páginas de artícul 
al día en su época de mayor producción, entre 1727 y 1783), la mayor parte de su obra completa 
está sin publicar. El proyecto inicial planeaba el trabajo sobre 887 títulos en 72 volúmenes; al día de 
hoy se supone que alcanzará los 200 con facilidad. 


llos 


Matemático, astrónomo y físico alemán, desarrolló una brillante carre- 
ra a pesar de las tragedias de su vida personal. Realizó importantes 
aportaciones a muchas disciplinas, además de realizar un estudio so- 
bre el campo magnético de la Tierra y desarrollar nuevos métodos para 
calcular las órbitas de los cuerpos celestes. En la matemática es en la 
que ha tenido mayor influencia, en campos tan diversos como la teoría 
de números y la geometría. 


Al desarrollar la idea de los números complejos, Gauss estableció el 
teorema fundamental del álgebra. Se interesó en especial por la geode- | 
sia (encontrar las distancias inferiores entre puntos de superficies cur- 
vas), y se refirió a la existencia de una geometría no euclídea. En sus 
años de estudio, Gauss publicó tres brillantes conclusiones. La primera jante 
definía las condiciones bajo las cuales un polígono regular de n lados puede construirse pr ue 
una regla y un compás (n debe ser un número par o un número primo de la forma: 9%+1,en a 
k es un número entero positivo o un producto de primos de esta forma). La segunda fue pa yoci- 
fundamental del álgebra, que presentó en su tesis doctoral. La tercera fue la Ley de la sa 
eS cuadrática de la teoría de números. Gauss también escribió una obra maestra, Disquista 
arithmeticae, presentando una síntesis unificada de la teoría de números, dándole á praia as 

las matemáticas una estructura sistematizada, aunque no fue publicada hasta 1801 debié ] 
dificultades económicas de sus editores. : 


38 


CAPÍTULO! Resena/histórica 


2.6.8. E j 

Matemático alemán que cursó sus estudios en París, relacio- 27 Es 
nándose con matemáticos como Fourrier. Tras graduarse, fue ] 
profesor en las universidades de Breslau (1826-1828), Berlín 
(1828-1855) y Gotinga, donde ocupó la cátedra dejada por Gauss 
tras su muerte. 

Sus aportaciones más relevantes se centraron en el campo de la 
teoría de números, prestando especial atención al estudio de las 
series, y desarrolló la teoría de las series de Fourier. Consiguió una 
demostración particular del teorema de Fermat, aplicó las funcio- 
nes analíticas al cálculo de problemas aritméticos y estableció cri- 
terios de convergencia para las series. 


En el campo del análisis matemático, perfeccionó la definición y el 
concepto de función, y en mecánica teórica se centró en el estudio 
del equilibrio de sistemas y en el concepto de potencial newtoniano. 


El primer enunciado del principio del palomar se cree que proviene de Johann Peter Gustav Lejeune 
Dirichlet, en 1834, con el nombre de schubfachprinzip (“principio de los cajones”). A veces se co- 
noce este enunciado como el principio de Dirichlet, el cual establece lo siguiente: si n palomas 
se distribuyen en m palomares y sin > m, entonces, al menos habrá un palomar con más de una 
paloma. Aunque el principio del palomar puede parecer una observación trivial, se puede utilizar 
para demostrar resultados inesperados. 


Recluyó la lógica a un álgebra simple. Una aplicación de métodos 
algebraicos para la solución de ecuaciones diferenciales fue publi- 
cada por Boole en el Transaction of the Royal Society y por este tra- 
bajo recibió la medalla de la Real Sociedad. Su trabajo matemático 
fue el comienzo que le trajo fama. Boole fue nominado para una 
cátedra de matemática en el Queens College, donde enseñó por el 
resto de su vida, ganándose una reputación como un prominente 
y dedicado profesor. 


En 1854, publicó una investigación de las leyes del pensamiento 


sobre las cuales son basadas las teorías matemáticas de lógica y 
probabilidad. 


Boole aproximó la lógica en una nueva dirección reduciéndola a un álgebra simple, incorporan- 
do la lógica en las matemáticas. Comenzaba el álgebra de la lógica llamada álgebra booleana, 
la cual ahora encuentra aplicación en la construcción de computadoras, circuitos eléctricos, 
etc. Publicó alrededor de 50 escritos y fue uno de los primeros en investigar las propiedades 
básicas de los números, tales como la propiedad distributiva que fundamentó los temas del 


álgebra. Boole es considerado como uno de los fundadores del campo de las ciencias de la 
computación. 
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Matemático alemán nacido en San Petersburgo (Rusia) y falle- 
cido en Halle. En la escuela, Cantor mostró talento por las ma- 
temáticas, y las convierte en su profesión, obteniendo el puesto 
de profesor en la Universidad de Halle en 1872. En 1874, Cantor 
empezó a introducir conceptos extraños de lo infinito, estable- 
ciendo que para tratar el infinito se debe establecer correspon- 
dencia entre dos series; más aún, esta correspondencia debe ser 
biunívoca. De este modo se puede razonar que la cantidad de 
números pares es igual a la de los números naturales, diferen- 
ciando entre la aritmética de lo infinito y la aritmética familiar de 
los números finitos. 


Cantor construyó una estructura lógica completa, en la cual se 
postulaba que una serie completa de números transfinitos repre- 
sentaba diferentes órdenes de infinitos. De esta manera, todos los números racionales podían es- 


tablecer una igualdad a la serie de números enteros, pero no así los números racionales más los 
irracionales. 


Estos eran los números reales y representaban números transfinitos más elevados que los números 
enteros. De esta forma, la definición de Cantor de número real identifica a este último con una 
sucesión convergente de números racionales. 


Matemático alemán nacido en Kónisgberg y fallecido en Go- 
tinga. Durante el siglo xIx se puso de manifiesto, cada vez de 
una manera más evidente, que Euclides no había partido de 
conceptos patentes y que había supuesto muchas cosas sin es- 
pecificarlas. Se hicieron esfuerzos para fijar un número mínimo 
de términos y definiciones básicas sin identificar, y de estas de- 
ducir rigurosamente la estructura matemática completa. Esta 
es la ciencia axiomática, y fueron Hilbert y Peano quienes la 
fundaron en Foundations of geometry. Por primera vez se ex- 
Ponía satisfactoriamente una serie de axiomas de geometría. 
También probó que su sistema de axiomas era bastante com- 
pleto, algo que los griegos habían admitido de los axiomas de 
Euclides, pero sin demostrarlo. De esta forma completó el tra- David Hilbert 


bajo de Euclides sin efectuar cambios en la esencia, pero su 
fundamento pasó de intuitivo a lógico. 


imaginar 


ñ : : o 1 
A pesar de la importancia que han tenido estos problemas, un hecho que Hilbert no P ja máticas 


: ys ñ tel 
fue la invención del ordenador o computadora digital programable, primordial en las mal 
del futuro. 
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CAPÍTULO!! Resena histórica 


a obra del matemático y físico alemán Albert Einstein lo ha con- 

vertido en uno de los científicos más famosos de la historia. Sus 
teorías acerca de la relatividad introdujeron un nuevo y revolu- 
cionario modo de pensar en el espacio, el tiempo y el universo. 
También estableció la relación entre masa y energía con la famo- 
sa ecuación E=mc?, 
Einstein adquirió la ciudadanía estadounidense en 1940 y se opuso a 
la guerra a pesar de que, paradójicamente, sus teorías fueron utiliza- 
das para fabricar bombas nucleares, las armas más destructivas que 
han existido jamás. Einstein pudo llegar a ver muchas de sus teorías 
confirmadas experimentalmente. 


Fue un matemático norteamericano del siglo XX de origen húngaro | 


554 


y uno de los miembros más importantes del programa nuclear de 7 se 

los EE. UU.; realizó avances revolucionarios en la informática yenel l 1 

diseño de computadoras. ; 

John von Neumann nació en Budapest (Hungría) en 1903 y asistió a ce Y cm el 
la Universidad de Berlín (Alemania) y al Instituto Federal de Tecno- 4 it 


logía de Zurich (Suiza). Después de finalizar su diplomatura de Inge- 
niería Química en Zurich, en 1926, Von Neumann impartió clases en 
Berlín y Hamburgo, a la vez que estudiaba con el matemático David 
Hilbert. En 1930, se trasladó a los EE.UU. para ocupar un puesto en 
la Universidad de Princeton y fue miembro del Princeton's Institute 
of Advanced Study cuando se formó en 1933, plnves Neumann 
Durante la Segunda Guerra Mundial, trabajó en el programa de la bomba atómica; después de la 
guerra trabajó en la bomba de hidrógeno. Desde 1945, dirigió el proyecto de computadoras elec- 
trónicas en el Institute for Advanced Study y, a menudo, asesoró en materias estratégicas al ejército 
de los EE. UU. Este científico llevó a cabo un trabajo importante en varias áreas de las matemáticas, 
incluyendo la teoría de conjuntos y la teoría de red (una rama del álgebra abstracta), y propuso 
estructuras matemáticas que hoy en día se conocen como álgebras de von Neumann. 


2.7.5, phen ino [ 


El matemático y físico inglés encabeza la investigación científica 
fundamental. Su trabajo ha completado las teorías de la relatividad 
Propuestas, por primera vez, por el científico Albert Einstein. Las ex- 
Plicaciones de Hawking acerca de la formación del universo y los 
agujeros negros del espacio han sido aceptadas por los científicos 
de todo el mundo. El trabajo de Hawking es conocido fuera delos 
círculos científicos Por su libro Breve historia del tiempo (1988). Esta 
Publicación ha vendido 25 millones de ejemplares y ha permitido . 
Que mucha gente se introduzca en la física cuántica y la relatividad. Stephen Hawking 
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A mediados de la década de los sesenta, Hawking empezó a estudiar la idea de las sin 


puntos teóricos en el espacio en los que la materia está comprimida infinitamente 
leyes de la física no se cumplen, Al colaborar con el matemático británico Roger Penrose, Stephen 
Hawking desarrolló nuevas técnicas matemáticas y las aplicó a los agujeros Negros. Se cree que 
estos se originan cuando una estrella de gran masa consume su combustible y se desintegra debi- 
do a la fuerza de la gravedad, ocasionando una región espacial de la que nada puede escapar, ni 
siquiera la luz, dada la potencia de su campo gravitatorio, 


gularidades, 
y donde las 


113934] 
Es un matemático y pensador británico. En 1964, entró en el Birk 
berck College de Londres como profesor de matemáticas aplica- 
das y, a partir de 1973, ocupó la cátedra de matemáticas Rouse 
Ball en la Universidad de Oxford. Estudioso de los agujeros negros, y 
inventó un sistema para cartografiar los alrededores de dichos fe- L 
nómenos astrofísicos. Este tipo de mapa se denomina diagrama 
Penrose. También se dedicó a crear paradojas matemáticas, con- 
virtiendo complicadísimas elucubraciones en ingeniosos puzzles. 
Actualmente, se ha volcado en el estudio de la inteligencia artifi- 
cial. Es autor de los libros La nueva mente del emperador (1989), 


Las sombras de la mente (1994) y Lo grande, lo pequeño y la men- 
te humana (1997). 


Es el matemático británico más famoso del mundo desde que 
anunció en 1993 que había demostrado el último teorema de Fer- 
mat, un problema que se había resistido tres siglos y medio. La 
demostración de Wiles, aceptada finalmente en 1994, ocupaba 
122 páginas, mucho para un problema que cualquier estudiante 
de secundaria puede comprender y que Fermat presumía de ha- 
¡ ber resuelto con “una demostración realmente notable”, ¿Es qué 
acaso la demostración de Wiles es peor que la de Fermat? 


El conocimiento matemático del mundo moderno está avanzan- 
do rápidamente. Teorías que eran completamente distintas se han 
reunido para formar teorías más completas y abstractas. Aunque, Andrew Wiles 
en su mayoría, los problemas más importantes han sido resuel- en nuevos Y 
Lo, otros, como las hipótesis de Riemann, siguen sin solución. Al mismo tiempo Surg! 


ncontrando 
A ds A án el 
estimulantes problemas, Parece que incluso las matemáticas más abstractas está! 
aplicación. 
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Capítulo 


Ludwig Wittgenstein 


Lógica proposicional 


Henrry Orlando Castañeda Palacios 


CAPÍTULO II 


LÓGICA PROPOSICIONAL 


introduccion 

Los celulares son tal vez la mayor revolución de los últimos tiempos. En estos días hay más celu- 
lares que personas, y su utilidad ha pasado de solo servir para recibir llamadas a ser usado como 
correo electrónico, computadora personal, periódico, televisor, cámara digital, juguete de nuestros 
hijos, radio, etc. Todo esto se puede hacer porque los celulares tienen una configuración interna 
que un programador ha diseñado con el uso de los algoritmos, los cuales, en la electrónica, usan 
la lógica booleana, la cual a su vez se basa en la lógica proposicional. 


Algunos matemáticos indican que la matemática es como un edificio sólido, ya que tiene deter- 
minadas leyes, propiedades y principios, que se enlazan los unos con los otros; por ejemplo, la 
teoría de grupos y anillos se basa en la aritmética y el álgebra; el cálculo diferencial, las derivadas 
y el cálculo integral se basan en el álgebra y la trigonometría; la geometría analítica se basa en la 
aritmética, la geometría y el álgebra; la estadística en la aritmética, etc. Estas leyes junto con el 
razonamiento cumplen una determinada lógica, esta es la lógica proposicional. 


La lógica proposicional se basa en la posibilidad de que una proposición sea verdadera o falsa. Esta 
capacidad permite, por ejemplo, al ingeniero de sistemas diseñar un circuito binario de ceros (0) 
y unos (1) que posteriormente se usará como un circuito electrónico con la capacidad de pasar 
estados de voltaje alto y bajo. A 


Se usa también la lógica proposicional para demostrar diversos teoremas, diseñar el algoritmo de 
un determinado software, programar el encendido y apagado de las luces de la calle de nuestra 
ciudad, en los semáforos inteligentes que dan más tiempo a la luz verde cuando hay mucha afluen- 
cia de autos, etc. 


En la lógica proposicional, como en toda teoría, se necesitan conocer algunos conceptos tales 
como las proposiciones, las tablas de verdad y sus leyes, pues estos serán de gran utilidad en el 
desarrollo del conocimiento del presente capítulo; por tanto, es importante aprenderlos. 
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1» DEFINICIÓN 

La lógica proposicional es la parte de la lógica 
que estudia el razonamiento humano, que se 
da a través del lenguaje. 


2» ENUNCIADO 
Se denomina así a toda expresión del lenguaje 
humano. 


Ejemplos . 

+ El Cusco es la capital del Perú. 
+ Cuatro es mayor que tres. 

+  Élesun escritor peruano. 

+ ¡Estudia! 


Algunos enunciados pueden ser denominados 
verdaderos o falsos. 


Ejemplos 

» El Cusco es la capital del Perú. 

+ Cuatro es mayor que tres. 

= Albert Einstein es el autor de la teoría de la 
relatividad general. 

+ Caral esla ciudad más antigua de América. 


Los enunciados pueden expresar un deseo, un 
mandato o una pregunta. 


Ejemplos 
» ¡Ojalá ingrese! 
» ¡Trabaja! 


» ¿Quién es el presidente actual del Perú? 


Además, hay enunciados que para determinar 
si son verdaderos o falsos primero se debe 
reemplazar determinados términos o palabras. 
Ejemplos 

*  Éles un escritor peruano. 

*  xesimpar. 


Los enunciados se clasifican en enunciados 
cerrados y enunciados abiertos, 
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2. 


1, ENUNCIADO CERRADO, PROPOSICIÓN 
LÓGICA O PROPOSICIÓN - 


Es aquel enunciado que puede ser calificado 
como verdadero o falso sin ambigiledad, 


Ejemplos 


El Cusco es la capital del Perú. 

Cuatro es mayor que tres. 

Albert Einstein es el autor de la teoría de la 

relatividad general. 

George Cantor es el padre de la teoría de 

conjuntos. 

Caral es la ciudad más antigua de América. 

El compositor de “El cóndor pasa” es Daniel 

Alomía Robles. 

El Manchester United es un equipo de fút- 

bol inglés. 

La Juventus ganó la Champions League 

2018-2019. 

La suma de los ángulos intern 

triángulo es 180", 

La semana tiene siete días Y 

es un elemento químico. 

Jazmín es fan de Soy Luna O le 

jugando Just dance. 

Si Viviana ve Soy Luna, entonces le 

patinar. 

Si Estéfany ve Peppa Pig, € 

ga con sus muñecas. 

Doris puede enseñar matemáticas 
i ió icas. 

si estudió matemáti yiatnoameiaro 


Perú es un país amazónico > Esté- 
toca el piano Y 


os de un 
el hidrógeno 
gusta bailar 


gusta 


ntonces no jue" 


si y solo 


Jazmín canta, Viviana A 
fany toca la guitarra eléctrica. 
O Rosa viaja en barco a España 0 
ja en avión a España. e 
O bien Orlando estudió secundan 


en 
mantanga o bien Orlando lo hizo 


Huamantanga es un distrit 


o de Canta: 


CAPÍTULO|1l 


+ Los sumerios eran grandes conocedores 
de la aritmética y del álgebra. 

+ Losincas conocieron las matemáticas, ejem- 
plo de esto se ve en el quipu y la yupana. 


Dado que una proposición puede ser califica- 
da de verdadera o falsa, a esta posibilidad se le 
conoce como valor veritativo o valor de verdad 
de la proposición. 


Ejemplos 
» La proposición “El Cusco es la capital del 
Perú” es falsa, entonces el valor de verdad 
de la proposición es falso. 

La proposición “Cuatro es mayor que tres” 
es verdadera, entonces el valor veritativo de 
la proposición es verdadero. 


Para un mejor análisis de las proposiciones, 
se ha considerado necesario asignarles nota- 
ciones, para las cuales generalmente se usan 
letras minúsculas, como p, q, Y, S. 
Ejemplos 
*  p: Albert Einstein es el autor de la teoría de 
la relatividad general. 
Entonces 

V(p)=verdadero 


La notación anterior indica que el valor de 
verdad de la proposición, V(p), es verdadero. 


4: George Cantor es el padre de la teoría de 
conjuntos. 
Entonces 


V(q)=verdadero 


r: Caral no es la ciudad más antigua de 
América. 
Entonces 

V(r) =falso 


S: El Cusco es la capital del Perú. 
Entonces 


V(s)=falso 


Lógica proposicional 


Tablas de verdad 

Cuando no se conoce el texto de la proposi- 
ción y, por ende, no se sabe su valor de verdad, 
se hace uso de variables proposicionales p, q, 
1, S, ..., las cuales presentamos usando esque- 
mas llamados tabla de verdad. 


Pp pa p|q|r 
v viv Viviv 
F V|F Vivi|F 
F|IV V|F|v 

F |F V|F|F 

EMV 

FPIV]|E 

FIFIV 

E uE E 

» hiota 


Las tablas de verdad también son llamadas 
tablas de Wittgenstein, en honor al filósofo 
Ludwig Witlgenstein, quien escribió tres 
obras importantes: Tractatus logico-philo- 
sophicus, Los cuadernos azul y marrón e 
Investigaciones filosóficas, las dos últimas 
publicadas póstumamente, 


Ludwig Wittgenstein 
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PM iota 


En la lógica booleana, las compuerlas db pe 
lógicas son dispositivos elect nicos que También llamado función proposicional, es 


es de entrátla aquel enunciado que al reemplazar una o más 
palabras (o términos) por determinados valo- 
res se obtienen proposiciones lógicas. 


reciben determinados val 


y otorgan un determinado 


Estos valores son la hase de la elec 
digital 
Ejemplo 
La expresión “Él es un escritor peruano” es un 
' enunciado abierto, ya que al reemplazar la pa- 
«¿> fcompuerta NOT) labra “él” por nombres propios, el enunciado 
se convierte en proposición. 


Algunos símbolos de las compuertas lógi- 


cas son los siguientes: 


Su labla de verdad es 


ONPE NOD Además, la palabra “él” es la variable y se de- 
A nota como Ps), lo cual queda así: 


Pa: Él es un escritor peruano. 


Luego, 


e ició valor 
+ A) (compuerta AND) + Pecésar vallejo) €S UNA proposición cuyo al 
dl : de verdad es verdadero. 


) 


5 ición 
Su tabla de verdad es PGabriel García Márquez) €5 UNa proposici 
cuyo valor de verdad es falso, ya que Ga- 
briel García Márquez es colombiano. 


sia o valor 
*  Póamés Melchon €5 UNA proposición cuy 


| COMPUERTA AMD | 
A i 3 H e 


| 0 0 | S 
| o | y l de verdad es falso, ya que Inés Melchor nO 
| ] 
[ j z , de | es escritora. 
| , 1 0 | 0 
7 j 
] ») Recuerdo - : 
id ió el 
Ae 458 + Gabriel García Marquez recibió 
pa (compuerta OR) Premio Nobel pos su obra Cien años 
o $ da la 


oledad, la cual es considera 
obra cumbre del realismo mágico. 


Su tabla de verdad es 


COMPUERTA OR 


A | B | 

o | lo 
EA 
CO) (ECO 
De. MS 1 


Observemos que los valores de O corres- 


ponden a falso; y los valore ES 
lo sde l, a ver ——— 


Gabriel Garcia Márquez 
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+ Inés Melchor (Huancavelica, 1986) 
es una fondista peruana que posee 
el récord sudamericano de maraión, 
con un tiempo de 2:26:48, Además del 
récord, Melchor es multicampeona 
sudamericana y panamericana de 
atletismo. Fue elegida como la mejor 
alleta peruana el año 2003 


Inés Melchor 


La expresión “Fx es impar” también es un 
enunciado abierto. Veamos. 


Si x=3, la expresión “3 es impar” es verdadera. 


Si x=4, la expresión “4 es impar” es falsa. 


Además, es necesario tener en cuenta que 
toda interrogación, deseo o admiración no son 
Proposiciones, debido a que no se les puede 
calificar como verdadero o falso. 


Ejemplos 


¿Quién es el presidente actual del Perú? 
* ¡Estudia! 


Ojalá Perú sea campeón del próximo mun- 
dial de fútbol. 


Prohibido fumar en la biblioteca 
¡Eureka! 

¡Auxilio! 

¿Qué hora es? 


3» CLASIFICACIÓN DE LAS PROPOSICIONES 
Las proposiciones se pueden enlazar unas 
con otras para formar otras proposiciones más 
complejas, por lo cual es necesario clasificar 
las proposiciones teniendo en cuenta el núme- 
ro de ideas que expresan. 


3.1. PROPOSICIÓN SIMPLE O ATÓMICA 

Es aquella proposición afirmativa que expresa 
una sola idea. 

La proposición “2 es menor que 5” es afirma- 
tiva y nos expresa una idea; por tanto, es una 
proposición simple. 

La proposición: “5 es par” también es afirma- 
tiva y expresa una idea, entonces también es 
una proposición simple. 


» importante 
Las proposiciones simples son siempre 
afirmativas. 


Ejemplos 

- Cuatro es menor que cinco. 

- El punto de ebullición del agua es 120 *C, 

- Albert Einstein es el autor de la teoría de la 
relatividad general. 

- George Cantor es el padre de la teoría de 
conjuntos. 

- Caral es la ciudad más antigua de América. 

- El compositor de “El cóndor pasa” es Da- 
niel Alomía Robles. 


3.2. PROPOSICIÓN COMPUESTA O MOLE. 
CULAR 

Es aquella proposición que expresa más de 
una idea o que es negativa. La proposición “2 
es menor que 5 y 5 es par” es una proposición 
compuesta, ya que expresa dos ideas. 

La proposición “George Cantor no es el padre 
de la teoría de conjuntos” es una proposición 
compuesta, ya que niega una idea. 
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Ejemplos 4» ANÁLISIS DE LAS PROPOSICIONES 


+ La semana no tiene siete días. COMPUESTAS BÁSICAS 
+ El Homo habilis es un homínido, asimismo Empezaremos con aquellas proposiciones 
es un antecesor del Homo sapiens sapiens. compuestas que tiene un solo conectivológico 
+ O bien Orlando estudió secundaria en 
Huamantanga o bien Orlando lo hizo en 4.1. HEGACIÓN 
Trujillo, Una proposición negativa es aquella que usa 
+ Jazmín es fan de Soy Luna o le gusta bailar el adverbio negativo “no” o sus equivalentes. 
jugando Just dance. Símbolo: - 
» Viviana ve Frozen o le gusta patinar. Esquema: =p 
» Si Estéfany ve Peppa Pig, entonces no jue- 
ga con sus muñecas, Selee: 
+ Lasrectas coplanares .Z, y Z, son perpendi- - Nop 


culares si y solo si el ángulo entre ellas es 90”. 
+ Arturo es un gran aritmético, puesto que 
tiene un amplio conocimiento del curso. 


+  Noes cierto que p 
+ Nuncap 
+  Esfalso que p 


Observamos que las proposiciones compuestas 


se forman enlazando proposiciones simples; en Ejemplos 

ese sentido, se puede considerar a las proposi- + La semana no tiene siete días. 

ciones simples como los ladrillos y las propo- +  Esfalso que el hidrógeno sea un elemento 
siciones compuestas como las paredes donde químico. A 
descansa la teoría de la lógica proposicional. + No es cierto que haya premio nobel par 
Alos enlaces que unen las proposiciones se les los matemáticos. se enlaza 


Nunca un átomo de hidrógeno 


denomina conectivos lógicos. . igeno. 
químicamente con un átomo de 0x8 


á ¡ción 
Cuando consideramos la proposic! 
p: La semana tiene siete días- 
Ya A 
o 9 su negación será y 
— o á ¡ete díaS- Wi 
Obs A -p: La semana no tiene siet Mo 
A = ¡ción +, 
Si... entonces ... $ Se observa que al negar una propos ¡ción + 
3 s , 
. Ñ la propose”, 
«si y SOlO si... o cambia el valor de verdad de la P 
¡guiente: 
; d es la siguien! | 
Para determinar el valor de verdad de una pro- Ade nas A 
posición simple, es necesario solo conocer el p|-P 
tema del cual trata la proposición; sin embargo, v|F ? 
| en las proposiciones compuestas hay que ha- v ! 
F ' 


cer un análisis para conocer su valor de verdad. 
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Lógica proposicional 


4,2. CONJUNCIÓN 

Una proposición conjuntiva es el resultado de 
enlazar proposiciones mediante el conectivo 
lógico “y” o sus expresiones equivalentes. 
Símbolo: A 

Esquema: p q 

Selee:pyq 


Ejemplos 

+ Euclides fue un geómetra y Diofanto, un 
aritmético. 

+ Brasilia es la capital de Brasil, pero no es la 
ciudad más poblada de Brasil. 

* El Aomo habilis es un homínido, asimismo 
es un antecesor del Homo sapiens sapiens. 

+ Un triángulo tiene 3 lados y sus 3 ángulos 
internos suman 180”. 

* Viviana es una gran atleta, además es una 
niña muy estudiosa. 


» Nota 

Hay que tener en cuenta que hay otras pala- 
bras que establecen una relación conjunti- 
va, como “sin embargo”, “también”, “igual- 
mente”, etc. 


El conectivo “y” cumple el papel de enlazar 
de manera afirmativa dos ideas, es decir, la 
Proposición conjuntiva será verdadera cuando 
ambas proposiciones componentes sean ver- 
daderas. 


Su tabla de verdad es la siguiente: 


Ejemplos 


p: La semana tiene 7 días y el hidrógeno es 
un elemento químico. 


p es una proposición conjuntiva verdadera, 
puesto que las dos ideas que la componen 
son verdaderas. 


q: El 4 es par; además, es menor que 3. 


q es una proposición conjuntiva falsa, ya 
que la idea “4 es menor que 3” es falsa, es 
decir, para que una proposición conjuntiva 
sea falsa basta que uno de sus componen- 
tes sea falso. 


r: Carabayllo no es un distrito de Lima y 
Arequipa es una ciudad del Perú. 


r es una proposición conjuntiva falsa, ya 
que la primera idea “Carabayllo no es un 
distrito de Lima” es falsa. 


s: La suma de los ángulos internos de un 
triángulo es 200? y el punto de ebullición 
del agua es 120 *C. 

s es una proposición conjuntiva falsa, ya 


que las dos ideas que la componen son 
falsas. 


»» Observación 
Hay expresiones que tienen una 
que no son proposiciones conjuntivas, 


Por ejemplo, “Perú y Brasil son países limí- 
trofes” no es una proposición conjuntiva, 
puesto que la “y” en esta proposición no 
une dos ideas, por lo tanto, es una propo- 
sición simple. 


Otros ejemplos: 

» Manco Cápac y Mama Ocllo eran espo- 
SOS. 

+  Ladiferencia de 8y5es 3. 

+ Jazmín, Viviana y Estéfany son herma- 
nas. 
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4,3. DISYUNCIÓN DÉBIL O INCLUSIVA 

Una disyunción débil es el resultado de enlazar 
proposiciones mediante el conectivo lógico 
“o” o sus expresiones equivalentes. 

Símbolo: v 

Esquema: p vq 

Se lee:p oq 


Ejemplos 

+» — Jazmín es fan de Soy Luna o le gusta bailar 
jugando Just dance. 

+» Viviana ve Frozen o le gusta patinar. 

+  Estéfany ve Peppa Pig o juega con sus mu- 
ñecas. 

+ José María Arguedas escribió El zorro de arri- 
ba y el zorro de abajo o Todas las sangres. 

+ El Perú tiene como recurso minero al oro o 
al litio. 


El conectivo “o” cumple el papel de conectar 
de manera afirmativa por lo menos una de dos 
ideas, es decir, la proposición disyuntiva débil 
será verdadera cuando por lo menos una de sus 
proposiciones componentes sea verdadera, 


Su tabla de verdad es la siguiente: 


4.4, DISYUNCIÓN FUERTE O EXC 
Una disyunción fuerte es aquella que re 


r: Carabayllo no es un distrito de Lima y 
Arequipa es una ciudad del Perú. 


res una proposición disyuntiva inclusiva ver. 
dadera, ya que la segunda idea “Arequipa es 


una ciudad del Perú” es verdadera. 


s: La suma de los ángulos internos de un 
triánguio es 200” o el punto de ebullición 
del agua es 120 *C. 

s es una proposición disyuntiva inclusiva fal- 
sa, ya que las dos ideas que la componen 
son falsas, es decir, para que una proposi- 
ción disyuntiva débil sea falsa, las dos propo- 
siciones que la componen deben ser falsas. 


mesión “ab=0" indica que a=0 0 


b=0, además, pueden ser ambas a la vez 


(cuando ab). Dicha expresión es de gran 


ulilidad en las matematicas. 


Por ejemplo, la ecuación polinomial 


( Ma 3) =0 


se resuelve ono 
v-5=0 


x=5 


y se dice que 3 y 5 son las soluciones de 


dicha ecuación 


LUSIVA 
sulla 


siva, 5 


Ejemplos 
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p: La semana tiene 7 días o el hidrógeno es 
un elemento químico. 

p es una proposición disyuntiva inclusiva 
verdadera, puesto que las dos ideas que la 
componen son verdaderas. 


q: El 4 es par o es menor que 3. 

q es una proposición disyuntiva inclusiva 
verdadera, ya que la primera idea “4 es 
par” es verdadera. 


de enlazar dos ideas de manera exclu: 
decir, la ocurrencia de una indica que 
idea no ocurre. 


la otra 


Símbolo: A 

Esquema: p Aq 
pq 

Se lee: 

+ Obienpobienq 

- Opoq 


Lógica proposicional 


CAPÍTULO!II 


r: O bien Carabayllo no es un distrito de 
Lima o bien Arequipa es una ciudad del 


Perú. 


Ejemplos . 
+  ORosa viaja en barco a España o Rosa via- 
ja en avión a España. 


+ O bien Orlando estudió secundaria en 
Huamantanga o bien Orlando lo hizo en 
Trujillo. 


res una proposición disyuntiva fuerte verda- 
dera, ya que la primera idea “Carabayllo no 
es un distrito de Lima” es falsa y la segunda 


idea “Arequipa es una ciudad del Perú” es 


»  Dosrectas coplanares o son perpendicula- 
verdadera. 


res o son paralelas o se cortan en un punto. 


* JBEMAVEBIA O:CUg 9 ño Noabees: + 5: O bien la suma de los ángulos internos 


de un triángulo es 200” o bien el punto de 
ebullición del agua es 120 *C. 

ses una proposición disyuntiva fuerte falsa, 
ya que las dos ideas que la componen son 


Dado que este conectivo exige la ocurrencia 
de una sola idea, entonces la proposición 
disyuntiva exclusiva será verdadera cuando los 
valores de verdad de las proposiciones com- 


falsas. 

ponentes sean diferentes. 

Su tabla de verdad es la siguiente: dh biota 
La expresión “ ” tiene el comporta- 
miento de una disyunción exclusiva, 
puesto que nos dice “x es menor que 5” o 
*x es igual a 5”; y será verdadera cuando 
se cumpla solo una de ellas, además, su 


negación es “x>5”. 


4,5, CONDICIONAL 

Una condicional es el resultado de enlazar pro- 
posiciones mediante el conectivo lógico “Si ... 
entonces ...” o sus expresiones equivalentes. 
Símbolo: + : 

Esquema: p > q 

Se lee: Si p entonces q. 


Ejemplos 


p: O la semana tiene 7 días o el hidrógeno 
es un elemento químico. 


P es una proposición disyuntiva fuerte fal- 
Sa, ya que las dos ideas que la componen 
son verdaderas, es decir, para que una pro- 
Posición disyuntiva fuerte sea falsa las dos 
Proposiciones que la componen deben te- 
ner valores de verdad iguales. 


» Nota 

En el esquema p > q, la proposición p 
se denomina antecedente y la proposi- 
ción q se denomina consecuente. 

9: 0 el 4 es par o es menor que 3. 

4 €s una proposición disyuntiva fuerte ver- Ejemplos * 
dadera, ya que la primera idea “4 es par” dÑ 
es verdadera y la segunda idea “4 es menor * 
Que 3” es falsa. 


Si 2 es par, entonces 3 es impar. 


Si hoy sembramos plantas, entonces el 
próximo año tendremos árboles. 
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Si Doris estudia hoy, entonces triunfará 
mañana. 

Si en Huamantanga es primavera, entonces 
habrá muchas flores de colores en Pagúaray. 


Otras formas de leer la expresión p > q 
* Sip, entonces q. 
p es suficiente para q. 


P es una condición suficiente para q. 
* psolosiq. 

* Cuandop, q. 

p de ahí que q. 

p por lo tanto q. 

p en consecuencia q. 

p luego q. 

pen conclusión q. 


Además, 


q se desprende de p. 
* qsip. 

*  qsiempre que p. 

q es necesaria para p, 


q es una condición necesaria para p. 
q Puesto que p. 


* qyaquep. 
* (dado que p. 
* (Porque p. 


q Cada vez que p. 
*  qcuandop, 
q a menos que p. 


Las proposiciones siguientes también son con- 
dicionales: 


5 es menor que 8 si5-8< 0. 
Rosita del Pilar Pondrá su consultorio 
odontológico siempre que ya sea dentista. 


Estéfany está en inicial, puesto Que tiene 4 
años, 


Jazmín estudia robótica, dado 


A Que está en 
primaria, 


Viviana estudia inglés Porque es una niña 
muy estudiosa. 


Estéfany conoce al velocirráptor Porque 
su profesora le habló de los dinosaurios, 

Ramiro es un buen maestro de aritmética, 
puesto que sus alumnos así lo atestiguan. 


Thales de Mileto no es griego, dado que 
Mileto era provincia de Persia, 


Analicemos el enunciado “Si ingresas a la uni- 
versidad, entonces te compro un auto”. 


Se puede decir que si se cumple el ingreso ala 
universidad y se compra el auto, toda la expre- 
sión sería verdadera. Sin embargo, si ingresa 
a la universidad y no compra el auto, estaría > 
contradiciendo la idea original. 


Si se da el caso de que no ingresa a la univer- 
sidad, el hecho de comprar o no el auto no 
contradice la idea original; la única manera de 
romper la promesa es cuando ingresa a la uni- 
versidad y no se compra el auto. 


Esto nos indica que la condicional solamente 
será falsa cuando el antecedente sea verda: 
dero y el consecuente sea falso; en los ot1os 
Casos, será verdadera. 


Su tabla de verdad es la siguiente: 


Ejemplos | 


; Pr hi 1% 
Pp: Sila semana tiene 7 días, entonces el Ñ 
drógeno es un elemento químico. 4 


M 


a di de- 
Pes una proposición condicional verdade” 


> onen y 
ra, ya que las dos ideas que la comp! 
son verdaderas. 


EN 
9: Si el 4 es par, entonces es menor que ya Ñ 
q es una proposición condicional nm | 
que la primera idea “4 es par” es verdade 


» es falsa 
la segunda idea “4 es menor que 3” esfal 


CAPÍTULO! 


»  r: Si Carabayllo no es un distrito de Lima, 
entonces Arequipa es una ciudad del Perú. 


r es una proposición condicional verdade- 
ra, ya que la primera idea “Carabayllo no 
es un distrito de Lima” es falsa y la segunda 
idea “Arequipa es una ciudad del Perú” es 
verdadera. 


+ s: Si la suma de los ángulos internos de 
un triángulo es 200”, entonces el punto de 
ebullición del agua es 120 *C. 

s es una proposición condicional verdade- 
ra, ya que las dos ideas que la componen 
son falsas. 


4.6. BICONDICIONAL 

Una bicondicional es el resultado de enlazar 
proposiciones mediante el conectivo lógico “si 
y solo si” o sus expresiones equivalentes. 
Símbolo: + 

Esquema: p e q 

Se lee: p si y solo si q 


Ejemplos 

* Un ángulo es recto si y solo si su medida 
angular es 90”. 

Un móvil realiza MRU si y solo si se mueve 
en una trayectoria rectilínea y su acelera- 
ción es cero. 

Una condición necesaria y suficiente para 
que un triángulo sea isósceles es que dos 
de sus ángulos sean iguales. 

Una sucesión polinomial es una progresión 
aritmética si y solo si la diferencia de dos 
términos consecutivos es constante. 


Cuando analizamos la proposición “Un polígo- 
Ro €s regular si y solo si las longitudes de todos 
Sus lados son iguales”, observamos que si un 
Polígono es regular, entonces las longitudes de 
Sus lados serán iguales, y si las longitudes de 


Sus lados son iguales, entonces será un polí- 
£0no regular. 


Lógica proposicional 


Es decir, la bicondicional nos ayuda a hacer 
definiciones; observamos que será verdadera 
cuando los valores de verdad de sus proposi- 
ciones componentes sean iguales. 


» Obs 


La proposición “p si q” significa q =p. y “p 


sole si q" significa p => q; por tanto, “p si y 
solo si q” significa p + q. 


Es decir, 


(pd r(q>p) 


Su tabla de verdad es la siguiente: 


Ejemplos 

»  p: La semana tiene 7 días si y solo si el hi- 
drógeno es un elemento químico. 
p es una proposición bicondicional verda- 
dera, ya que las dos ideas que la compo- 
nen tienen el mismo valor de verdad, en 
este ejemplo son verdaderas. 


» (q: El4es par si y solo si es menor que 3. 
q es una proposición bicondicional falsa, 
ya que la primera idea “4 es par” es verda- 
dera y la segunda idea “4 es menor que 3” 
es falsa, es decir, tienen valores de verdad 
diferentes. 


+» r: Carabayllo no es un distrito de Lima si y 
solo si Arequipa es una ciudad del Perú. 
r es una proposición bicondicional falsa, ya 
que la primera idea “Carabayllo no es un dis- 
trito de Lima” es falsa y la segunda idea “Are- 
quipa es una ciudad del Perú” es verdadera, 
es decir, tienen valores de verdad diferentes. 
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s: La suma de los ángulos internos de un 
triángulo es 200” si y solo si el punto de 
ebullición del agua es 120 *C, 


s es una proposición bicondicional verda- 
dera, ya que las dos ideas que la compo- 
nen tiene el mismo valor de verdad; en 
este ejemplo, son falsas. 


» Mota 


Los conectivos lógicos también se con: 
portan como operadores; en ese sentido, 
a la negación se le denomina operador 
monádico, ya que afocta solo a una propo- 
sición; sin embargo, a los otros operado- 
res se les denomina operadores biádicos, 
ya que afectan a dos proposiciones 


Resumen de las tablas de verdad 


L 


Se observa que al negar una proposición 
se cambia el valor de verdad de la propo- 
sición. 


Pp_|-p 
Vi|F 
E 


El conectivo “y” cumple el Papel de conec- 
tar de manera afirmativa dos ideas, esto 
quiere decir que la proposición conjuntiva 
será verdadera cuando ambas proposicio- 
nes componentes sean verdaderas. 


5. Se puede entender a la condicio! 


3. El conectivo “o” cumple el papel de conec- 


tar de manera afirmativa por lo menos una 
de dos ideas; es decir, la disyunción débil 
será verdadera cuando por lo menos una 
de sus proposiciones componentes sea 
verdadera. 


Dado que el conectivo “o bien ... 0 bien...” 
exige la ocurrencia de solo una idea, e 
tonces la disyunción fuerte será verdadera 
cuando los valores de verdad de las prop0- 
siciones componentes sean diferentes. 


nal como 


una promesa; debe ocurrir la co 
para que ocurra q, entonces la sa alt 
de no cumplir esa promesa es Cua 

rre p y no ocurre q. 

La condicional solamente ser ñ 
do el antecedente sea verdadero Y 
secuente sea falso. 


á falsa cual” 
) corr 


CAPÍTULO!ll 


lógica proposicional 


G. La bicondicional es verdadera cuando los 
valores de verdad de las proposiciones 
componentes son iguales. 


5» CIRCUITOS LÓGICOS 

Un circuito lógico es una forma gráfica de re- 
presentar proposiciones moleculares grandes. 
En la electrónica se sirven de ellos para, con 
ayuda de las compuertas lógicas, diseñar cir- 
cuitos que responden a algoritmos diseñados 
para que funcione un aparato electrónico. La 
tecnología actual permite enlazar millones de 
estos circuitos en circuitos integrados y pre- 
sentarlos en una mainboard (placa madre). 
Nosotros veremos los circuitos más simples: 
circuito en serie y circuito en paralelo. 


5.1, CIRCUITO EN SERIE 
Está constituido por interruptores dispuestos 
Uno a continuación de otro. Este circuito re- 


presenta la conjunción de dos o más propo- 
siciones, 


Ejemplos 
* PAQse representa por 
=p=q=— 


P. AQ Arse representa por 
—TP—q—r— 


5,2, CIRCUITO EN PARALELO 
Está constituido por interruptores dispuestos 
Uno al frente del otro. Este circuito represen- 


ta la disyunción débil de dos o más proposi- 
ciones, 


Ejemplos 
* pvgserepresenta por 


-P> 


q 


+  pvqvrserepresenta por 
=p 
=g=)= 
he 


G» ESQUEMA MOLECULAR 


Ya que sabemos analizar una proposición 
compuesta con un conectivo, ahora veremos 
expresiones con más de un conectivo. 


Ejemplos 
+ Ar(paqlv-p 
+ Blp>(pa-Nl Sp 


Se denomina esquema molecular al conjunto 
de variables proposicionales enlazados con 
conectivos lógicos, como los ejemplos ante- 
riores. 
Observe que, al haber varios operadores lógi- 
cos, es necesario que haya una jerarquía entre 
ellos, esta es la razón de los signos de agru- 
pación. 
Si un esquema molecular no ofrece ambigúe- 
dad en la función que tiene cada uno de los 
conectivos lógicos, se dice que es una fórmula 
bien definida. 
Por ejemplo, en el esquema molecular 
(Pad v-p 
se observa que la disyunción débil es el opera- 
dor más importante. 
En el siguiente esquema molecular 
lo>(pa-Dl| Sp 
la bicondicional es el operador más importante. 


57 


Llumbreras¡Editores 


7» EVALUACIÓN DE ESQUEMAS MOLECU- 
LARES 

Evaluar un esquema molecular significa en- 
contrar el valor de verdad de una proposición 
compuesta (conociendo el valor de verdad de 
cada proposición componente), o encontrar el 
conjunto ordenado de valores de verdad (ma- 
triz principal) del esquema molecular. 


Aplicación 1 
Se sabe que V(p)=verdadero 


V(g)=falso 


Determine el valor de verdad de la proposi- 
ción B. 


B=(praQ) S [gap yv (p>g)] 


Resolución 

Dado que sabemos el valor de verdad de cada 
variable proposicional, p y q, vamos a reempla- 
zar y resolver teniendo en cuenta cada opera- 
dor lógico y los signos de agrupación. 


B=(pag) o [1E6g9Ap) v (p> q) 


VAF VAV vV>oF 


Por lo tanto, B es verdadero. 


Aplicación 2 


Si se sabe que p es verdadero, q es falso yr 
es verdadero, determine el valor de verdad de 


As[(q Sp)>rl] v-p 
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Resolución 
Reemplazamos los valores de verdad ena. 


A=[(q ep) > 11 v =P, 


(Fovov  F 


E 
[ FE. >V] 
SS 
v w F 
A 
v 


Al hacer uso de los conectivos lógicos, Se de- 
termina que la proposición Á es verdadera. 


Aplicación 3 
Determine la matriz principal de 


(Ppvd>(pAq) 


Resolución dad de 
Dado que no conocemos el valor de Nereo e 
cada variable proposicional, eS necesario U 
zar las tablas de verdad. 


(pd > (pad 


== m—=<c<lo 


A 
E matriz 
princip: 


al 


Por lo tanto, la matriz principal eS 


Aplicación 4 
Determine la matriz principal de 


l(»boq =orlv-p 


CAPÍTULO!1l 


Lógicaiproposicional 


Resolución 

Elaboramos una tabla de verdad. 
plalrilpod > rlv -p 
viviv v ViVivi| F 
v|v|F v F [FF] F 
V|F|V F ViViviF 
V|F]|F F V | F [ál] F 
FIvi|v F ViIViviv 
E¡V|F F V|F ¡[viv 
F|F|V v vVivivi v 
F[|F|F v F|IFIV]||V 

o 


principal 


Cada columna representa una matriz; hay ma- 
trices auxiliares o secundarias y solo hay una 
matriz principal, que es la columna del opera- 
dor más importante. En este ejercicio, la matriz 
principal es VFVVVVVWV. 


» Nota 

Observe que en las cuatro aplicaciones se 
han resuelto desde la parle más agrupada 
hacia afuera; además, existe la costumbre 
de que la matriz de valores de verdad se 
ubica debajo del operador. 


Aplicación 5 
Sea el siguiente circuito lógico: 
=p 


Lo 
r 

Elabore su esquema molecular y determine su 

Matriz principal. 


Resolución 
Primero elaboraremos su esquema molecular. 


Al 


Es equivalente a 


— (paq) vr —-p v (q vr) — 


Luego, se tiene que 


[(p aq) vrl a [=p y (q v1)] 


Ahora elaboraremos su tabla de verdad. 


pla|iriiíóor) v rl a lp v (qvn] 
viviv| v |[viviv|F|v| v 
Vivir| v |[V|F|v|F|v| v 
VIF|IV| F |viviv|F|v| v 
VÍF|F| Fo |F|F|F|F|F| F 
Fivivi| F |viviviviv  v 
FIV[F| FO |F|F|F[viv v 
FlFÍv| Fo |viviviviv  V 
F|FÍF POPE Y" 
Da 


matriz pe 


principal 


Por lo tanto, su matriz principal es VVVFVFVF. 


»» Nota 

Se puede reducir un poco la resolución 
si hacemos uso de las leyes de la lógica 
proposicional, leyes que veremos páginas 
más adelante, y 


8» FORMALIZACIÓN DE UN ESQUEMA 


MOLECULAR 

Con mucha frecuencia se necesita convertir 
un texto largo a un texto más pequeño que 
indique lo mismo. Para ello es necesario for- 
malizar dicho texto; esto quiere decir, trasladar 
el texto a un esquema molecular, para luego 
hacer uso de las leyes de la lógica proposicio- 
nal y reducirlo. 
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Para formalizar un texto se siguen los siguien- 

tes pasos: 

1. Se identifican las proposiciones simples. 

2. Se identifican los conectivos lógicos, 

3. Se agrupan las proposiciones haciendo 
uso de los signos de puntuación. Se debe 
tener en cuenta la jerarquía de los signos 
de puntuación. 


Criterio de los signos de puntuación 
La jerarquía de los signos de puntuación es la 
siguiente: 


f pumo ) 


(punto » (punto y 
y coma 


(coma): ( (seguido)? Lápane) 


mayor 


jerarquía 


menor 
jerarquía 


Por ejemplo, se desea formalizar el siguiente 
texto: 


Si Jazmín estudia aritmética y no llega tempra- 
no a la academia, entonces Jazmín no estudia 
aritmética pero Jazmín llega temprano a la 
academia; además Jazmín estudia aritmética. 


Realizamos los pasos que se han indicado. 

1. Identificamos las proposiciones simples. 
p: Jazmín estudia aritmética. 
q: Jazmín llega temprano a la academia. 
Entonces queda el texto de la siguiente 
manera: 
Sip y no q, entonces no p pero q; además p 


2. Identificamos los conectivos lógicos. 
PDA=Q,>-=P AG; AP 


3. Agrupamos las proposiciones haciendo uso 
de la jerarquía de los signos de puntuación. 
El texto quedará de la siguiente manera: 
[pa-D)>EpAq)lap 
Y ya está formalizado el texto. 
Si queremos reducirlo, necesitamos cono- 
cer las leyes de la lógica proposicional, las 
cuales estudiaremos más adelante. 


Si hay dos signos de puntuación consecu- 
on iguales, el segundo de ellos 


YAV Or 
” y 


jerarquía. 


jerarquía 
aprenderá; si 


i Pedro estudia entonces 


ilonees no aprenderá, 
; 


<l 
mayor YA 
jerarquía) 


ntonces Pedro ingresará 


Ep>-0) >" 


9» CLASIFICACIÓN DE LOS ESQUEMAS 
MOLECULARES ca 
Según la matriz principal, los esquemas peta e 
culares pueden ser tautología, contradice! 
contingencia. 


9.1, TAUTOLOGIA (7) dad de 
Ocurre cuando todos los valores de Ve" 
la matriz principal son verdaderos. 


Aplicación 6 
Evalúe el siguiente esque! 
C:l(pag) vpl op 


ma molecular: 


Resolución dec 
Elaboramos la tabla de verdad de £: 


v pl 


1CZAD) 


=. ..<-u< 
<=] Y 


ipal 
Se observa que en la matriz ca | coi 
resultados son verdaderos, por 


una tautología 


CAPÍTULO! 


Lógica proposicional 


9,2. CONTRADICCIÓN (13 
Ocurre cuando todos los valores de verdad de 
la matriz principal son falsos. 


Aplicación 7 
Evalúe el siguiente esquema molecular: 
D:(peq eo (pq 


Resolución 
Elaboramos la tabla de verdad de D. 


p| q (peo o Epse»*q) 


viv E F v 
Na v E E 
Ev v F F 
PIP E F v 

SAYS 


Se observa que en la matriz principal todos los 
resultados son falsos; por lo tanto, D es una 
contradicción. 


9.3. CONTINGENCIA (Q) 

Ocurre cuando en los valores de verdad de la 
matriz principal hay por lo menos uno falso y 
por lo menos uno verdadero. 


Aplicación 8 
Evalúe el siguiente esquema molecular: 
E:(p>q)>(9>p) 


Resolución 
Elaboramos una tabla de verdad. 


pla |0>9 > (4>» 


viv v v v 
v|F F v v 
FIvV v F F 
PF v v v 

SANA 


Se observa que en la matriz principal hay tres 
resultados verdaderos y un resultado falso; por 
lo tanto, E es una contingencia. 


10» RELACIONES ENTRE ESQUEMAS MO- 
LECULARES 


10.1. IMPLICACIÓN LÓGICA (=) 
Se denomina implicación lógica al esquema 
molecular condicional tautológico. 


Si el esquema molecular A > B es tautológico, 
se dice que A implica lógicamente a B y se de- 
nota como 


Aplicación 9 
SeaA: (-p «+ 9) y B:(p + -g) 
Evalúe la condicional A => B. 


Resolución 
Elaboramos la tabla de verdad de A > B. 


Se observa que la condicional A => B es tau- 
tológica; por tanto, es una implicación lógica. 


Podemos decir que (-p +» q) implica lógica- 
mente a (p «> -). 


q [pen > (p*w-qg) 
v v v v 
F 
v 
F 


23 .2m=< <<] 


F v F 
E NA F 
v v v 


ST e A 


Es decir, 
Ep eq => (p +-g) 


10.2. EQUIVALENCIA LÓGICA (6) 
Se denomina equivalencia lógica al esquema 
molecular bicondicional tautológico. 


Si el esquema molecular A <> B es una tautolo- 
gía, se dice que A es lógicamente equivalente 
aB y se denota como 
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Aplicación 10 
SeaA: (pag) vpl y B:p 
Evalúe la bicondicional A + B. 


Resolución 
Elaboramos la tabla de verdad de A + B. 


pla lora vopleo p 
v|v viviviiv 
vV|F F viviviv 
F|v F FF |v|F 
FlF F FEF |vV|F 

e 


Se observa que la bicondicional A <> B es tay- 
tológica; por tanto, es una equivalencia lógica 


y podemos decir que [(p a 9) v p] es equiva- 
lente a p; es decir, 


lpagvplep 
» Nota 
Cuando se tiene una equivalencia lógica 
AB, se observa que las tablas de verdad 
de Á y 8 son idénticas, lo que hace posible el 


intercambio de una de ellas por la otra 


SIA  B, entonces se denota como A =8B y se 
dirá que es una ley lógica. 


. VÍPLEYES DE LA LÓGICA PROPOSICIONAL 
Las leyes lógicas más utilizadas son las si- 


guientes: 
Ley involutiva 
ED =p 


Ley de la Idempotencia 
* PpAp=p 
* pvp=p 
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Ley conmutativa 
* PAGEGAP 
* pvq=qvp 
* pAw+as=qbp 
* poq=q0op 


Ley asociativa 
* (pvgQ)vr=pv(qvr) 
* (paglar=pa(qar) 


Ley distributiva 


+ py(qarn=(pvQ)1(pvr) 
= patagvid=tpa)v(par 


Ley de De Morgan 
* -(pvq)j=-pa-q 
* -[paqj=-pv-9 


Ley de absorción 
+ pvipaq)=p 
+ palpvd)=p 
+ pvGpaq)h=pvg 
* parepyvq)=pnq 


Ley de la condicional 
* Ppqe=pya 
* paqg=-9>-P 


Ley de la bicondicional 
poq=(p>D10>P) 

+ poq=-(pp 0 

. peqs-po-9 

* pog=ipaavEpnD 


¡siva 


Ley de la disyunción exclu: 
* prwq==p ed 
* peq=po-4 
* peq=-pe*-9 


CAPÍTULO! Il 


Ley del complemento 
(tautología) 
(contradicción) 


.» pv-p=V 
* pa-p=F 


Ley de la identidad 
.* pvwv=V 
* paV=p 
+ pvFsp 
* paAF=F 


D Observación 


Hay especialistas que han ra 
guiente manera: ¿Si hubiera valore 
de verdadero o falso”; por ejempl 
mos en un auto o a um aula de cla 
mos “mucho calor”, es difer 
aire acondicionade 


poco ca- 


lor” y necesitamo pero 


¿cuánto? Entonces han elaborado leorías que 
sienta con- 


satisfagan esta necesidad y Uno se s 
leorías 


fortable en el aulo o en el aula. A es 
le han puesto por nombre lógica difusa. 


sd 


Ñ : Al Es - 
5 


Aplicación 11 
Reduzca el siguiente esquema molecular: 


(Dd vpaQdlalprtoval 
SI se sabe que (p > q) es verdadero. 


Resolución 
Sea 
Es[( 
P>DvY(pADlalpar(pvg)l 
(pordato) Y 
V  v(pag) 
E lt 


V (ey dela identidad) 


Lógica proposicional 


Luego, 
EsValp (lp v q)] 
E=pa(p vg) (ey de la identidad) 
E lr 


PP. (loy de absorción) 


Aplicación 12 
Reduzca el siguiente esquema molecular: 
lpv-“(pvNDlalgv(pag)l 


Resolución 
Sea 


Fslpv-(pv la lav (pag) 
bra) 

=P AG (ley de De Morgan) 
py Epa-q) 
pvp) 


P V 49 (ley de absorción) 


F=(pv-D) alg v(pag)l 
lll ei 


F=(pv-=q)A 4 (ley de absorción) 
P AQ (ley de absorción) 
“. F=spaq 
» Nota 


Se suele ubicar los inicios de la lógica 
proposicional en la Grecia antigua, en los 
esloicos y megáricos, y particularmente 
en Crisipo; también hay especialistas que 
indican que se usó la lógica proposicional 
en una sección del capítulo 4 del libro II 
de los Primeros analíticos, de Aristóteles. 
Sin embargo, es posible que estas ideas 
provengan de los persas, cuyo pueblo es 
más antiguo y tuvieron una cultura muy 
rica, además, Grecia estaba en contacto 
con ella; sin embargo, la matemática per- 
sa ha sido muy poco investigada. 
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Biografía 


Augustus De Morgan 


Fue un matemático y lógico inglés. Profesor de matemá! 
Colegio Universitario de Londres entre 1828 y 
denle de la Sociedad de Matemática 
Obras de lógica en las que se encuentra 
esfera los métodos matemáticos 
de tal aplicación. En la lógica n 
bre de De Morgan las siguientes le 
de la lógica: “La negación de la conjun 
disyunción de las negaciones”, "la ne 
equivalente a la conjunción de las n 
fue La lógica formal o el cálculo cle infe 
En el colegio, De Morgan no 
de nacido, no se unió en los di 
algunos de sus compañeros 
En 1826, regresó a su casa 
1827, con 21 años, se pre: 
College de Londres, y 


ciego de un ojo a los 2 meses 


+ de crueles burlas de 


a estudiar Derecho. EN 
n fundado University 
nado. 

Su libro Elementos de aritmética (1830) fue su segunda publi 6 a 
En 1838, define e introduce el termino “inducción matemática * dotando de una base in 
Un proceso que se había utilizado sin claridad hasta entonces. El término apareció pof el 
vez en el artículo de De Morgan en la Enciclopedia Penny titulado “Inducción feria cl 
La Enciclopedia Penny era Publicada por la Sociedad para la difusión del conocimien ps 
ereada por os mismos reformadores que fundaron la Universidad de Londres; dicha pr 
también publicó un famoso lrabaj ¿lo diferencial e integral 3 5d 
En 1849, publicó Tri ométrical, 


: RAEE 
a 'gonometría y álgebra doble, en el cual dio una interpretación 96 
los números complejos, 


De Morgan estuvo si 
tenía la distinción de 


en Londres y entró en 
sentó para la cátedra de matemática 
4 pesar de no tener publicaciones 


sas fue desig 


ción y veria múltiple 


Q 


Jo de De Mergan tilulado El cat 


6 qué 
, 1864, señaló Y 
en 1864, 


empre interesado en las curiosidades numéricas y. cido en 


dá o ana 
años en el año x* (tenia 43 en 1849). Cualquiera N 
tinción. 


€ marzo de 1871. cure! 
one 
Adaptado de “Augustus De Morgan”, En <hupsi/w” 
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Lógica'proposicional 


>. Problemas resueltos < 


Problema 1 

¿Cuáles de los siguientes enunciados son pro- 
posiciones? 

l. Perú es un país de América. 

II. ¿Qué día es hoy? 

TII. Cinco es menor que diez. 

IV. Él fue un presidente del Perú. 

V. El Manchester United es un club de fútbol. 
VI. ¡Qué hermoso es el Cusco! 


VII. El Liverpool fue campeón de la Champions 
League 2018-2019. 


Resolución 
Recuerde que una proposición puede ser ca- 
lificada de verdadera o falsa, sin ambigijedad. 


Por lo tanto, 1, III, V y VIL son proposiciones. 


Problema 2 


¿Cuántas de las siguientes proposiciones son 
verdaderas? 


L José María Arguedas escribió El zorro de 
arriba y el zorro de abajo. 

IL. La velocidad del sonido es 500 m/s. 

IIL. César Vallejo escribió Los heraldos negros. 

IV. Franz Kafka fue argentino. 

V. El 6 esimpar. 


Resolución 

L- José María Arguedas escribió El zorro de 
arriba y el zorro de abajo. ( 

Il, La velocidad del sonido es 500 m/s. (1 

lIL César Vallejo escribió Los heraldos negros. (v 

IV. Franz Kafka fue argentino. (1) 

V. El6esimpar. (F) 


Por lo tanto, hay dos proposiciones verdaderas. 


Problema 3 

¿Cuántas de las siguientes proposiciones son 

simples? 

L Las vocales fuertes son a y e. 

II. Europa no es un continente. 

III. 5 y 8 son consecutivos. 

IV. Un triángulo tiene 3 lados y sus ángulos in- 
. teriores suman 180”. 


Resolución 

I.. Es compuesta, ya que hay dos ideas: “a es 
vocal fuerte” y “e es vocal fuerte”. 

IL. Es compuesta, ya que es la negación de 
una idea. 

III. Es simple, pues solo hay una idea. 

IV. Es compuesta, ya que hay dos ideas: “El 
triángulo tiene 3 lados” y “Los ángulos in- 
teriores del triángulo suman 180”. 


Por lo tanto, solo hay una proposición simple. 


Problema 4 


Determine el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
L La negación es un operador monádico. 


Il. En la contradicción, los valores de verdad 


en la matriz principal son todos verdaderos. 
III. Una ley lógica es una contingericia. 


Resolución 
1. Verdadero 
La negación es un operador monádico por- 
que solo afecta a una variable proposicional. 
II. Falso 
Porque en-la contradicción, los valores de 
verdad de la matriz principal son todos falsos. 
II. Falso 


Porque una ley lógica es una bicondicional 
tautológica. 
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Problema 5 

Se tienen las siguientes proposiciones: 

p: Elaño tiene 12 meses. 

q: Pachacútec fue el primer inca del Imperio 
incaico. 

Determine el valor de verdad de 

rn -(padv(p>g) 

s Ipe(p>g1%-q 


Resolución 
Primero verificamos el valor de verdad de las 
proposiciones. 


+ V(p=V 
> V(g)=F - 
Luego, 


* ri-lpaqv(p>q) 
VaAF V> F 


A AA 

-= F F 

=p 

Voyv F 

A PA 
v 


* s:ipolo>016 -9 
2 


V>F v 
as 
Vo F 
ESE 

E +» V 

A 
v 


Por lo tanto, r y s son verdaderos, 


Problema 6 


Si p y q son proposiciones verdaderas y res 


una proposición falsa, determine el valor de 
verdad de 


A:-p> (rvg) 
B.Cpo-q)>or 
C: lp => (p > q)lar 


Resolución 
Reemplazamos los valores de verdad de p yg 
para hallar el valor de verdad de A, By C. 


* Ai-=p>(rvq) 


=— 


F FvvV 


TAR 


F> v 


ÁS 


verdadero 


* Clp>(peqlAr 
v Vov F 
Pai 


V> vV 


O A | 


v AF 


A 
verdadero 


Por lo tanto, los valores de verdad son 
>. V(A)=V 
+ V(B)=F 
. V(C)=V 


Problema 7 rise 
Determine el valor de verdad de p, 9Y 
sabe que D es falso. 


D: Hp ag) > (q>on iv. 


Resolución ási por 
Observamos que en D el operados Mi sa, Re 
tante es la disyunción (v), la cual es colame 
cordemos que la disyunción eS a pen 
te cuando las proposiciones que la.€ 

son falsas. 


Entonces y 
» pesfalso 
* Epa > (491 =1al50 


e 


CAPÍTULO! 


Lógica/proposicional 


Luego, la condicional es falsa solamente cuan- 
do el antecedente es verdadero y el conse- 
cuente es falso, 


Entonces 

»  -(paq)es verdadero 

» (q >r)esfalso 

Dado que (q > 1) es falso, se tiene que 

»  V(g)=verdadero 

»  V(r)=falso 

Por lo tanto, los valores de verdad de p, q y r 
son falso, verdadero y falso, respectivamente. 


Problema 8 
Determine el valor de verdad de p, q y r si se 
sabe que £ es verdadero. 


E d(pad > lpr(qg e ni 


Resolución 
Dado que E es verdadero, la expresión 
[(p1 90) > lp 1 (q 1)1) es falsa. 
Luego, una condicional es falsa cuando el ante- 
cedente es verdadero y el consecuente es falso. 
Entonces 
*  paq=V, de donde V(p)=V; V(q)=V 
* palgsór)=F 
Reemplazamos el valor de verdad de p. 
Va(qe r)=F 
ps Anido, 
FE 
Reemplazamos el valor de verdad de q. 
Véhr=F > V(=V 
=— 
v Ñ 
Por lo tanto, p es verdadero, q es verdadero y r 
es verdadero. 


Problema 9 

Evalúe el siguiente esquema molecular y de- 
termine la matriz principal. 
(padv(p>14 q on 


Resolución 
Elaboramos una tabla de verdad. 


= 


[pad v (p>D1% q e 
F 


< '.u.<<|ls 


6 Mb Mo Mr RE — E E | 


A << <A el 
E E E 
<< mm. .< 
<< um<¿<Áo.<n 
<< uuum<c<mom 
<<. <“m<0< mm< 


( 
( 


Por lo tanto, la matriz principal es VFFFVFFV. 


Problema 10 

Si se sabe que 

» (r>s)>(p>q)es falso 

+ -sa((510)es verdadero 

determine el valor de verdad de 

G: [-pr(wv-0]v [-(r>58) a (tv -w)] 

H: [Etvw) a (tv -w)1 > (p vs) 
L[(AwW)>(p>wW]A((Sp) o (waAg)l 


Resolución 
Analicemos el primer dato. 


(r=s) > (p > q) = falso 
A EQ 
v F 
Deducimos que 
+  pesverdadero. 


+  gesfalso. 
»  (r>s)es verdadero. 


Analicemos el segundo dato. 


=s n (t +10) = verdadero 


F 
— — 
v v 
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Deducimos que 


» sesfalso 


+ dado quer—>s=V ys es falso, 
entonces r es falso. 


> V(p)=V; (DN =F, VW =F, V(s)=F 


Luego, 


* Go [-patov-=0D] v [-(r>s) A Uv -w)] 


— — 
F v 
AA 
F F 
AAA 
F v F 
F 
V(G) =falso 
Problema 11 
Simplifique 


. H: [Gtvw) a (tv =w0)] > (p vs) 


v 


V(H) =verdadero 


* E[((aw)>(p>0) a[( op) e (wag)l 
—— 
F v F 


V() =verdadero 


“Allpatpvd)aglv-Er>o Ma lEpv Dario (eq o-p) 


Resolución 
Sea 


H: All a(pvrdDaglv-Ep> la lp vq) ario (q eo -.) 


A E 


P (absorción) 


Luego, 


P VQ (oy de la condicional) 


_—— 


p eq ley dela bicondicionall 


Ho Alida Errar) > Po 


HAlwadDvEpa-DlalEpv Dari) > (peoq) 


(ley de la bicondicional) POSq E 
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CAPÍTULO! 


Lógica proposicional 


Sea 
peqg=C 


Reemplazamos en H, 
H: AC AE =>C 
Simplificamos usando la ley de la condicional. 


H:(CAEjvC 


Por la ley de la absorción, queda H =C. 


. H=poq 


Problema 12 


Se define el operador | mediante la siguiente 
tabla de verdad: 


1) 
v 
v 
F 
E 


Simplifique [(p q) lp]>(p1g). 


Resolución 


Hallernos la resultante del esquema molecular 
Por la tabla de verdad. 


(pl pl > 
F viv 


(pg) 


nn .m.<<|po 


q 

v F F 

E F viv F F 

M VO|F|FE |v| |v 

F F F|F v F 
(PP. e A | 

Se Observa que la matriz principal es la nega- 

ción de p. 


* old iglo (pl) =-p 


IN 


Otra forma 
Se puede observar que plq=-(q>p) 
Usamos la ley condicional y la ley de De Morgan. 


plq=-prq 


Sea R=l(P Lg) lpl> pla 
H H 

R=[Hlp]>H (por dato) 
[-Hap]>H dey condicional y de De Morgan) 
[Av—p] vH (ey asociativa y de idempotencia) 

R=Hv-p 

R=(paql v -p (ey de absorción) 

. R=-p 


Problema 13 

Se definen los operadores lógicos * y O 
mediante: 

p*q=-p>-q 

pOq=-pAq 

Simplifique la siguiente fórmula lógica: 
(Ego »*(-ndo 

e indique si es una tautología, contradicción o 
contingencia. 


Resolución 
Sean los operadores lógicos 
* p*g=-p>-q 
p*g=g>p 
* PpOq=-paAq 
Simplificamos la fórmula lógica. 
R=((-YOop*((-p0 q) 
ss ———— 
qAp paq 
Seaa=pAq 
Reemplazamos en R. 
R=a*a 
R=as>a 


Por lo tanto, R es una tautología. 
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Problema 14 


Determine la expresión equivalente a “Si Viviana 
juega con sus patines entonces es feliz, y Viviana 
es feliz; o Viviana no juega con sus patines pero 
Viviana es feliz”. 


Resolución 
Sea 
p: Viviana juega con sus patines. 
q: Viviana es feliz. 
Reemplazamos en la expresión dada. 
Si p entonces q, y q; 0 No p pero q 
Luego colocamos los conectivos lógicos. 
P=>G,AGyY=PAq 
Agrupamos respetando los signos de puntua- 
ción. 


(p6>rqlvEpag) 


Usamos las leyes de la lógica proposicional. 
(p»> 1qlv (paq) 


—— 
PV GQ ley do la condicional) 
ei 

q V(EPAGq) (oy de absorción) 
E, A Re 


Glew de absorción) 


Por lo tanto, la expresión equivalente sería 
“Viviana es feliz”. 


Problema 15 


Determine la expresión equivalente de “Si 
Jazmín estudia aritmética y no llega temprano 
a la academia, entonces Jazmín no estudia 
aritmética pero Jazmín llega temprano a la 
academia; además Jazmín estudia aritmética” 
Resolución 
Identificamos las Proposiciones simples. 
p: Jazmín estudia aritmética. 
q: Jazmín llega temprano a la academia. 
Seguimos los pasos ya conocidos. 
(Pa-D=Epagdlap 
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Reducimos usando las leyes de la lógica pro. 
posicional. 


[pa-D)>EpADl Ap 


AAA 


-(pa=q) v (Ep 19) 


(ley de la condiciona) 


-pvqavEpag) (les de De Mi 
dl AGE a 
=pvlgvEpaQl o tao 
E 


py gq (lev de absorción) 
-pval ap 
9 AP dley de absorción) 
Pp AQ lleyconmu 


Por lo tanto, la expresión equivalente sería 

se a 
“Jazmín estudia aritmética y llega temprano 
la academia”. 


Problema 16 
FIUNISiHa YA ES 
A «q: “Si Estéfany Jue 

Reduzca la siguiente expresión: Si pu 
A ñ el 

ga con sus muñecas o tiene 5 años, A muñecas 
A ; ul 

años; entonces Estéfany juega con q 


y, tiene 5 años o es falso que tiene 5 


Resolución ] simples. 
Identificamos las proposician 
p: Estéfany juega COn SUS muñe 


q: Estéfany tiene 5 años. 


Formalizamos. 


0 
[rra > palavra 
Reducimos. 
[pvgaqlo lps (qv-1 | 3 
(ley deco” 
ad 
== (ley de la ¡gontid 
(pvgaql=> e A, 
a (ey 
q 
Pp 
q 5 > 
tiene o 


Por lo tanto, si Estéfany 
juega con sus muñecas- 


CAPÍTULO) II 


L'ógica'proposicional 


Problema 17 


Halle una expresión equivalente de “Iremos a 
nadar a menos que el cielo no esté despejado, 
ya que no hemos traído carpa”. 


Resolución 

Identificamos las proposiciones simples. 
p: lremos a nadar. 

q: El cielo está despejado. 

r: Hemos traído carpa. 


Según el enunciado, simbolizamos de la 
siguiente manera: 


T>(E9>p) 
=P VQ V Pp (ley dela condicional) 


=p v (q vr) (ey asociativa) 


Finalmente, una expresión equivalente es 
“Iremos a nadar o, el cielo está despejado o 
hemos traído carpa”. 


D» Recuerde 

Los términos “a menos que” y “yá 
que” son condicionales inversos y se 
Caracterizan porque después de ellos 
aparece el antecedente. 


Problema 18 


Delas siguientes proposiciones, indique cuáles 
son equivalentes entre sí. 

L Es necesario que Juan no vaya al cine para 
que termine su tarea. 

No es cierto que Juan termine su tarea y 
Vaya al cine. 

IL. Juan no termina su tarea y no va al cine. 


IL 


Resolución 


Sean las proposiciones simples 
P : Juan va al cine. 


9 : Juan termina su tarea. 


Simbolicemos. 

IL. “Es necesario que Juan no vaya al cine 
para que termine su tarea” equivale a decir 
lo siguiente: 


Si Juan termina su tarea, entonces Juan no va al cine. 


q MES =p 
=4 >-Pp=-q v-p 


IL. Noes cierto que Juan termine su tarea y vaya al cine. 


« (q Ap) 
=-(q Ap) =-q y =p 


III. Juan no terminará su tarea y no va al cine. 


“y =p 
=-qA=p 
Por lo tanto, 1 y II son equivalentes. 


Otra forma de ver si son equivalentes sería 
mediante tablas de verdad, para lo cual las 
matrices principales deben ser idénticas. 


Problema 19 


Determine el esquema molecular correspon- 
diente al simplificar el siguiente circuito: 


—P— q => 


y dal 


Resolución 
Del circuito inicial podemos reducir y formar 


lo siguiente: 


pr-q 


— Ex-paqg— -, 
paq — 
(Ppa-DvEparg) ] 
Ls 


Luego, 
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De ahí tendremos la siguiente expresión lógica: 


[(pa-)v Epa (pag) 


(pa-) v[Epag)vEpa-Q)) doy asociativa) 
a A 


=p a (qv-9) (ley distributiva) 
le 


=D: A V (ley de complemento) 


—P (oy deidentidad) 


0 5% 
(p A-G) v-P=-P Y 9 (ey de absorción) 


Por lo tanto, el esquema molecular reducido 


es-p v-Q. 


Problema 20 

Sea el operador [Xx definido mediante 
xMly=-(x1y) 
xMyXz=-(xnyA2) 


Represente p > q utilizando únicamente el 


operador XX. 


Resolución 

Del dato: xMly=-(x1 y) 
xy =-=x v-y 

Además, se observa que 


xKx=-x (0 


Luego, 
p>4=-PpY4g 
p>q=-pv-(-9) 
p>q=pR-q 
El ejercicio exige solo el operador XX. 
Reemplazamos -q según (*). 
-q=q Xq 
. p>q=pXM(Bg) 


Problema 21 


Si la siguiente expresión es verdadera 
(2 >9 > > 400) 
determine cuántos valores enteros toma x. 
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Resolución 
La primera resolución es la siguiente: 


- (12 > 9 > x > 400) = verdadero 
A 


Vo F 


falso 


Luego, 
É2>9 . 12<400 


> 9<x<400 


Los valores de x son 4; 5; 6; 7; ..; 20; -4; 5% 


Por lo tanto, x tiene 34 valores posibles (17 po- 
sitivos y 17 negativos). 


Otra forma 
La segunda resolución es la siguiente: 


Sea 
+ p.é>9 
* qux> 400 


+ Aa(2>9>4>400) 
A:-(p>0q) 
A:-(pvg) deydela condiciona!) 
Azp.n-g (ley de De Morgan 
AÉ>9 An - (+ > 400) 
A5ó>9 1400 
A:9<x? nas 400 
A:9<x?<400 


3, 
A: (3 Ex <20) v E20Sx* j 


20; a 


Los valores de x SON 4; 5; 672 
=6; ...;-20 


osibles: 
Por lo tanto, x tiene 34 valores P 


| 


CAPÍTULO ll 


ú 


Test 


Indique cuántas de las siguientes proposi- 

ciones son verdaderas. 

I.. Todo enunciado es una proposición. 

II. Una proposición solo puede ser falsa. 

III. Una proposición compuesta no puede 
ser negativa. 

IV, Una tautología tiene en su matriz prin- 
cipal solo valores verdaderos. 

V. Una ley es una equivalencia lógica. 


¿Cuántas de las siguientes proposiciones 

son verdaderas? 

L Perú es un país de Europa. 

IL Francia ganó el Mundial de Fútbol 
Rusia 2018. 

III. César Vallejo nació en el Perú. 

IV. Azul, verde y rojo son los colores básicos. 

V. José María Arguedas escribió Todas las 


sangres. 
m0 B) 1 0) 2 
D) 3 E) 4 


Si p, q y r son proposiciones cuyos valores 
de verdad son verdadero, verdadero y fal- 
so, respectivamente, determine el valor de 
verdad de A, B y C, en ese orden. 


A:-q Sp 

B:ip>r 

C:o-gar 

A) Vvv B) VFV C) FFF 
D) FVF E) VVF 


Si se sabe que la siguiente proposición es 
verdadera: 


[Ev g) > (paqlar 


en 


6. 


y 


Lógica 'proposicional 


determine el valor de verdad de p, q yr, en 
ese orden. 


C) FFV 
E) VVF 


A) VVV 
D) FVF 


B) VFV 


Reduzca la siguiente proposición: 
[pag vpl => pag) 


B) q O -p 


E png 


A p 
D) -q 


Reduzca la siguiente expresión: 


LL. 
q a 


as 

D) E) =p 
gal 

Determine la matriz principal de 


lgvpl > Epag) 


A) VVVV 
D) FVFV 


B) VFVF C) FFVV 


E) VVFF 


Determine la secuencia correcta del valor 

de verdad de las siguientes expresiones: 

p:Real Madrid y Manchester United son 
clubes de fútbol. 

q: Michael Schumacher y Lewis Hamilton 
son pilotos de Fórmula 1. 

r: Perú fue subcampeón de vóley en la 
olimpiada Seúl 88. 


A) VVV 
D) FVF 


B) VFV C) FFV 


E) VVF 


10 20:30 «05 55 sE 75 sE Claves 
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Problemas propuestos 


Nivel básico 


Señale la negación del enunciado “Si Doris 
aprende a manejar, entonces ella no se 
compra su auto”. 


A) Doris aprende a manejar y se compra 
su auto. 

B) Doris aprende a manejar y no se com- 
pra su auto. 

C) Doris no aprende a manejar y no se 
compra su auto. 

D) Doris no aprende a manejar y se com- 
pra su auto. 


E) Doris aprende a manejar o se compra 
su auto. 


Determine los valores enteros de x para 
que la siguiente expresión sea verdadera. 
(x<5) o (xespar a 3x < 15) 


A) x=2 v x=4 v x=6 v x>5 
B) x=2 v x=4 v x>5 
O) x=2 v x=4 v x<5 
D) x=2 v x=4 v x25 
E) x=2 v x=4 v x=6 v x25 


3. SipUq=-paq 


reduzca [((pO-p) >((p0U0g). 


A F B) V Op 
Da E) -p 


4, ¿Cuáles de las siguientes proposiciones 


son equivalentes a (p + q) er? 
L (peogeo-r 

LL (peqge-r 

M (po-) eo-r 

WM Epoqge-r 

V (peqwer 


A) solo 1 

B) Il, IM y IV 

O) y! 

D) LyH 

E) LI, MI, IVyV 


Simplifique el siguiente esquema molecular: 


(egalo+nlv-qr-D) 


np 
B q 
O p>q4g 
Dq>p 
E poqg 


Dadas las siguientes proposiciones verda: 
deras: 

* (paAQoGr>D 

<> Fl en 
calcule los valores veritativos de P,4 yea 
ese orden. 


A) Vvv  B) VFF . ca 
D) FVV 
qye sol 


Sean las proposiciones P» 
siguiente: i 
p: El numero 3 es par. 


p todoX 
q 8 424 se cumplo pa 


x-2 
entero. verifica 
r: Existe al menos Un entero x que 
2+3x+5=33 gy 


Determine los valores d 

en ese orden. 
Cc 

A) VVV B) VFV e yvE 

D) FVF 


CAPÍTULO 11 


B. 


10. 


11, 


Indique el operador que corresponde a la 
proposición “Marte y Júpiter son planetas 
del sistema solar”. 


A) negación 

B) conjunción 

C) disyunción débil 
D) condicional 

E) bicondicional 


Si se sabe que paq=F y q>r=F, 
indique la secuencia correcta del valor de 
verdad de las siguientes proposiciones: 
L[(6>n1q1>(rvg) 

IL. (p=>q)a(q>-q) 

IL [(prdvqlo(p>q) 


A) VVF 
D) FFV 


B) FVF C) VVV 


E) VFV 


Si a y b son números naturales, indique la 
secuencia correcta del valor de verdad de 
las siguientes proposiciones: 

1. (a+b) es un número natural. 

II. (a-b) es un número natural. 


a a 
1. bi es un número natural. 


A) Vvv 
D) FVF 


B) VFV C) FFV 


E) VFF 


Seaf(p; q)=-p vq 
y las proposiciones 
Po: 34+2=5 y qu: 6x2=5 


Determine la expresión equivalente a 
fps 40) 


O d>% 
E) -q0 9 Po 


Lógica proposicional 


. Sise cumple que p*q=-paq 


pVq=pvq 
reduzca el esquema molecular 
tg V[(pvt*s) apli > [Ep *-g) Y -q) 


Ap 
D q 


O =p 
E) -q 


B) pvq 


Simplifique el esquema molecular 
(pegarlo eqlv(pvEpr9)) 


np B) q O p>q 
D qa>p E pva 
|. Sean 


A=1tx/x es una proposición) y 
FA —=> 10; 1) es una función definida por 
E [1 six es verdadero 


1169) 
lo, six es falso 


Indique cuáles de las siguientes proposi- 
ciones son verdaderas. 

L f(pag)=K(p):f(q) 

IL /Ep)=1-f(p) 

IL Ap =>) =1-Kp) (gq) 


A) 1,1 y HI 
D) ninguna 


B) solo 1 CO) Iy HI 


E) solo IM 


15. Simplifique el esquema molecular 


Álora (qvorvs vpo lp vr (pandloltrasr-0) 


O pvq 
E) (rashat 


A pv-p B)pa-p 


D p>q 


16. Reduzca la siguiente fórmula lógica: 


[Epa v=pl a lp > (ra—r)] 


B) -p Op 


El pvaq 


A p>49 
D) q 
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17. Se define la siguiente tabla de verdad para 
el operador EB. 


1) 
v 
v 
E 
F 


Determine el número de valores verdade- 
ros de la matriz principal de 


(EJE 


B) 1 


Nivel intermedio 


18. Indique cuáles de las siguientes proposi- 
ciones son tautológicas. 
L (pagdviecpv-0) v (Egaras)] 
L (p>3>(p>4) 
"mL (p>Dv-(pvwd 


A) LyH 
D) Il y IM 


B) solo Il C) solo III 


E) 1,1 y HI 


19. ¿Cuáles de los siguientes esquemas mole- 
culares se clasifican como una contradic- 
ción? 

L pad >pla-p 
Il. Ep>0D 9-(p>0) 
mM. -[-(p>>(pa-0)] 


A) solo 1 B) solo Il C) solo IM 

D) IyH E) IyHl 
20. Se tiene que 

p*q=qg>-p 


pq=-p*- 
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Reduzca el esquema molecular 
Es[(p+-Q%*Cp*pl*p 


Mp 
D -q 


B) pvp O q 
E) -p 


5] 


. Si la proposición lógica p > (-q vr) e 
falsa, determine la secuencia correcta di 
verdad (V) o falsedad (F) de las siguiente: 
proposiciones: 


L (panvg 

IL poq 

Il. per 

A) VVV B) VFV C) FFV 
D) FVF E) VFF 


2. Halle el resultado tabular del siguiente eS 
quema lógico: 


(PADA(p>0 


C) FFVV 
E) VVVF 


A) FVVV 
D) FVFF 


B) VVFV 


A di 5 son 
23. ¿Cuántos de los siguientes enunciado 


proposiciones? 

L Atahualpa fue el último inca. 
IL. ¿Qué hora es? j 
IIL. ¡Estudia lógica proposicional: 


¡ Perú. 
IV. José Carlos Mariátegui nació en € 
2 
A) 0 B) 1 o 
e E) 4 


Jecular R. 
24. Simplifique el esquema mos vg) yn 


E 
ga 
A a. B) pv9 Ear” 
qu 


cc ñÑ 


CAPÍTULO!l 


25, 


26. 


27, 


28, 


Se denomina condicional inversa a aque- 

lla expresión condicional donde el conse- 

cuente aparece primero y luego el ante- 

cedente. ¿Cuántas condicionales inversas 

hay en las siguientes expresiones? 

+ Xiomara tendrá su celular si y solo si 
obtiene un 20 en Matemática. 

+ Lucero tendrá su auto si ingresa a la 
universidad. 

+  Sofíairá al parque, ya que acabó su tarea. 

+ Doris irá al cine porque terminó sus la- 
bores. 

+ Rosa Juana es muy linda e inteligente. 

+ Rosa del Pilar es dueña de una clínica 
dental, dado que es odontóloga. 


Determine la alternativa que convierte a 
la siguiente función proposicional en una 
proposición falsa. 

p(x): x es una obra de César Vallejo 


A) Los heraldos negros 

B) Paco Yunque 

C) El tungsteno 

D) Poemas humanos 

E) Los perros hambrientos 


Se definen las operaciones 

* pO9q=-(pag) 

* p+q=-p>q) 

Simplifique la siguiente expresión: 
(pb+detq»plo [(q ar)» -(raq)] 


A prq 


B) qr-q 
D p 


O p=q 
E) par 


Determine la secuencia correcta del valor 
de verdad de Cada proposición. 

P: (x+2)(%+3)=0 > (x=-2) v (x=-3) 

9 (:-20(x+3)=0 > (e=-2) v (x=-3) 

r: (+2)(x+3)=0 > (r=-3) 


31. 


Lógica'proposicional 


A) FVV 
D) VFF 


B) VVF C) FFV 


E) VVV 


. Seaf(p, q)=-p a-(p A-q) 


y las proposiciones 

* py 3+5=10 

+ pi5-1=4 

» q 3x4=12 

+ qu: [18+3=5 > 204+3=15] 

Determine la secuencia correcta del valor 
de verdad de 

L (pq) => fp, q1) 

Il. —f(Ppo q0) + FP 90) 

IL. f(Po, 90) A —[H(p,, 91) = Po, 90)1 


A) VVV 
B) FVF 


B) VFV C) FFV 


E) VFF 


. Relacione correctamente ambas columnas. 


1 ley de la condicional 
IL. ley de absorción 

lIL ley conmutativa 

IV. ley asociativa 

a. palpv)=p 

b. p>q=-pvq 

c. palgar)=[paq)lar 
d. pvq=qvp 


A) la, IIb, IlIc, IVd 
B) ld, lIc, IlIb, IVa 
C) Ib, lc, llld, IVa 
D) Ic, lla, llId, IVb 
E) lb, lla, llld, IVe 


(AAA tiene en su matriz principal 
eines sus resultados verdaderos. 


A) contradicción - algunos 

B) tautología - al menos uno de 
C) tautología - todos 

D) contingencia - ninguno de 
E) tautología - ninguno de 
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32, Simplifique el circuito mostrado e indique la 


proposición más simple que lo represente. 


Pz Pp. p 


rl sl les: 
¡ A) p B) pvg O pvs 
| D) s E) —r 


Nivel avanzado 


22, Simplifique el siguiente circuito: 


Pp. —r =q 
ás q 
L=ypt pa 
q 
—r-q 
Ap B q O pvg 
D) raq E) paq 


24, Si se define p*q=(pa-g) v (q =p), 
simplifique -[(p *-q) > -q1. 


A -qap B)pvg O q 
D -p E) qap 


25, Se sabe que (p a q) es falso y (q > r) tam- 
bién es falso. ¿Cuáles de las siguientes pro- 
posiciones son verdaderas? 

L Epvrnvs 
L -IpaEqv-Dl 
ML [pa(qa-D] o [(>q)v-(gaD] 


O) 1y Im 
E) ninguna 


A) ly 
D) 1,1 y! 


B) Iy II 


25, Halle la forma más simple que represente 
al siguiente circuito: 


pa 


Tr +1.+- 
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B) pvr 
D) rv=s E) pvs 


A) par O) pves 


Simplifique el esquema molecular 


[Eg >=p)A-Ep=-0 v lp > -ql 


B) -gvp Op 
E) -(prg) 


A gvp 
D -pvq 


2. Simplifique e indique el equivalente del si- 
guiente circuito lógico: ' 


| 
| 
| 
| 
l 


=p, q 
TA 
-p-9 


Lp 


—P= 
= PP 
q 
apra Bova 0D? 
D) -pv-g E) F 
:0, Se tiene que 


i como 
p: Elimperio del Tahuantinsuyo tuvo | 
idioma principal el quechua. 
Fortaleza de Paramonga €: 


ura Chimú. 
solo entrelos 


L $ una Cons" | 
:La 
A trucción de la cult 
r: La cultura Chanca Se desaN 
años 1200 y 1440 d.n.C- 
encia correcta 
propo' 


de | 
del valore”, 
Indique la secu ciones: 
verdad de las siguientes 
Aatp>Dga0rvo) 
Bi-palgv(pe —) 
CUpa-d) >" 
A) VVV B) VFV 
D) FVF 


Capítulo 


Leonhard Euler 


Teoría de conjuntos 


Henrry Orlando Castañeda Palacios 


CAPÍTULO III 


TEORÍA DE CONJUNTOS 


Objetivos 
= Entender correctamente la 


+ Reconocer los conjuntos esp 
* Aprender a utilizar de manera eficaz las leyes del 


Introducción 

Cuando reflexionamos sobre la cantidad de amigos que tenemos, nos damos cuenta de que te- 
nemos amigos en el colegio, en el barrio, en la academia, en las redes sociales, etc.; es decir, po- 
demos agrupar a nuestros amigos en diferentes conjuntos; además, podríamos establecer alguna 
relación entre estos grupos de amigos. En las matemáticas ocurre lo mismo, se pueden establecer 
diferentes conjuntos y establecer relaciones o funciones entre ellos, lo cual permite un mejor aná- 
lisis de las matemáticas. 


El concepto de conjunto es una idea tan importante que es la base de toda la matemática mo- 
derna; por ejemplo, le sirve al álgebra cuando se habla de los intervalos, del conjunto solución, 
del dominio y del rango en una función; le sirve a la geometría cuando se habla de la recta, del 
plano, del sector geométrico; le sirve a la trigonometría cuando se habla del conjunto de valores 
posibles del arco que resuelve una ecuación trigonométrica; le sirve a las probabilidades cuando 
se habla del espacio muestral; le sirve a la estadística cuando se habla de la población, de la 
Muestra; etc. 


Asimismo, la idea de conjunto se utiliza en la literatura cuando se habla del conjunto de obras 
literarias de un autor o de un periodo histórico de una nación. También resulta útil en la vida diaria 
cuando, además de los amigos, observamos el conjunto de personas que forman nuestra familia, 
el conjunto de útiles escolares, el conjunto de vestidos que tenemos para ir a una fiesta, el conjunto 
de profesiones que hay en una universidad, etc. 

La teoría de conjuntos es un tema apasionante que se puede entender intuitivamente (esta 
forma se desarrolla desde el colegio, en el presente capítulo también seguiremos esta forma) 
O axiomáticamente (esta forma se desarrolla en los cursos de la profesión de matemática en la 
Universidad). Se invita al lector a que ingrese y aprenda este fascinante mundo de los conjuntos. 
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1» NOCIONES BÁSICAS 
Dado que el conjunto es la base de la matemática moderna, no se le puede definir, sino solo dar 


una idea de lo que entendemos por conjunto; además, desarrollaremos la teoría intuitiva de con. 
juntos. 


Se entiende por conjunto a toda agrupación, colección, reunión o lista de objetos, animales o co- 
sas, homogéneas o heterogéneas, finitas o infinitas, materiales o inmateriales. 


Ejemplos 
+ conjunto de las vocales 


+ conjunto de las letras de la palabra “cavernícola” 
conjunto de los días de la semana 


+ conjunto de los números pares menores que 14 


conjunto de los profesores de Aritmética de la sede Los Olivos de la academia 
+ conjunto de países de América 


» conjunto de países del Medio Oriente 


Generalmente, los conjuntos se denotan con letras mayúsculas del abecedario, y Sus integrantes 


(desde ahora llamados “elementos”) se denotan con letras minúsculas separadas por comas o 
punto y coma, y agrupados mediante signos de colección. 


+ Conjuntos: A, B,C,D 
* Elementos: a, b,c, d, ... 

15253 E 
Signos de agrupación: (), O, [] 


Ejemplos 


A=(a, e, io, u) 
B=1(e, s, t, u, d,i, a) 


+ C=(lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sábado, domingo) 
* D=12;4;6;8; 10; 12) 
» Observación 


Generalmente, los puntos de un 


n 
$105 50 
los ell a recta se denotan con las letras P, O, R, ete. Dado que E 
'0s elementos, al conjunto se le denota con una letra estilizada: 7. 
Ejemplo 
T=P,O,R,...) 


Hay conjuntos muy utilizados 
+  * Conjunto de los números 


N=41, 2,3; 4;...) 


Ñ de ellos: 
que necesitan una notación particular. Veamos algunos 
naturales ' 


* Conjunto de los Números enteros 
Z=t..; 3-2; -1; DEBRA 
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+ Conjunto de los números entero positivos 
DAA 


+ Conjunto de los números racionales 


1.45 25 
6 
Bi Es ge -20 


» Conjunto de los números irracionales 
Qs =(V2; 43 +5; Y7; -Y6 +8; .) 


» Conjunto de los números reales 


1-5 Y5+4 
35-725 V11—, 
| 310 7 


2» DIAGRAMAS DE CONJUNTOS 

Vamos a presentar cuatro tipos de gráficos de 
conjuntos: el diagrama de Venn-Euler, el dia- 
grama de Lewis Carroll, el diagrama lineal y el 
diagrama sagital. 


2.1. DIAGRAMA DE VENN -EULER 
Se representa por una figura geométrica cerra- 


da plana que tiene la característica de agrupar 
todos los elementos del conjunto. 


Ejemplos 
* Sea el conjunto D=(2; 4; 6; 8; 10; 12), en- 
tonces su diagrama de Venn-Euler es el 
siguiente: 
D 


Sean los conjuntos 
A=1a, e, i, o, u) 
B=18,s,t,u, d, ia) 


Entonces su diagrama de Venn-Euler es el 
Siguiente: 


> 


Se observa que 

- “o” es elemento solo de A. 

= “a”, “e”, “”, “u” son elementos comu- 
nes de A y B. 
s”, “1”, “d” son elementos solo de B. 


Sean los conjuntos 

R=(2; 4; 6; 8; 10) 

S=(2; 4; 8; 16; 32) 

T=12; 4; 10; 16; 20) 

entonces su diagrama de Venn-Euler es el 
siguiente: 


Para cuatro conjuntos se pueden utilizar 
los siguientes graficos: 


A B 
Ñ S 
2 
B 
A 
D 
Cc 
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Diagrama de Edwards para cuatro conjuntos 


Para cinco conjuntos se pueden utilizar los 
siguientes diagramas: 


Diagrama de Edwards para <inco conjuntos 


Los diagramas de Eule; 
Venn en dos aspectos: 


Tse distinguen de los de 


No aparecen las regiones vacías. 
El conjunto Universal no se Tepresenta. 
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Ejemplo 
Sean los conjuntos 
A=(1; 2; 3; 4; 6; 12) 
B=11; 2; 3; 6) 
U=41; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12) 


U 
| ] 3 
| 7 +10 


Dizgrama de Venn 


El siguiente diagrama muestra de otro modola 
gráfica de los conjuntos. 


Diagrama de Euler 


¡bina 
En la actualidad, se hace uso de una pa 
ción de ambas ideas por eso le denomi 
diagrama de Venn - Euler. 


a de hasta 3 Lia 
excepcionalmente, de d conjuntos. 
2. Los diagramas de Venn ) 
bre de su ereador, John ven 
mático y filósofo británico: o 
3. Los diagramas que Hoy po 
fueron presentados en q adas 
Algunas variantes fueron b 
Booley Y má 


tienen el nom 
a. mate: 


jan me 
De Morgan, pero fue el 2 sen in! 
lico suizo Leonhard E cencilla 
duje una notación claray* 
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2.2, DIAGRAMA DE LEWIS CARROLL + Sean los siguientes conjuntos: 
Generalmente se utiliza este diagrama para - varones 
graficar conjuntos que no necesariamente tie- - mujeres 
nen elementos en común. -  conbarba 
- — sinbarba 

Ejemplos -  confalda 
» Sean los siguientes conjuntos: - sin falda 

- varones -  conlentes 

- mujeres -  sinlentes 


- personas que bailan 


- personas que no bailan Su diagrama de Lewis Carroll será 


con lentes | sin lentes 
Su diagrama de Lewis Carroll será | Peon Lama 
varones i 
personas | personas | sin barba 
que bailan [que no bailan 
y | Jecon falda 
mujeres 
varones 
| Join falda 
mujeres MT varones con lentes 
1] y sin barba 


En mujeres que no bailan 
3» RELACIÓN DE PERTENENCIA 


* Sean los siguientes conjuntos: Analicemos los siguientes ejemplos: 
- varones + Enel conjunto A=(a, e, i, o, uy, se observa 
- mujeres que 


- aeselemento de A 

- pertenece al conjunto A 

y se denota de la siguiente manera: aeA 
También se observa que 

>  bnoes elemento de 4 

Su diagrama de Lewis Carroll será -  bnopertenece al conjunto A 

y se denota como bg£A 


- personas que tienen hijos 

- Personas que no tienen hijos 
- Personas con reloj 

- personas sin reloj 


» El diagrama de Venn-Euler del conjunto 


varones B=fe, s, t, u, d, i, a) sería el siguiente: 


personas 
con B 
reloj 
Mujeres 
Personas que | personas que 
tienen hijos — | no tienen hijos Se observa que 
. - eeB - SseB - deB 
mujeres que no tienen hijos, 
E Pero tienen reloj - 0£B » AR 
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+ En el conjunto E=([a,(b),c] se observa 
que sus elementos son a, (b) y c; su dia- 
grama de Venn Euler sería el siguiente: 


Se observa que 
- QEÉE - 
- bEE 5 


lalgE  - 
lbJeE 


(0) e E 


Aplicación 1 


Sea el conjunto T =(a; 2; 23, (0),(3)) y las si- 
guientes proposiciones: 
L aeT 


VL lajeT 
IL beT VIL. (bJeT 
NL 267 VI (3)eT 
IV. 3eT IX. (b, 3)eT 
V. 32€T 


Determine cuántas proposiciones son verda- 
deras. 


Resolución 


Se recomienda siempre hacer el d 


lagrama de 
Venn-Euler. 


1. a€T es verdadero. 


IL. beT es falso. Lo que 
mento es (b), 


ll. 2€7T es verdadero. 


aparece como ele- 


IV. 3eT es falso. Lo que aparece como ele- 
mento es (3). 


V. 32eTes falso. 
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ES 


VI. (a) eT es falso. Lo que aparece Como ele. 
mento es a. 


Vil. (b) e T es verdadero. 
VII. (3) e 7 es verdadero. 
IX. ([b; 3) eT es falso. 


Por tanto, cuatro proposiciones son verdaderas, 


» CARDINAL DE UN CONJUNTO 
Notación: n(4), Card(A), |A] 
El cardinal de un conjunto nos indica la canti- 
dad de elementos diferentes que tiene dicho 
conjunto, aunque esto no se aplica a conjun- 


tos cuyos integrantes son personas, animales 
u objetos reales. 


Ejemplos 


A=(1a, e, i, o, u) > n(4)=5 


+ B=fe,s,t ud, ia) => n(B)=7 
+  C=(lunes, martes, miércoles, jueves, : 
viernes, sábado, domingo) > M(0)= 


+ D=(2;4;6;8;10;12) => n(D)=6 


. E=(a;(b),c) > n(E)=3 
. F=(3,3,3; 4; 4) > n(M=2 
- 0909 > n0- 


Aplicación 2 

Sea el conjunto U = (a? +16;25;b=7; 8) pai 
Si n(U)=2; además, a y b son impares, > 
a+b. 


Resolución 1os Y 

: men! 
Dado que el conjunto U tiene dos a e 16Y 
se observa que son 25 y 8, entonc 


los. 
b-7 deben ser igual a alguno de ello 


7 es par 
Dado que b es impar, entonces b 


15. 
debe ser igual a 8; por tanto, 0 pe . par 
Dado que a es impar, entonces G ee ¡guala 3. 
y debe ser igual a 25; por tanto, a 


a+b=18 
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5» CUANTIFICADORES 

Un cuantificador nos indica si se analizan 
todos, algunos, uno o ningún valor de una 
variable de una función proposicional. Por lo 
tanto, un cuantificador convierte un enunciado 
abierto en una proposición lógica. 


Ejemplo 

Sea el enunciado abierto 12+1 > 4 y el conjun- 
to A=(2; 3; 4). 

Dando valores del conjunto A a la variable x se 
obtiene lo siguiente: 


x=2 > 2+1>4 (1 
x=3 > 3+1>4 v 
x=4 > 4+1>4 ( 


Se observa que para todo valor de x que per- 
tenece al conjunto A se cumple que x2+1 > 4 
es verdadero. 


Luego podemos afirmar que para todo x e A 
se cumple que +1 > 4. 


Si bien es cierto que x+1>4 no es propo- 
sición, al anteponerle “para todo x e 4” se 
convierte en proposición. A este proceso se le 
denomina cuantificación. Trataremos los dos 
principales tipos de cuantificadores. 


5.1. CUANTIFICADOR UNIVERSAL 

Se denota por Y y se lee “para todo” o “para 
cualquier”. Si P(x) es una función proposicio- 
Nal, Y x € A, P(x) es una proposición que será 
verdadera cuando para todos los valores x de 
A se cumpla P(x). 


Aplicación 3 


Sea el conjunto A=42; 4; 6; 8) y los enunciados 
abiertos 


PG) =x es un número par 
P(y)=3y-2 > 4 
Determine el valor de verdad de las siguientes 


Proposiciones 
L 


: Vxe A:xes un número par 
L 


Vye A:3y-2>4 


AA 


Resolución 

L. Seap: Vx e A: x es un número par 
p es verdadera porque al reemplazar todos 
los valores de x, la proposición siempre es 
verdadera. 

IL. Seaq: Vye A:3y-2>4 
q es falsa, porque para y=2, no se cumple 


5.2, CUANTIFICADOR EXISTENCIAL 

Se denota por 3 y se lee “existe por lo menos 
un”. Si P(x) es una función proposicional, 
3x € A/P(x) es una proposición que será ver- 
dadera si existe por lo menos un elemento x 
de A que cumpla P(o). 


Aplicación 4 

Sea el conjunto B=(1; 4; 5; 7) y los enunciados 
abiertos 

+ P(x)=x es un número impar 

+ POI=0-9'=4 

Determine el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

L  3xeB/xesimpar 

Il. 3y€B/(-9%=4 


Resolución 

L Seap:3xe B/x es impar 
p es verdadero, porque verifica para x=5 
(basta que verifique una vez). 


IL Sea q: 3 y e B/(y-90?=4 
q es falso, porque ningún valor de y verifica 
la expresión. 


Aplicación 5 

Determine el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

L 3xe€ N/3x=4 

IL 3x6 A/x+3 > 5; A=41; 2; 3; 4) 


Resolución 
L Falso 
x tendría que ser 4/3 g N 
> Ixe N/3x=4 (F) 
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IL. Verdadero 
Basta que cumpla para un x, por ejemplo, 
44+3=7 > 5. 


> IxXEA/x+3>5 (6) 


» hota 


Hay otro cuantificador llamado existen- 
cial único, el cual se denota por 11 y se 
lee "existe solo un”. Si PG) a 


proposicional xí 


“tna función 
AYP(x) es una propo- 
sición que sera verdadera si existe solo un 


elemento de A que cumpla PGo) 


Ejemplo 
SeaD=12; 4, 6; 8; 10, 12) 


PAx):x es un cuadrado perlecto 


y la proposición A: lx ec D/Plx) 
Es decir, existe solo un elemento del con 
junto D tal que ese elemento seua cua 


drado perfecto, lo cual es verdadero 


Por lo tanto, la proposición les verdadera 


5.3. NEGACIÓN DE LOS CUANTIFICADORES 
Cuando se afirma la proposición “Todos 
los peces viven en los mares”, su negación 
afirmaría que no todos los peces viven 


los mares. De forma simbólica sería de 
guiente manera: 


en 
la si- 


Sea $ = (todos los peces) 
DP VXES:x vive en los mares 


=P 1xES/x no vive en los mares 


En general se cumple que 


=[Vxc A: pl)» hcA/ vo] 


Análogamente se cumple que 


E Lie Alpe As pt) 


Aplicación 6 

Sea el conjunto A=(a, e, i, o, u); además, 
p(x): x es una vocal de la palabra “eucalipto”, 
Determine el valor de verdad de 

L H=VWYxeA:plx) 

IL O=1xc A/p(x) 

II. C=3lx€ A/p(x) 

IV. P=Vxe A: -plx) 


Resolución 
L H=VxeA:p(x) 
Al reemplazar los valores de x se observa 
lo siguiente: 
» Para x=a; p(a) es verdadero. 
» Para x=e; p(e) es verdadero. 
+ Para x=f; p() es verdadero. 
=  Parax=0;p(o) es verdadero. 
+ Para x=u; p(u) es verdadero. 
Dado que verificó para todos, entonces Úl 
es verdadero. 


Il. O=3xcA/plx) 
Para x=a; pla) es verdadero. 
Dado que verificó por lo menos para W! 
lor, entonces O es verdadero. 


ML. CodtxcA/p() 
Para x=a; p(a) es verdadero. 
"ara x=e; p(e) es verdadero. 
Dado que está verificado para IM 


y var 


ás de un 
valor, entonces C es falso. 


IV. PeVxcA: -p(x) 
Se observa que P es la negación 
tonces P es falso. 


de O, em 


Aplicación 7 

Determine el valor de verdac 

proposiciones: 

LoVxcArx943> 5 As dl; 

MñoVneZ': 201 es impar 

ML. Vxe M: x es mortal, siendo 
M=1todos los hombres) 


es 
Lde las siguien! 


CAPÍTULO! Il 


Resolución 

L Parax=1 > 1+3>5 (6%) 
Parax=2 > 243>5 (F) 
Se observa que hay por lo menos un valor 
que no cumple. Por lo tanto, 
VxEA:x+3>5 (F) 

Il. 2n es par, al sumarle 1 seráimpar.  (V) 


III. Todos los hombres son mortales. (Y 


Aplicación 8 

Sean los conjuntos 

A=(xe Z/0<x<8) 

B=íye7/0<y<?7) 

Halle el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 

L p=3x€A/NVyEeB;x+y%8 

IL q=VWx€A;3y€ B/x+y=5 

lll. 7 =3x€ A/V y € B;x+y>6 

IV. s=Vx€eA;3y€ B/x-y +0 


Resolución 

L p=3x€A/Vye B;x+y%8 
Cuando x=1, se cumple la proposición. 
Por lo tanto, si 3x € A (v) 


IL qg=Vxe A; 3 y € B/x+y=5 
Cuando x=7, no se cumple la proposición. 
Por lo tanto, no 3 y e B (F) 


ll. r =3x€ Aye B;x+y>6 


Cuando x=7, se cumple la proposición. 
Por lo tanto, si 3x € A (0%) 


S=Wx€A;3ye B/x-y+0 
Se verifica para todos los valores de x € A. 
Porlo tanto, si 3 y e B (09) 
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6» DETERMINACIÓN DE UN CONJUNTO 


6.1. POR EXTENSION 

Se da cuando se menciona uno a uno todos 
los elementos de un conjunto. También se de- 
nomina determinación en forma tabulativa O 
enumerativa. 


Ejemplos 
+  C=(lunes, martes, miércoles, jueves, vier- 


nes, sábado, domingo) 


+ D=42;4;6;8; 10; 12) 


6,2. POR COMPRENSION 

Se da cuando se mencionan características 
comunes que verifican solamente los elemen- 
tos de dicho conjunto. También se denomina 
determinación en forma constructiva. 


Tienen la siguiente forma: 


( [forma del [característica de | 


p 
| elemento/ la(s) variables(s) | ] 


Ejemplos 
+ C=(x/x es un día de la semana) 
+ D= [x/x es un número par menor que 14) 


+ D=(2a/0<a<7raeZ) 


Aplicación 9 
Calcule n(J)+n(V)+n(E) si se sabe que 


. E xel, 3<xerl 


J 


d v-[53)e2/xez 3ex<r) 
> en) pere] 
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Resolución 
Hallamos el cardinal de cada conjunto, 


res kez3<x<T) 


Los valores posibles de x son 4; 5 y 6, en- 


tonces 
5 
cuando x=4: m0. =1 
4(5)+5 25 
do x=5: == 
cuando x: 3 3 
4(6)+5 29 
dox=6: == 
cuando x: 3 S 
Luego, 
25 29 
J= HT ÑW 
153) 
> n()=3 


4 
> v=(( o Jez/reza<xer] 


Los valores Posibles de x son 4; 5 y 6, en- 
tonces 


cuando x=4 : 4(4)+5 


=17 (se acepta por- 
que 7 es entero) 


4(5)+5 25 
Cuando x=5: = 
lO x=5: E (no se acepta 


25 
porque “3 No es entero) 


cuando x=6 - 4(6)+5 _29 
z TE => (no se acepta 
Porque “3 No es entero) 
Luego, 
V=(7) 
> n(V)=1 
90 


. Bo (033)ez/s<x<] 


Dado que no se indica que x sea entero, en. 
tonces se entiende que es un número real. 
3<x<7 


Multiplicamos por 4 (observe que 4 es po- 
sitivo). 

12<4x<28 
Sumamos 5. 


17<4x+5<33 


Dividimos entre 3 (observe que 3 es posi- 
tivo). 


17 _4x+5 33 
< a 


3 3 3 


Es decir, 


E 


<11l 


5 
Ahora anio 


puede tomar los siguientes 
valores enteros: 6; 7; 8; 9; 10y 11. 
E=1(6; 7; 8; 9; 10; 11) 
> n(E)=6 
Nos piden n(J)+n(V)+n(E). 
Por lo tanto 
3+1+6=10- 


Aplicación 10 

Se tienen los siguientes conjuntos: 
C=(2a+1/1<a<8;ae€ Z) 
D=(2a+1€ Z/1<a<8) 
Halle la suma del mayor elel 
Mayor elemento de D. 


el 
mento de C más 


Resolución 
En el conjunto C, los eleme: 
2a+1. 


ntos tienen pe 


%: 
.3:4; 5; 6y 
Luego, los valores de a son 2,3 


CAPÍTULO lll 


Para determinar los elementos, cada valor de a 
se reemplaza en la expresión “2a+1”. 


23 C=15; 7; 9; 11; 13; 15) 
Luego, el mayor elemento de C es 15. 


En el conjunto D, los elementos son números 
enteros, pero el valor de a está comprendido 
en el intervalo (1; 8). 


14a=8 se 
2<20<16 "> ,; 


3<2a+1<17* 


Dado que 2a+1 es un número entero, enton- 
ces toma los valores de 4; 5; 6; 7; ...; 15; 16. 
Entonces 

D=14; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15; 16) 


Luego, el mayor elemento de D es 16 
Por lo tanto, 16+15=31. 


7» TIPOS DE CONJUNTOS 


7.1. CONJUNTOS FINITOS 

Son aquellos conjuntos en los que el proceso 
de contar sus elementos tiene un final en el 
tiempo. 

Ejemplos 

* A=1a,e,i,o,u) 

B=1e,s,t,u,d,i,a) 

"X= [Vs +2, /6+2,7+2;..:/1977+2) 


Observe que el conjunto X tiene 1973 ele- 
mentos, 


W=(a*+3/a€N 3<a<1000) 


Observe que el conjunto W tiene 996 ele- 
mentos, 


Teoría de/conjuntos 


7.2. CONJUNTOS INFINITOS 

Son aquellos conjuntos en los qué el proceso 
de contar sus elementos no tiene un final en 
el tiempo. 


Ejemplos 
s N=(182:354s 7 
+ Y =(V5+246+247+2...) 


» Nota 


El conjunto (x/3<x<7| 


1 es un con- 


Ejemplo 


Sea el intervalo semiabierto 


8» RELACIONES ENTRE CONJUNTOS 


8.1. RELACIÓN DE INCLUSIÓN 

Se dirá que un conjunto A está incluido en un 
conjunto B cuando todos los elementos de A 
también sean elementos de B. 


Ejemplos 
+ Sean los conjuntos 
H=1e, u, c, a,1, i, p, t, 0) 
A=1a, e, i, o, u) 
Se observa que todos los elementos de A 
también son elementos del conjunto H. En- 
tonces se puede decir que 
- — Aestá incluido en H. 
-  Aestá contenido en H. 
- Aesun subconjunto de A. 
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Se denota de la siguiente manera: 
ACcH 

Además, se puede afirmar que 

- HincluyeaA 

- HcontieneadA 

- Hesun superconjunto de A 


Se denota de la siguiente manera: 
HA 


+  Seael conjunto B=([e, s, t, u, d, i, a), entonces 
- ([epcBporqueeeB 
- [s,ujcB porqueseB nueB 
- [pj B porque pg B 
- (e,s,r]a Bporquerg B 


db Recuerde 


elemento e conjunto 


conjunto < conjunto 


+ Seael conjunto E = (a; (b); c], entonces 
- (aj E porqueaeE 
- (b)wE porquebg E 
- Loy) CE porque (b)e E 
- oy) ZE porque [(0)) e E 


- (a; 1boj) c E porque ae E r(b)e E 


Aplicación 11 

Dado el conjunto A 

A=15; (6); (18); (7; 8) 

determine el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 


L (5)eA V (118) CA 
IL 664 VL (7,88 A 
TIL 45) CA VIL (17,8) A 
IV. (6) CA 
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Resolución 
Realizamos el diagrama de Venn-Euler. 


Entonces 

L (5) A esfalso. 

IL 66 A es falso. 

IL 45) c A es verdadero porque 5€d, 
Iv. (6) < A es falso porque 6£ 4. 

v. [(t8))) c A es verdadero porque (OS 
VI. (7,8) e A es falso. 

Vil. [(7; sy) z A es falso porque (7,8) € 4. 


sacraríás 
» estudiamos lOs der 
y á ais Carol 
de conjuntos Venn-Euler y Lew pnós. 
o .- osiste el diag 
sin embargo, también existe el dias 
lineal. 
3.2. DIAGRAMA LINEAL juntos 


5% más con 
Es la representación de dos 0 de rec 


tos 
comparables, utilizando. en ln ene 
para representar la relación de ll 
dichos conjuntos. 
Ejemplos 
: p B menc? 
> E 
P 
¡ | 
N 
] | 
M 
pié 
IT ER 
ne gr O 
par est 
Observe que pará a, ono 
primero se coloca el $ 
do del subconjunto: 


Teoría de conjuntos; 


+ Sean los conjuntos 
P=(a) 
Q=1(b) 
R=1a;b) 
Se observa que PER; además, QC R. 
También se puede decir que 
R>PyR>0 
Su representación mediante el diagrama 
lineal es el siguiente: 


R 
E 
P Q 
Observe que el diagrama lineal no informa 


si los conjuntos P y Q comparten o no ele- 
mentos 


* Sean los conjuntos 
X=(1) 
Y=(1;2) 
Z=41,2;3) 
W=41; 2; 4) 
Se observa que Y > X, también Z > Y; por 
tanto, Z>X, 
Además, W>X y W>Y. 


Su representación mediante el diagrama 
lineal es el siguiente: 


Z w 
hal 


Xx 


2.3, RELACIÓN DE COMPARABILIDAD 
pra bo dos conjuntos son comparables 
9 uno de ellos esté incluido en el otro. 
Sean los conjuntos 
H=te,u,0,8,Li,p, 


t,o) 
Á=(a,e,i, 0,u) 


Seo 
Sol bserva que A CH A HA, entonces A y H 
COmparables. 


A 


Dado que ACHAHKA, también se puede 
decir que H y A son comparables. Es decir, si 
los conjuntos H y R son comparables, debe 
ocurrir una de las dos situaciones siguientes: 

* HERAREH 


* REHAHGR 


» Observación 


En los conjuntos 
Í=1r, e,s, 1.0) 
J=1r, e,t, 0. s) 


ocurre que / <.) / < 1, entonces los 


conjuntos / y / no son comparables. 


8.4. RELACION DE IGUALDAD 

Dos o más conjuntos son iguales cuando tie- 
nen los mismos elementos sin importar el or- 
den ni la repetición. 


- Sean los conjuntos 


I=1r, e, s,t, 0) 
J=(r, e, t, o, s) 
K=11, e, s, 0,1, o, s) 
Los conjuntos /, J y K tienen los mismos ele- 
mentos. 
. I=J=K 


Se observa que / CJ a JC 1,lo que indica que 
dos conjuntos iguales no son comparables. 


e ACBABCA) 


8.5. CONJUNTOS DISJUNTOS 

Son aquellos conjuntos que no tienen elemen- 

tos comunes. 

Ejemplo 

Sean los conjuntos 

C=(lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, 
sábado, domingo) 

D=12; 4; 6; 8; 10; 12) 

C y D son conjuntos disjuntos, también se les 

denomina conjuntos ajenos. 
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¿Dos conjuntos diferentes son disjuntos? 
Falso. No siempre es así, ya que podrían com- 
partir algunos elementos en común. Por ejem- 
plo, sean los conjuntos 

J=(r, e, t, 0, s) 

A=(a, e, i, o, u) 

Los conjuntos J y A son diferentes, pero no son 
disjuntos. 


¿Dos conjuntos diferentes tienen diferente 
cardinal? 

Falso. No siempre es así, por ejemplo 
J=(r,e,t,0,s) 

A=(a, e, i, o, u) 


Los conjuntos J y A son diferentes y tienen 
igual cardinal. 


Aplicación 12 

Sean los conjuntos iguales 
A=(2a+3b; 3a+b; b?+4) 
B=129; 33; 32) 


Si ta;b) 2Z*, calcule a+b. 


Resolución 


Ya que A y B son conjuntos ¡ 


iguales, entonces 
b? +4 puede ser 29; 32 0 33. 


Luego, b es entero solo si b? +4 es 29. 


> b44=99 > b=5 


Reemplazamos. 
A=(20+15, 3a+5, 29) 
B=(29, 33, 32) 


Se observa Que, en el conjunto B, 32 es un nú. 


Mero par; y como en ñ 
Ñ » eN el conjunto 
29 son impares, enton A Bera 


¡Ces 
3a+5=32 
a=9 
“. A+b=14 
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8.5. CONJUNTOS EQUIPOTENTES 

Son aquellos conjuntos en los que se puede 
establecer una relación biunívoca entre los 
elementos de ambos conjuntos. También Sor 
denominados equivalentes o coordinables, 


Ejemplo 

Sean los conjuntos 
D=12; 4; 6; 8; 10; 12) 
L=[6; 12; 18; 24; 30; 36) 


Entre los elementos de ambos conjuntos se 
puede establecer la relación “... es el triple de 

.” y *...es la tercera parte de ...”, entonces D y 
L son equipotentes; además, se observa que 


n(D)=n(L). 


Consideraciones 

1. Sea el conjunto de los números nalura: 
les N=(1; 2; 3; 4; ...) y el conjunto de los 
números pares V=(2; 4; 6; 8; ...). Se 0b- 
serva que ambos son conjuntos infinitos; 
sin embargo, también son coordinables, 
ya que se puede establecer una relación 
entre ambos. 


a s se 
Los elementos de ambos conjunto es 
pueden relacionar mediante la frase 
la mitad de ...”. 


Ejemplos 

+ lesla mitad de 2. 
+ 2esla mitad de 4. 
»  3esla mitad de 6. 


»  4esla mitad de 8. 


le 
a atural 
Se observa que a cada número e 


ps 4 ar. 
corresponde un único número P' y 
á medi 
También se pueden relacionar 
" 
frase “... es el doble de ... - 


ante 


Ejemplos 

+  2esel doble del. 
+  4eseldoble de 2. 
»  Geseldoble de 3. 
+  8esel doble de 4. 


CAPÍTULO!lIl 


Teoría de¡conjuntos' 


Se observa que a cada número par le co- 
rresponde un único número natural. 


Es decir, entre ambos conjuntos, N y V, 
existe una relación biunívoca. 


2. Los segmentos son conjuntos de infinitos 
puntos. 


Sea AC un segmento y B un punto de dicho 
segmento. 


Ocurre que el segmento AB es equipotente 
con el segmento AC (siendo AB subconjun- 
to de AC). 


Colocando convenientemente los segmen- 
tos AB y AC se hace pasar dos rectas por 
los extremos de ambos segmentos; dichas 
rectas se intersecan en un punto P. Enton- 
ces se cumple que cualquier recta que 
Pase por P hace corresponder un punto de 
AB con un punto de AC y viceversa, 


Gráficamente, se tiene que 


> Conyuntos ESPECIALES 


Son aquellos conjuntos que retan nuestra idea 
intuitiva de conjunto, 


9.1. CONJUNTO VACÍO 


a llamado conjunto nulo; es aquel con- 
Into que no tiene elementos. 


Notación: ( ), y 


Ejemplo 
Sea el conjunto 


M=[x/(x-3Mx-2(x-1)=0 A x>5) 


Los valores que verifican la igualdad con cero 
(3; 2 y 1) no verifican la condición de ser ma- 
yor que 5. Entonces no hay valores posibles 
para x. Por lo tanto, el conjunto M es un con- 
junto vacío. 


M=9 


» Nota 
El conjunto vacío está incluido en 
cualquier conjunto. 


9.2. CONJUNTO UNITARIO 
Es aquel conjunto que tiene un solo elemento. 
También es denominado singleton. 


Ejemplo 
Sea el conjunto 


N=(x?+5/(:-3)(x+3)=0) 


Se observa que x puede ser 3 o -3, pero al 
reemplazar en x2+5 sale el mismo resultado, 14. 


> N=(14) > n(N)=1 


» Observación 
Tenga en cuenta que 
10)=0 


donde (2) es un conjunto que tiene un 
elemento, el cual es el conjunto vacío. 


Aplicación 13 

Los siguientes conjuntos son unitarios e iguales 
A=(2a+b; c) 

B=(2c-7; 5b+2) 

Calcule a+b+c. 


| 
| 
| 
| 
| 
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Resolución 

Como A=B y ambos son unitarios, entonces 
c=2c-7 
e=7 

También 
5b+2=7 
b=1 

Además, 
2a+b=7 
2a+1=7 
a=3 

Nos piden a+b+c 

. a+b+c=11 


9.3. CONJUNTO UNIVERSAL 
Es un conjunto especial que tiene la particu- 
laridad de agrupar todos los elementos que 


intervienen en una situación dada, no es un 
conjunto único. 


Notación: U 

Ejemplo 

Para los conjuntos 

D=12; 4; 6,8; 10; 12) 

L=46; 12; 18; 24; 30; 36) 

P=42; 4,8; 16) 

Sus posibles conjuntos Universales son 
U¡=12; 4; 6; 8; ...; 40) 
U2=11,2,3,4;... 40) 
Us=[x/0<x<40) 
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Ejemplos 
+ H=[(3 4),(2; 5; 8),(6; 7)) 


H es un conjunto de conjuntos, ya que to. 
dos sus elementos también son conjuntos. 
+ E=(a, tb), c) 


E no es un conjunto de conjuntos, ya quea 
y c no son conjuntos. 


Ñ TO POTENCIA 
El conjunto potencia de A, que se denota P(4), 


es aquel que tiene como elementos a todos los 
subconjuntos de A. 


Ejemplos 
»  Seael conjunto N=(14). 

Los subconjuntos de N son: £ y (14). 
Entonces el conjunto potencia de Nes 


P(N=19, 14) 


Sea el conjunto F=43; 4). 

Los subconjuntos de Fson 2, (3), 44H 0) 

Entonces el conjunto potencia de F*e5 
P(F)=10, 13), (4, 3,1) 


Sea el conjunto S=(a, P, 0). 
Los subconjuntos de $ son po 
2,ta),(8),10), 0, p), (a, 0),(6,0) 10 

Entonces el conjunto potencia deSes 


50) 
P(S)=(0, (0), (8), 10), (0,8), (a, ape 


Se observa que 5 


Número 


% | Número de tos 
Conjunto mentos subconi sl 


CAPÍTULO! 11 


Teoría de conjuntos 


Es decir, cada vez que se aumenta un elemen- 
to en el conjunto, el número de subconjuntos 
se duplica, ocurriendo lo siguiente: 


n2 de 
subconjuntos 
dea 


Saa) 
=n[Ry]=2 


9.5.1, Subconjuntos propios 
Se denomina subconjunto propio a todo con- 
junto diferente de sí mismo. 
Ejemplo 
En el conjunto F=(3; 4), sus subconjuntos son 
9, 13), (3), (3, 4) 
E 


subconjuntos 
propios de F 


Por lo tanto, 


[a de subconjuntos | 
propios de A 


A 
| 
| 

Observe que todo conjunto está incluido en sí 

mismo. 


si Aes conjunto > ACA ) 


Además, en el conjunto F ocurre que 
13) e P(F), ya que (3) CF. 


Es decir, 
xE PA). eS xcA 


Por lo tanto, el conjunto potencia es también 
Un conjunto de conjuntos. 


9.6. PAR ORDENADO 
Esun conjunto especial en el cual es importan- 
te el orden de sus dos elementos (desde ahora 


llamados componentes). También cambia el 
Signo de colección. 


(a; b) 
Primer segundo 


componente componente 


El par ordenado se define como 


Ejemplo 
Sea el conjunto P=(a; b). 
Si (a; b)=(3; 4), entonces a=3 y b=4. 


La utilidad del par ordenado radica en ubicar 
puntos en el plano cartesiano. 


Ejemplo 
El punto P=(3; 4) se representa como 


El mismo punto también se puede representar 
con coordenadas polares. 


P=(5; 53%) 


E 


Se denota como P=(5; 539, lo cual nos indica 
que el punto está a una distancia de 5 unida- 
des del origen O y a un ángulo de 53? sobre el 
ejeX. 


En el espacio, se pueden usar coordenadas 
cartesianas, esféricas o cilíndricas, utilizando 
“ternas ordenadas” de la forma (a; b; c). 
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» Nota 

Se denomina sistema de ecuaciones li- 
neales de orden dos cuando se tienen 
dos ecuaciones lineales con dos incóg- 
nitas y se utiliza el par ordenado para 


indicar su solución 


Ejemplo 


Sea el sistema de ecuaciones 


[Sx+1y=43 
> 


donde los valores que lo verifican 


x=3, v=4: es decir. su solución es (3 


su conjunto solución es (3; 4)] 


En un sistema de e 
de orden tres se util 


es linea 


s orde 


das para indicar su solución 


10» OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS 


10.1. COMPLEMENTO 


El complemento del conjunto A es el conjun- 
to formado por los elementos que pertenecen 
al conjunto universal, pero no le pertenecen a 
dicho conjunto. También es llamado conjunto 
complementario de A. 


Notación: AC, A''o A 
Ejemplo 

Sean los conjuntos 
U=fe,u,c,a,Li,p,t 0) 
A=(a, e, i, o, u) 

> A“=1c,1,p, 4) 


Al complemento deAs 


“No A”. e le asocia con la frase 


Por comprensión se define como 


Ax xs U A xEA) 


Gráficamente, 


El complemento de A es toda la región som- 
breada. 


son conjuntos disjuntos 


)= n(1) 


10. NT 

2 añ B 
Los elementos de la intersección de Á CoN 
son los elementos comunes de A y B. 


Notación: MN 


Ejemplo 

Sean los conjuntos 
A=(a, e, i, o, u) 
B=([e, s, t,u, d, i, a) 
> AnNB=(a, e, iu) 


» Importante E 
Ñ mente; ar 
asocia Con 

a saber 


En los problemas. general 
tersección de conjuntos Se > 
, s a es 

palabra “y”. es decir. si S€ no lentes: 
cuántas personas bailan Y E se dest? 
entonces se debe entender qUe” :gn de 
PR É intersecel 

1 “ con 


A inal de la ¿ 
saber el cardinal que pailan 


los conjuntos “personas «1 
“personas que usan lentes - 


Por comprensión se define 


CAPÍTULO! 


Teoría de conjuntos 


Gráficamente, AMB se representa de las 
siguientes formas: 


L l 


D» Observación 
*«  AyBson conjuntos disjuntos si 


y solo si (4 5 B)= 


*  SiBCA, ocurre que (411 8)=8. 
* (ANBcA 
* ANA=9 


Aplicación 14 


SiA=(9), B=P(A), C=B-A y D=P(C), 
halle BAD. 


Resolución 

Analizamos cada unos de los datos. 
* A=(9) 

* B=P(4)=(9, (a) 

* C=B-A=([0)) 

* D=P(O)=[8, la) 


BOD=19)=A 


10.3, UNIÓN O REUNIÓN 

La unión de A con B(4uB) reúne los elemen- 
tos de A con los elementos de B. 

Notación: uU 


Ejemplo 

Sean los conjuntos 
ÁA=ta, ei, o, u) 
B=t8,5.u, dia) 


> 4UB=(2,0,,0,u,5,1 d) 


AA 


»» Importante 

En los problemas, generalmente, la unión 
de conjuntos se asocia con la palabra “o”, 
es decir, si se desea saber cuántas perso- 
has bailan o usan lentes, entonces se debe 
entender que se desea saber el cardinal de 
la unión de los conjuntos “personas que 
bailan” con “persónas que usan lentes”. 


Por comprensión se define que 


Es decir, basta que sea elemento de alguno de 
los conjuntos para que sea elemento de la unión. 


Gráficamente, AUB se representa de las 
siguientes formas: 


L U U 


D» Observación 


+ Para dos conjuntos A y B-cuales- 
quiera, ocurre que 


nAUB)l=nM An B)—n(A NB) 


* Ay£ son conjuntos disjuntos si y 
solo si n(AUB)=n(4)+n(B). 


*  SiB CA, ocurre que (4 U B)=A, 
= AUA=U 
+ (ANB)C(AUB) 


10.4. DIFERENCIA E 

La diferencia de los conjuntos A y B (en ese 
orden) está formada por los elementos de A 
que no pertenecen al conjunto B. 
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Ejemplo Aplicación 15 


Se tienen los conjuntos A=(1; 2; 3,456) 
B=10; 1; 4; 6; 7; 8; 9). Sea m el número de sub- 


Sean los conjuntos 
A=(a, e, i, o, u) 
B=[e, s,t, u, d, i, a) 


Operamos la diferencia entre ambos en órde- 
nes distintos, 


A-B=1f0) >= “Solo A” 
B-A=([s,t,d) >= “Solo B” 
Observe que A- B es diferente de B-A. 


» Importa 


ente, la dife- 
mM la pa- 


los con- 


junto: rsonas 
que 1 cuán- 
las p eS se 
debe jue se el aber cuán- 
tas personas bailan, pero no usan lentes. 


Por comprensión se define 


ÓAEAÉAáÁ AAA XA 


| A-B=ÍxfxeAn xeB) | 


A) 


Gráficamente, A-B se representa de las 


siguientes formas: 
L U L Y 
8 Ol 
SO ; 
A-B A-B B AB 
Cuando A Y B son disjuntos, 


Á- 
Ocurre que 
Á=B=4 


» Observación 


SIA CB, ocurre que A-B=G5, 
nÍA= B)= MAJA B) 


conjuntos no vacíos de A, que son disjuntos 
con B; además, n es el número de subconjun- 


tos no vacíos de B, que son disjuntos con A, 
Halle m-+n. 


Resolución 
Graficamos ambos conjuntos. 


Los subconjuntos de A disjuntos Con B . 
aquellos cuyos elementos pertenecen a (4-B). 


> m=2%-1=7 
Los subconjuntos de B disjuntos COn Y 
aquellos cuyos elementos pertenecen 4 e 
> n=2-1=15 

m+n=22 


10.5 1C15 ÉTRICA 


(448) eslá 
necen 


La diferencia simétrica de A y e 
que Pel 


formada por los elementos 
solo a A y solo a B. 
Notación: A 

Ejemplo 

Sean los conjuntos 

A=1(a, e, i, o, u) 

B=1e, s, t, u, d, i, a) 

> AAB=10,s5,t, d) 

Se lee como 


- “soloAosoloB” 
- “todo menos lo común 


Por comprensión se define 


CAPÍTULO! ll 


Teoría de conjuntos 


Gráficamente, AAB se representa de las si- 
guientes formas: 


L U Ú 


» Observación 
+ CuandoA y B son disjuntos, acu- 
rre que 
AAB=AUB 


* SiBCA, ocurre que AAB=A-—B. 
* AAB=(AUB)-(ArB) 
* AAB=(A-B)JuU(B-A) 


10.6. PRODUCTO CARTESIANO 

Dados los conjuntos A y B, el conjunto produc- 
to AXB (o producto cartesiano) es aquel con- 
junto cuyos elementos son pares ordenados, 
de los cuales el primer componente pertenece 
al conjunto A y el segundo componente per- 
tenece al conjunto B. 


Por comprensión se define 


AxB=1(x; y)/xe Ary e B) 


d A A 
Onde A y B son conjuntos no vacíos. 


Ejemplo 

Sean los conjuntos 
Á=(2; 3; 4) 
B=46; 7) 

Se tienen los si 
ÁxB= 
Bx4= 


¡guientes conjuntos productos: 
(0,0,,9,,0, 6,7, (4,0), 4; 7) 
(66,2), (7,3), (6,3), (7,3), (6;4), (7; 49) 


A 


Con diagrama sagital, (AXB) será 


El diagrama sagital es un tipo de gráfico de 
conjuntos y es un diagrama de flechas (sagi- 
tas) que enlazan elementos de un conjunto 
con los elementos de otro conjunto. Este dia- 
grama tendrá un uso más amplio y frecuente 
cuando se estudie relaciones y funciones. 


Con diagrama cartesiano, (AXxB) será 


=y 


Sean los conjuntos 
A=(2; 3; 4) 
C=16; 7] 


El diagrama cartesiano de A x C es 


c 
5 AXxXC 
is ió add l 
a NS e, es 4 

2 3 4 A 

Sean los conjuntos 

D=[2; 4] 

B=146; 7) 
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El diagrama cartesiano de DXB es 


Sean los conjuntos 

D=[2; 4] 

C=16;7] 

El diagrama cartesiano de DxC es 


Sean los conjuntos 
D=12; 4] 
E=[6; 7) 


El diagrama cartesiano de DxE es 


Entonces la gráfi 


: ca de RxR es el Plano carte- 
slano y normalm: 


ente se denota como R? o R2. 


» Observación 
. AxB=BxA «+ A=B 
AxB+BxA S AZB 


SIA y B son com 
entonces 


¡juntos finitos, 
MAXB)= BA =n()xntB) 
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» hiota 


enomina relación a todo sul: 
onjunio no vacio de un producto 


27). (3:06). (3,7), 4,0, 


R=((2 6), (2: 7), (3; 7) 


serva que Res subconjunto de 
sde: e de 
entonces K es una relación de 


Aplicación 16 delas cuales 
A una fiesta asisten 82 personas, a cantidad 
la cantidad de mujeres excede is momen 
de varones en 6. Si en determina ¡eres PO 
to 10 varones no bailan, ¿cuántas 

bailan? 


¡dad de 
Resolución pla cani 
Sea a la cantidad de var Ones y 
mujeres, entonces 
*  a+b=82 0) 
+ b-a=6 (00) 


y 
3 
3 
del 
dl 
| 
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Sumamos l y 11. 
2b=88 
b=44 


Reemplazamos el valor de b en (1). 


a+(44)=82 

a=38 

» Recuerde 

Si en un problema se menciona que hay 
personas bailando, entonces cl número * 
de varones que bailan y el número de mu- 


jeres que bailan son iguales. 


Graficamos. 


V(38) MAD 


bailan 


no bailan 


> x+28=44 
x=16 


Aplicación 17 

Se tiene los conjuntos 

A=(4; 6, 8) 

B=13, 5; 7; 11; 13) 

Sea el conjunto C=((x; y) e BXA/x > y). 
Calcule n(C). 


Resolución 
Evaluando el conjunto C se tiene que 
C=((5,9), (7,4), (7,6), (11; 4), (1, 0), 
(11,8), (13; 4), (13; 6), (13; 8)) 
 n(C)=9 


Aplicación 18 

De 35 personas, 10 son ingenieros o industria- 
les, pero no comerciantes; 15 son industriales 
o comerciantes, pero no ingenieros; 11 son in- 
genieros y comerciantes, pero no industriales; 
4 son ingenieros, comerciantes e industriales; 
2 son solo comerciantes; y 3 son ingenieros e 
industriales, pero no comerciantes. Si no hay 
ninguno que solo sea ingeniero, ¿cuántos no 
desempeñan ninguna de las tres ocupaciones? 


Resolución 
Dado que hay elementos comunes entre los 
conjuntos de ingenieros, industriales y co- 
merciantes, se prefiere usar el diagrama de 
Venn-Euler. 


com, 


Nos piden x. 
x=35-(3+4+11+7+6+2) 
. x=2 


Aplicación 19 

En una reunión social se observa que hay tan- 
tos varones que bailan, pero no estudian inglés, 
como mujeres que ni bailan ni estudian inglés, 
siendo esta cantidad tres unidades mayor que 
la cantidad de mujeres que no estudian inglés * 
pero sí bailan, y que coincide con la cantidad 
de mujeres que no bailan pero sí estudian in- 
glés. Además, 45 varones no estudian inglés, 
37 mujeres tampoco estudian dicho idioma y 
53 varones estudian inglés o bailan. ¿Cuántas 
personas asistieron si se sabe que en los que 
estudian inglés hay tantas mujeres que bailan 
como varones que no bailan? 
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Resolución . 

Dado que el conjunto de las mujeres y el 
conjunto de los varones no tienen elementos 
en común, de igual manera que el conjunto 
de los que bailan y el conjunto de los que 
no bailan, preferimos usar el diagrama de 
Lewis-Carroll. 


bailan no bailan 


7 a 
a-3 


inglés 


15-a 


Se sabe que 
cantidad de ÑE cantidad de ) 
mujeres que bailan) | varones que bailan 


> a-3+b=c+a 

c=b-3 
Además, 
+ (a-3)+a=37 > a=20 
+ (6-3)+b+a=53 > b=18 
Nos piden la cantidad de Personas. 
A 45+17+204+17+18+154+18=150 


Aplicación 20. 
En un departamento de control de calidad de 
Un producto se consideran tres defectos (A, B 
y C) como los más importantes. Se analizan 
200 productos con el siguiente resultado: 
* El defecto A lo Presentan 58 productos, 

El defecto B lo Presentan 72 productos. 
El defecto C lo presen? 


tan 80 productos. 
Solo 100 productos Poseen exactamente 
Un defecto, 


Unicamente 10 produc 
tamente tres defectos, 


¿Cuántos Productos tienen solo dos defectos? 


los presentan exac- 


pp 


Resolución 
Graficamos. 


a 
5 


De los datos obtenemos que 
+ a+m+n+10=58 
+ b+n+p+10=72 
+ c+m+p+10=80 


Sumamos. 
100+2(m-+n+p)+30=210 


me+n+p=40 


, JUNTOS 
11» LEYES DEL ÁLGEBRA DE CON 


11.1. PARA UN CONJUNTO 


Ley involutiva 


(a) =A 
Ley de la idempotencia 
+ AGUA=A 
* AQNA=A 


TOS 


11.2. PARA DOS conJU: 


Ley conmutativa 


+ AuB=BUA 
* ANB=BNA 
+ AAB=BAA 
Ley de De Morgan 


- (ALBA NB 
- (A ABJA UB 
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Ley de la diferencia 
+ A-B=ANB" 
+ A-B=BC-Al 


Ley de la diferencia simétrica 
+ AAB=(A-B)U(B-A) 

+ AAB=(AUB)-(ANB) 

+ (AAB =ACAB=AABC 
+ (MABJABC=A" 

+ (AAB) AB=AC 


11.3, PARA TRES CONJUNTOS 
Ley asociativa 

* (AuBluC=Au(BuUC) 

* (ANBIAC=AN(BNC) 

* (AABJAC=AAÍBAC) 

Ley distributiva 

* AL(BACI(AUB)IN(AUC) 
* AN(BBUCIA(ANB)U(ANC) 
Ley de absorción 

* AU(ANB)=A 

AN(AUB)=A 

AU(A AB)=AUB 
AD(ACUB)=A NB 


. 
. 


Leyes adicionales 
á 


AUU=U 
ALA =y 


Teoría de conjuntos: 


Aplicación 21 
Dados los conjuntos A, B y C en U, simplifique 
la siguiente expresión: 


[Aa(Bac)]a[c a BC] 


Resolución 
Sea 


H=[44(BaC)lalc a BC] 


Por la ley asociativa, 


H=AAL(BABC)A(C A C)] 


Luego, 
H=AA[(U)A(9)] 
H=AAU 
H=A€ 

Otra forma 


H=[AA(Bac)]a[ca BC] 
> 
R RE 
Por la ley de la diferencia simétrica, 
H=A€ 


Aplicación 22 

Utilizando las leyes del álgebra de conjuntos, 
simplifique 

[Bu (4-B)-[(B UAT(A NC) 


Resolución 
Se tiene 


[Bu (4-BD]-[1(B UA)J(A NC) ] 


ley de la diferencia 


[BO(ANBD) -[BLA A ARO] 


ley de absorción ley de De Morgan 


[BUAJ-[BON AH (AU CS] 
edo 


ley de absorción 
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[BuA]-IBC NAS] 
a 


ley de la diferencia 


[BUA] n IBC NACI 
(cid 


ley de De Morgan 


[BUAINIBuUA] 


ley de la idempotencia 


. AUB 


Aplicación 23 
SiACB y BN C=0, indique lo que se obten- 
drá al simplificar 


E=(L(4NB)J-B] Cu (C-A) U (A-B) 


Resolución 
Dado que A está incluido con B, y además B y 


C son disjuntos, se tiene el siguiente diagrama 
de Venn-Euler: 


Luego, 


úl = lanar -8] neu AJu(A-B) 


% E US 
c la 
E=(Haciuc (ley de absorción) 
. E=C 
Aplicación 24 


Sean los conjuntos 
A=(ae 2/4 %+4a=503) 
B=[a€ A/bez A a=b?y 
Calcule n[P(4-B)), 
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Resolución 
Para A 


A=[aeZ/a+4a=547) 
A -5a+4a=0 
ala? -5a?+4)=0 

a yA 

a -1 
ala? -4)la?-1)=0 
ala+2Ma—-2Ma+Dla-1)=0 

> A=1(0; -2; 2;-1; 1) 


Para B 
B=lacA/beZ a a=0*) 
B=(0; 1) 


Luego, 
A-B=1(-2; 2;-1) 
n(A-B)=3 


n[P(A-B)]=2% =8 


Aplicación 25 

Sea n(4)=3x+1;n(B)=x+3; (>1D) py 

L ¿Cuál es el máximo valor de pe > 

o valor de n(A UB) 
NB! 
valores 


IL. ¿Cuál es el mínim . 
IIL. ¿Cuál es el máximo valor de ní 30% 
Dé como respuesta la suma de los 


obtenidos. 


Resolución 
L Nos piden el máximo 
El número de element 
Cula como ) 
-nanb 
n(auB)=n(a)+ n(B ) ¡onces 


nl 
aximo % ge 
Para que n(AUB) sea M decis B 


n(AnNB) debe ser cero, es : 
ben ser disjuntos. H 


). 
valor def a car 


¡ón 5 
os de la unión 
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Luego, 
NAUB) máx =MA)+ n(B) 
NAUB Imix=3X+14+x+3 
 NAUB) my =4x+4 


IL Nos piden el mínimo valor de n(AUB). 

Dado que 
nN(AUB)= n(4)+ n(B)-n(ANB) 

Para que n(AUB) sea mínimo, entonces 
n(AUB) debe ser máximo, y eso ocurre 
cuando uno de los dos conjuntos está in- 
cluido en el otro. 
Ahora, ¿cuál será el conjunto que esté in- 
cluido? El que tenga menos elementos. 
Del dato, 

y 
x>1 Sy 
232 Su .2 
3x>x+2* Es 
3x+1>x+3" 
n(4) > n(B) 

> MANB) max =n0(B) 


 RAUB) yy =00(4)=3x +1 


III. Nos piden el máximo valor de n(ANB). 
El máximo valor de la intersección ocurre 
cuando uno de los conjuntos está incluido 
en el otro. 
- MANB)ma=n(B)=x+3 


Finalmente, nos piden la suma de valores ob- 
tenidos. 


* (U0+4)+(3x+1)+(x+3)=8x+8 


Aplicación 26 

Se tienen dos conjuntos donde uno está inclui- 
do en el otro, Sila diferencia de los cardinales 
de Sus conjuntos potencia es 112, indique el 
Número de elementos que posee el conjunto 
ue incluye al otro. 


AA 


Resolución 
Sean A y B dos conjuntos, tal que ACB. 


> 20_9-112 


» 
Si se tiene la expresión 
4=2"-2 
Factorizando se obtiene 
A=2M(2-1) 
Es decir, el factor 2* de A es el sustraen- 


do de -2 


Ejemplos 


1 Pa ré)= 112x120 


Luego, dado que 112=7x2* 
OS 
> 20-707x2 


n(B)=4 


Finalmente, 
70=8x21=2? 
. N(A)=7 


Aplicación 27 

De 32 personas que practican básquet o vó- 
ley, se sabe que el número de mujeres que 
practican solo básquet es menor en 8 que el 
número de personas que practican ambos 
deportes y es la cuarta parte del número de 
varones que practican solo vóley. Calcule la 
máxima cantidad de personas que practican 
solo básquet. 
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Resolución 
A partir de los datos, tenemos el siguiente dia- 
grama: 

n(U)=32 


básquet vóley 


Para que (n+x) sea máximo, asumimos que 
6n+8+x=32 
6n+x=24 
x=24-6n 
15 Ñ 
1 E 
6 y 


(+0 ma =19 


Aplicación 28 

En una reunión donde hay 100 personas, se 
sabe de ellas que 40 no tienen hijos, 60 son va- 
rones, 10 mujeres están casadas, 25 personas 


casadas tienen hijos y hay 5 madres solteras. 
¿Cuántos varones son padres solteros? 


Resolución 


A partir de los datos, tenemos el siguiente dia- 
sl grama: 


casados solteros 


v(60) con hijos 


2(40) 


n(U)=100 


En el conjunto de personas que tienen hijos 
25+a+5=60 
a=30 


Por lo tanto, hay 30 varones que son padres 
solteros. 


Aplicación 29 

Se le preguntó a 120 personas sobre su prefe- 

rencia por 3 clases de bebidas, A, B y C, y se 

tuvo la siguiente información: 

+ 30 personas prefieren 2 de las 3 bebidas, 

+ Ninguna de las personas que les gusta la 
bebida A prefiere la bebida C. 

+ 10 personas no prefieren ninguna de las 
bebidas. 

¿A cuántas personas les gusta solo una d 

bebidas? 


e las 


Resolución l 
ta la 
Dado que a ninguna persona que le e 
bebida A prefiere la bebida Cc, entonc 

son disjuntos. 


A )=120 


Por dato, se sabe que 
a+b=30 
Nos piden x+y+2- 


Luego, 


120 


a+b+x+y+z+10= 


x+y+z=80 


Lectura 


Acerca de la historia de la teoría de conjuntos 


El concepto de infir 
dió el concepto 
infinito se e 


o fue tratado por Zenón de Elea y sus célebres paradojas; Bolzano defen- 
i ido dar ejemplos de cómo los elementos de un conjunto 
ino a uno con elementos de sus propios subconjun- 

sobre teoría de números, de gran calidad. 
| curso de la matemática. 


Al emp mnomeétricas, aparecen las primeras ideas sobre 
ículo en la revista Crelle que marca el nacimiento 
Cantor consideraba dos clases diferentes de infini- 
infinitos compartían el mismo tamaño—: los que 

se podían poner en correspondencia uno a uno con los números naturales (los que se podían 
numerar) y los que no. 


teoría de pte En 1874, p 
de la teoría de conjuntos. En 
tos — plas entonces se creía que 


Cantor demostró que los números reales algebraicos podían corresponderse uno a uno con 
los números naturales, pero que esto no ocurría con los números reales (que incluyen, además 
de los reales algebraicos, los transcendentes). 


En 1878, Cantor envió otro artículo a la revista Crelle, pero la formalización de la teoría de con- 
juntos era una materia muy discutida, especialmente por Kronecker, quien pertenecía al equipo 
editor de la revista. Intentaron que Cantor retirase el artículo, mas Dedekind convenció de lo 
Contrario a Cantor, y Weierstrass respaldó la publicación. 


En 1897, se publica la primera paradoja de la teoría de conjuntos (el ordinal del conjunto de 
todos los ordinales debe ser un ordinal y esto es una contradicción) y dos años después, 
Cantor descubre otra más: ¿cuál es el cardinal del conjunto de todos los conjuntos? La última 
Paradoja jue encontrada por Russell Zermelo en 1902 (Si A=(x/x no es miembro de x), ¿A es 
*iemento de A?). 

La paradoja de Russell minaba el edilicio de las matemáticas, Russell y Whitehead intentaron 
fundamentar las matemáticas en la lógica, en Princioia Mathematica. 

A pesar de las Paradojas, la teoría de conjuntos empezó a influir en otras áreas de la matemá- 
tica. Lebesgue la utilizó en su integral. 

El primer intento de axiomatizar la teoría de conjuntos lo hizo Zermelo en 1908. Después lo 


intentaron Fraenkel, Von Newman, Bernays y Gódel mostró las limitaciones de cualquier teoría 
axiomática, 


Adaptado de <http/www.divulcat.com>. 
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>» Problemas resueltos 


Problema 1 


Sea B=(0, (5; 0), 18; (4))). Determine la ver- 
dad (V) o falsedad (F) de las siguientes propo- 
-siciones: 


L 0€eB II. 88 B 
IL (530) B MW (4)eB 
Resolución 


Realizamos un diagrama de Venn-Euler. 


A partir del cual, observamos que 


L 0eB (v) 
IL (5,0) B (v) 
IM. 8eB (E) 
MV. (4eB (F) 
Problema 2 


Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 


L 3xe€ N/3x=4 
IL 3x€ A/x+3 > 5; A=41;2; 3:4) 
Resolución 
L Falso 

x tendría que ser 4/3, pero 4/3  N. 
IL. Verdadero 


Basta que cumpla Para un x, por ejemplo, 
para x=4 ! 


44+3>5 
7>5 
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Problema 3 

Niegue las siguientes proposiciones: 
L  vneZ*:2n es par 

IL 3x6 A/2x+1 < 5; A=(2; 3, 4,5) 


ción 


L. -(vneZ*:2nes par) 
3n € Z*/2n esimpar) 


IL -(Exe A/2x+1 < 5) 
VxeA:2x4+1>5 
Problema £ h 
Coloque verdadero (V) o falso (F) con relació 

al conjunto A=(a, (b; c), d). 


5 Abc) EA IV. ceA 
IL (bjcje A v 1cjeA 
TIL (4b;c)) CA VI. (cjcA 


Resolución Euler. 
Realizamos un diagrama de Venn- 


(5) porquebéA 


L (bjc)cA 

IL (bojcjea  W A 
¿cy€ > 

ML. (Lo; 0) CA (1) porque sl 

WM ceA (E) 

V. 4c)eA (_) 


A 
VI. (o cA (E) porque” E 
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Problema 5 
Si A=13, 12; 8), 5), indique el valor veritativo 
de las siguientes proposiciones: 


L Ixe P(4)/(3) cx 
Il. 3xe P(4)/(2;8) e x 


Resolución 
l.. Verdadero 
En P(4), se tiene como elemento a (3); si 
x=(3) 
Luego, (3) c (3). 
- IL Verdadero 
Cuando x=((2; 8), 
((2; 8) e P(A) 
(2; 8) e (12; 8) 


Problema 6 
En el siguiente diagrama, se observa las canti- 


dades de deportistas que practican fútbol (F), 
básquet (B) o vóley (V). En total son 50. 


Halle cuántos practican 

L- fútbol 

- fútbol y vóley 

- fútbol, vóley y básquet 
Vóley pero no fútbol 
solo básquet 

- Solo fútbol y básquet 

VIL fátbol o vóley 


Teoría de conjuntos 


Halle también cuántos no practican 
VIIL fútbol 

IX. vóley o básquet 

X. ninguno de los tres deportes 


Dé como respuesta la diferencia entre el ma- 
yor resultado y el menor resultado. 


Resolución 
A partir del diagrama se observa lo siguiente: 
L— 7434244=16 


IL. 24+4=6 

IL 4 

MV. 8+5=13 

vV 9 

VI 3 

VIL 74+3424+4+8+5=29 
VII 84+5+9+12=34 

IX. 7+12=19 

Xx 12 


Nos piden la diferencia entre el mayor resulta- 
do y el menor resultado. 
34-3=31 


Problema 7 


Dados los conjuntos 
L=(limeños) 
P=(peruanos) 
A=(argentinos) 
represéntelos mediante los diagramas lineales. 


B=(bonaerenses) 
S=([sudamericanos) 


Resolución 

A partir de los conjuntos dados: 

+ Todo limeño es peruano: L cP 

+ Todo bonaerense es argentino: B CA 

+ Los peruanos y argentinos son sudameri- 
canos: PCS AACS 

Por lo tanto, se tiene que 


Ss 
e 
P A 
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Problema 9 Resolución 
Graficamos convenientemente, 


Una empresa de transporte urbano dispone de 
cierto número de combis, de las cuales 5 están 
en reparación; además, se sabe lo siguiente: 

+ Enlas mañanas circulan 42. 

+ —Enlas tardes circulan 38. 

+  Enlas noches circulan 30. 

+ En las mañanas y en las tardes circulan 20, 
+»  Enlas tardes y en las noches circulan 14. 

»  Enlas mañanas y en las noches circulan 16. examen 
Determine cuántas combis son en total si se | 
conoce que son 5 las que trabajan todo el día. 


Resolución donde 


Realizamos un diagrama de Venn-Euler. [—] Aprobaron solo un examen (5a) 
E Aprobaron solo dos exámenes (3a) 


) Del dato sabemos que en total son 90. 
¿> 3a+a+a+5a=90 

5 10a=90 => a=9 

Por lo tanto, aprobaron el curso (por lo men 
dos exámenes aprobados) 


3a+a=4a=4(9)=36 alumnos 
Luego, 


n(U)=424+9494+5+5 
. n(U)=70 Problema 10 


De los conjuntos 
Problema 9 A=41; 2; 3; 4; 5; 6) 


Un total de 90 alumnos dieron tres exámenes B=12; 4;6,7,8) 

para aprobar un curso. Se sabe que los que se obtiene que c-B=11;9% tó 
aprobaron solo un examen representan el Halle el cardinal de la región subia 
quíntuplo de los que aprobaron los tres exá- 

menes, y los que aprobaron solo dos exáme- B 
nes resultan el triple de los que desaprobaron 
los tres exámenes. Si el número de los que 
desaprobaron los tres exámenes es igual al nú- 
mero de los que aprobaron los tres exámenes, 
¿cuántos aprobaron el curso? Considere que 
para aprobar el curso es necesario que aprue- 
ben por lo menos dos exámenes. 


reada- 
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CAPÍTULO|lIl 


Teoríade conjuntos 


Resolución 
Ubicamos los elementos en el gráfico. 


Por lo tanto, en la región sombreada hay cuatro 
elementos. 


Problema 11 


Represente el siguiente gráfico: 


Resolución 

La parte sombreada del diagrama se puede 

representar como 

bi de Cc B C 
E | | E 
(ALO na] 


(ABACO) 


(ALO nB-(AnBNO] 


— 


Problema 12 


Halle el valor veritativo de las siguientes pro- 
posiciones: 

L (ANB)-C=(A-C)NB 

IL (ANB)-C=(B-C) MA 

Il. A-(AUB)=0D 


Resolución 

L Verdadero 
(ANB)-C=(A-C)MNB ire ta diferencia) 
ANBAC=ANCOAB 


IL. Verdadero 
(ANB)-C=(B-C)IMA deyueta aiterencia) 
A A 
ANBAC=BACNA 


lIL Verdadero 
Dado que A C(A UB), 
A-(AUuB)=9 


Problema 13 

Dados los conjuntos 
A=4x/x" < 500; x € Z*) 
B=fxg Al? <100;x € Z*y 
calcule n(A)+n(B). 


Resolución 
Hallemos el cardinal de cada conjunto. 


*  A=4x/x"<500;x€ Z*) 
ls 1,2% 3% 4% 


A=(1;2;3,4) > n(4)=4 


: B=[xe A/x? <100; x eZ ) 
ZA 
x21,23,4 xl 5; 


B=15;6,7,8,9) => n(B)=5 


. MRAJ+n(B)=9 
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Problema 14 

si A=(1; 2; 3; 4; 5), señale el valor de verdad de 
las siguientes proposiciones: 

L 3x€A/x+3<10 

II. VxeA,3y€ A/x+y<7 

IM. Vxe Ajx+3<8 

v. lx E A/x+3 >6 


Resolución 
L Verdadero 
Se verifica, por ejemplo, para x=2. 


II. Verdadero 
Cuando y=1, se verifica para todos los va- 
lores de x. 


IIL Falso 
Para x=5 no se cumple. 


IV. Falso 
La proposición dice que solo hay un ele- 
mento de A que verifica; sin embargo, hay 
3 valores que verifican: 3; 4 y 5. 


Problema 15 

Dados los conjuntos A, B, C y D, tales que 
+ n[(BUC)-D]<0 

« nlAx(BuCuD)]|=70 

* 5xn(BuC)=n(D) 

calcule n[Ax(B u C)]. 

Resolución 

Como el cardinal no puede ser negativo, 
> n[BuC]-D=0 

Esto quiere decir que 

+ (BuC)cD 

* BUCUD=D 
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Luego, 


nlAx(BuUCuUD)]|=70 


D 
Entonces 

n(A)xn(D)=70 0) 
Además, 

5xn(BuC)=n(D) (ID 
Multiplicamos (D) y (ID. 


no ne a O) 
n(4)xn(B u C)=14 


n[Ax(BuC)]=14 


Problema 16 


1 
Sean los conjuntos no comparables Á yB 


0 subconjunto 


to B tiene 255 subconjuntos pagos 
Arana =16. si MaL adds 
subconjuntos con más de un elemen 
el siguiente conjunto? 


O=PI[(AxB)nN(BxA)] 
Resolución 
Se tiene que 


e ge sub- 
nvdesub- Móde sub 


nde sub: conjuntos sin atra 
conjuntos elementos unida e 
9 = 1 + na) + 
> n(4)=7 
Además, 
270214255 
> n(B)=8 


CAPÍTULO!1l 


eoriaide conjuntos 


Luego, se sabe que 
« nlrtana]=16 
arlaraf) 16-21 


> nAnBl =4 (0) 


- nlíauá]=1 


Realizamos un diagrama de Venn-Euler. 


A partir del diagrama, reemplazamos en 


7-p+8-p+1=4 > p=6 
Luego, 
n[lAxB) n(BxA)] =6x6=36 


Por lo tanto, el número de subconjuntos con 
más de un elemento es 2%'-36-1=2%_37. 


Problema 17 


A, By C son tres conjuntos, tales que satisfacen 

las siguientes condiciones: 

* A está contenido en B y B está contenido 
enC, 


Si x es un elemento de C, entonces x tam- 
bién es un elemento de A. 


Señale el enunciado correcto. 


A) Bnoestá contenido enA. 
B) Cno está contenido en B. 


O) ASB, pero CB 
D) ÁANB=C 


E) La reunión de A con B tiene elementos 
que no Pertenecen a C. 


Resolución 

Se sabe que 

* ACBaABCC > ACC 

* (xeC > xeA)=CcA 

Dado que A <C A CCA, entonces A=C, lo cual 
exige que 


A=B=C 


Porlo tanto, el enunciado correcto es AN B=C. 


Dados tres conjuntos, A, B y C, con n, 3n y 
(n-1) elementos, respectivamente. Si A 
y B tienen n/2 elementos comunes, A y C 
tienen n/4 elementos comunes, y B y C tie- 
nen 2 elementos comunes; además, hay un 
único elemento común a los tres, calcule 
ni(A AB)-Cl. 


solución 


Realizamos un diagrama de Venn-Euler, sien- 
do la parte sombreada lo que nos piden. 


C(n-1) 


Por lo tanto, 


A | 
qe" a 
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Problema 19 
De acuerdo con el diagrama siguiente, simpli- 
fique (1UT)u(lANB)UB). 


Resolución 
Simplificamos. 
(auc)u((anB)uB) 
RA al 
L B (ley de absor y 
UU B 
gu B 
B 


Problema 20 


Sean A y B dos conjuntos cualesquiera. Indi- 
que cuál de las siguientes expresiones es falsa. 


AM (MAB)EB 

B) AUB C(A ABS) 

O (ANB CA UB 

D) ANB)U(ANRBS=A 

E) ANBCI(ANB UA AB) 


Resolución 


Graficamos la alternativa E. 


Por lo tanto, la expresión 


(AB cllanadulac 8)es falsa 


Además, las alternativas A, B 


»CyD 5 
daderas. 92 50m ve, 


Problema 21 
Simplifique la siguiente expresión; 
[ICAMAB)IN(B LAY y [A-(BUAUC)" 


Simplificamos. 


[ICO(44B)15(B'AJ o lA-(B'uAUCI] 


AS 


[CO(14B)5(B-4)) o lA n(B'uALc) 


(CABRA TOA '=A' 


Ac 


¿Cuántos de los conjuntos dados a continua: 
ción son vacios? 

LL A=(xeR/x=x;x%*x) 

Il. B=(x€ N/17+3x+2=0) 

Il. C=(x6€R/3<x<5) 

IV. D=(x € N/x*-1=0) 

Vo E=íxeR/x=4 a 2x=3) 

VI F=(x € R-10)/-x=x") 


Resolución 
L— A=(xEeR/x=x,x%x) cmismoi 
ú iguala 0 cores 
Todo número real es 18 RE 


ni 
. ex no lie 
tonces la expresión Xx*% 


reales que lo verifiquen: 


A=90 


CAPÍTULO!ll Teoría de conjuntos 


IL B=(x€ N/x%+3x+2=0) . dies 1 5% 
Si x es positivo, E +x es positivo. 


Si x es positivo, entonces 


% 


x>0. Si x es negativo; E +x es negativo. 
Xx 
3x>0 | (+) 
250 > F=9 
+3x+2>0 , Por lo tanto, hay cuatro conjuntos vacíos. 


> x2+3x+2 es positivo 


. B=9 


A un matrimonio asistieron 150 personas. El 

IL. C=(xeR/3<x<5) número de varones es el doble del número de 

C es un conjunto infinito. mujeres. De los varones, 23 no usan reloj pero 

€ sí tienen terno, y 42 usan reloj. De las mujeres, 
Ñ «. C=(3;5) : > 

3 las que no usan vestido son tantas como los 

hombres que no usan terno ni reloj. Si 8 tienen 


IV. D=fxe N/x-1=0 : E dada . : 
( / ) o vestido y reloj, ¿cuántas mujeres usan vestido 
Ñ Resolvemos la ecuación. pero no reloj? 


-1=0 

(+ D(x-1)=0 
Entonces x puede ser 1 o —1 
Como x € N, entonces x=1. 
 D=(1) 


a Vo E=íxeR/x=4 a 2x=3) 


Resolvemos cada ecuación. 


* xi=4 > x=2 v x=-2 


3 
+ 2x=3 =2 
== e 3 


No hay un valor que verifique ambas con- 


diciones. 
. E=p En los varones, se tiene que 
a+424+23=100 
Vi. P=fxé R-(0)/x=x") 
> a=35 
Resolvemos la ecuación. 
¿ =x= 1 Nos piden 
x 
? x=50-(35+8) 
0=-=+x 
x “ x=T 
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Problema 24 

En una batalla intervinieron 300 personas; 54 
fueron heridos en la cabeza, 48 fueron heridos 
en el brazo, 18 fueron heridos en la cabeza y 
en el brazo, 20 fueron heridos en la pierna y 
en el brazo, y 12 fueron heridos en la cabeza 
y pierna. Si el 42% de los que intervienen en 
la batalla fueron heridos, averigúie cuántos fue- 
ron heridos en los 3 lugares, ya que 68 fueron 
heridos en la pierna. 


Resolución 
Realizamos un diagrama con los datos dados. 


U(300) 


brazo 


(18) 


pierna 
(68 


Sabemos que el total de heridos es 
42 
42%300=—= = 
(y ÁS 300 =126 
Los heridos en la pierna son 
12+a+b=68 => a+b=56 


En el total de heridos 
54+a+b+c=126 => c=16 


En los heridos del brazo 
18+b+c=48 > b=14 
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En los heridos de brazo y pierna, 


x+b=20 
. x=6 
Problema 25 


Halle el valor de verdad de las siguientes pro- 
posiciones: 


IL. Si U: conjunto universal, entonces 
([(4-B) 0 B]n[(4UB) a Cly=U 


II. SIA CB, entonces A-B=0. 


IM. Si n(A)=6 y n(B)=8, el máximo valor de 
n[P(4) u P(B)] es 320. 


plus 
Verdadero 
(1A4-B)0B]n (40 B) 0 CH 
E 
AMB 
TER 
lo) 


2 =Uu 


II. Verdadero 
Si ACB, entonces A-B=0D 


A-B tiene como elementos a au há 
pertenecen a A pero no a B, lo cual P 
dato no ocurre. 
> A-B=9 

lIL. Falso on dis" 
n[P (4) u P(B)] es máximo siAyBS 
juntos. a común al 


Además, P(4) y P(B) tienen €! 
conjunto vacío. 


]- 
niP(a) OLLA (e) 


nie) np 


n[P(4) u PO APA 
APA) UP) Ima =319 


CAPÍTULO! 


Lo 


pe 


Test 


Halle la secuencia correcta de verdad (V) o 

falsedad (F) de las siguientes proposiciones: 

L El conjunto A=(2; 3; 5;7) tiene 4 ele- 
mentos. 

Il. 3€ A, donde A=(2; 3; 5; 7). 

11. (5) c A, donde A=(2; 3; 5; 7). 


A) VVV B) VVF C) VFF 
D) FFF E) FFV 
Sea el conjunto 

B=(2a-3/aeN; 4<a<9) 

Calcule n(B). 

A) 2 B) 3 O 4 

D 6 E) 8 
Sean los conjuntos iguales C yD. 
C=(a+3;, 25) 

D=(3b-2,18) 

Calcule a+b. 

A) 24 B) 31 O 4 

D) 16 E) 21 


Sea el conjunto 
E=[Gr+Dez/4<x<7) 
Calcule el número de subconjuntos de E. 


Ae 


B) 16 
D) 64 


C) 256 
E) 512 


Halle la suma de elementos de F si 
FAlrez; -3<x<3) 


A 1 
D) 19 


B) 20 O 22 


E) 21 


¡BM2B:30:<H0:sH6s 


A 


7 Í 


Teoría de conjuntos 


Halle a+b si el conjunto G es unitario. 
G=[a+1 b+2; 10) 


A) 15 
D) 16 


B) 17 C) 19 


E) 18 


Dados HyJ, dos conjuntos contenidos en U; 
además, n(H)=20, n()=30, n(HAJ)=10, 
n(U)=45. Hallen(H A JD) +n(H Uy). 


A) 75 
D) 86 


B) 70 O) 59 


E) 30 


De un grupo de 180 atletas, 80 lanzan ja- 
balina y 90 lanzan bala. Si 40 lanzan bala y 
jabalina, ¿cuántos no realizan ninguna de 
estas dos actividades? 
B) 80 C) 45 
E) 60 


Son encuestadas 100 personas sobre si 
practican fútbol o básquet. Se sabe que 
20 no practican estos dos deportes, 30 no 
practican fútbol y 60 no practican básquet. 
¿Cuántos practican fútbol y básquet? 


A) 18 
D) 20 


B) 21 O 30 


E) 24 


U, En un grupo de 50 estudiantes, 24 no cur- 


san Lenguaje y 28 no cursan Matemáticas. 
Si 14 estudiantes no cursan Matemáticas ni 
Lenguaje, ¿halle cuántos estudiantes cur- 
san exactamente una de dichas materias? 


A) 14 B) 28 O 2 
D) 30 E) 20 
Dem 911 Claves 
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» Problemas propuestos 


Nivel básico 


Se tienen tres conjuntos, tales que 
A=(a?+b?-5; 4a; 8) 
B=1(b-2c-3; a +4) 
C=(a+b+c/A=B) 


Además, (a; b;c) cZ. 
Calcule C si A y B son conjuntos unitarios. 


A) 13; 12) 
B) (-3;12) 
O) (3; -12) 
D) (-3;-12) 
E) (3,8) 


Los cardinales de los conjuntos A, B y C son 
números enteros consecutivos; además 
nIP(A)]+n[P(B)1+n[P(C)]=448 
Determine el valor de 

E=n(A)+n(B)+n(C) 


A) 21 
D 23 


B) 22 C) 20 


E) 2 


Sean los conjuntos A, B y C conteni- 
dos en un conjunto universal (U). Si 
n(U)=18; además, A, B y C son tres con- 
juntos cuyos números cardinales están 
en progresión aritmética creciente, cal- 
cule la suma del máximo y mínimo valor 
de n[P[(4 NB) uC]']. Considere que 
n[P(A)]+n[P(B)] +n[P(C)]=336 


A) 1064 
D) 1088 


B) 1040 C) 1096 


E) 1032 


Si Luis prepara diferentes clases de jugos 
con las frutas que tiene, puede obtener 
31 jugos de diferentes sabores. Si Pedro 


puede obtener 120 jugos de diferentes sa. 
bores y en cada uno de ellos utiliza, por 
lo menos, 2 frutas diferentes, resulta que 
ambos (Pedro y Luis) pueden coincidir 
en preparar 6 jugos de 2 frutas diferentes, 
¿Cuántas variedades de frutas tienen entre 
los dos? 


C) 9 
E) 8 


A) 12 
D) 6 


B) 10 


Sean A, B y C tres conjuntos contenidos en 
un universo finito de 60 elementos; ade- 
más, se tiene que 

» n(BACI=40 

* nan (Bn co)=10 

* MNANBAC)=5 

* BOACAA=D 

Calcule MAC ABEACO. 


05 


A 10 
A E) 3 


D) 4 


B0 


. eS] .ec- 
En una encuesta a 198 estudiantes ] pee 
to a la profesión que van a seguir, $ 
ne la siguiente información: 

o desean Sistemas A 
n Medicina: 


on tam: 
+ Los que sol 
tos como los que desea 


dicina ' 
+ Los que desean Sistemas Y eses 
son la quinta parte de los qU 
Sistemas o Medicina. ¿medie 
+ Los que no desean Sistemas pro solo 
na son la tercera parte de los 
desean Medicina. a 
¿Cuántos desean solo Medicina: 
10) 36 
18 
ae 0 e 


CAPÍTULO! lll 


po 


De los residentes de un barrio, se observa 
que 29 trabajan y 56 son mujeres, de las 
cuales 12 estudian. De los varones, 32 tra- 
bajan o estudian y 21 no trabajan ni estu- 
dian. Si 36 varones no trabajan y 3 mujeres 
estudian y trabajan, ¿cuántas mujeres no 
estudian ni trabajan? 


A) 21 
D) 35 


B) 28 C) 30 


E) 40 


En los meses de enero y febrero del 2021, 
un joven asiste a la academia 48 días, visitó 
a su enamorada 31 días y tuvo que trabajar 
24 días. ¿Cuántos días solo visitó a su ena- 
morada si no hubo día en que se dedicara 
solo a dos actividades, tampoco hubo un 
día en que no realizara dichas actividades? 


A) 9 
D) 20 


B) 13 Cc) 


E) 24 


De un grupo de 60 escolares, se observa que 
en sus tiempos libres hacen lo siguiente: 

* A10 de ellos les gusta la música, pero 
No ver televisión. 

A los que les gusta la música y ver 
televisión son la mitad de los que les 
gusta fútbol y televisión pero no músi- 
Ca, y estos a su vez son 1/4 de los que 
les gusta ver televisión. 

Se sabe que a todos los que les gusta la 
Música les gusta el fútbol. 

A 15 les gusta ver televisión y no fútbol. 
Atodos les gusta la música, la televisión 
O el fútbol. 

Halle la cantidad de personas que cumplen 
a siguiente condición: No es cierto que, si les 
gusta el fútbol entonces les gusta la música. 
B) 20 O) 30 
E) 40 


Teoría: de:conjuntos 


10. De 150 personas que estudian alemán (4), 
inglés (1), francés (F) y ruso (R), ninguno 
que estudia F estudia R; 22 solo estudian A, 
20 solo estudian /; 20 solo estudian F; 20 es- 
tudian A y R, pero no estudian /; 6 solo estu- 
dian F e /; 4 solo estudian A y F; 24 estudian 
R e [; 28 solo estudian R; y 1 solo estudia 
A e l. ¿Cuántas personas estudian A, / y F? 


Ad 4 
D) 10 


B) 5 O 6 


E) 8 


'*. De un total de 100 personas, hay médicos, 
ingenieros y diseñadores, pero cada perso- 
na tiene una sola profesión. 

* Seis son médicos que hablan español. 

+ Veinte que hablan inglés no son dise- 
ñadores. 

+ Cuatro son ingenieros que hablan es- 
pañol. 

+ Veinticuatro son diseñadores, pero no 
hablan español ni inglés. 

+ Cuarenta y uno no hablan español ni 
inglés. 

Calcule cuántos son diseñadores que ha- 

blan español o inglés si todos hablan un 

solo idioma. 


A) 36 
D) 24 


B) 29 C) 27 


E) 31 


2. En un grupo de 60 estudiantes, 26 hablan 
francés y 12 hablan solo francés, 30 hablan 
inglés y 8 hablan solo inglés, 28 hablan ale- 
mán y 10 hablan solo alemán, también se 
sabe que 4 hablan los tres idiomas. ¿Cuán- 
tos hablan inglés y alemán pero no francés 
si se sabe que 5 no hablan ninguno de es- 
tos idiomas? 

B) 12 O 1 

E) 9 


A) 13 
D) 10 
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Nivel intermedio 


12, Dados los conjuntos A, B y C 


VxeC > xeAnrxeB 


además 
*«  n(A-C)=a * nNAUB)=c 
+ n(B-C)=b » NANB)=d 


Halle n(C) en función de a, b, c y d. 


a+b+c+d 
3 

a-b+c-d 
2 

a+b=c-d 
% 

c+d-a—-b 
2 

a=b+c-d 
3 


A) 


B) 


[o] 


D) 


E) 


. Se sabe que a € Z; b € Z, F y G son tales 


que G +0 y FUG es un conjunto unitario. 
F=(a*+2b;0*+1) 
FUG=1(a+4b; b+1-3a) 


Halle FAG. 
ne PRO! 0) 10) 
D (1 Ef 


. Para los conjuntos A, B, C y D, se cumple 


lo siguiente: 
. C-A=9 
* BAD=D 
+ n(C)=4 


* RANn(BUCUD))=2 
+ n(P(A))=128 


Calcule n[(4 A B)-C-D]. 
Considere que A y D son disjuntos. 


16. 


Sean los conjuntos 
A=1(2/n€ Z*) 
B=(n/ne Z*; n<8) 


¿Cuántos subconjuntos propios tiene (B-A) 


A 3 
D) 31 


B) 7 0) 63 


E) 15 


. Entre los asistentes a un circo se observó 


18. 


lo siguiente: 

+ En platea, cada niño varón fue con su 
mamá y cada niña fue con su papá, y 
por cada niño varón había dos niñas. 

+ Las niñas que ocupaban tribuna fueron 
con sus dos padres y cada una de ellas 
estaba con un hermanito varón. 

+ Solo asistieron 10 niños varones sol 
estos estaban en tribuna. 


los y 


? 1es 

+ Los niños solos son 1/3 de las be 
en tribuna y estas, a Su vez, son la 
tad del total de personas en platea. 


A irco si nin: 
Calcule el total de asistentes al circo 


Ss qe mo 
gún adulto fue sin un niño o niña, asíco! 
ninguna niña fue sola. 

0 
A) 250 B) 120 c) e 
D) 270 By 


UN y 
ingresantes alo 5 es 
antidad de e 
la de mujer yo 
bos de Inge po? 

tes, 07 
can e Inge 


De un grupo de 70 
se observa que la € 
cinco veces más que 
rones no son cachim 


las mujeres ingl0 
Sistemas P 


1 ] 
n tantas com 7 cuám 


Sistemas y 
son de Ingeniería de 
niería Electrónica, 50! 


ee ¡stemas- 
chimbos de Ingenieria e si A 


al 
tas mujeres son cachim> 
Electrónica o de Ingen 


imbas s 
jería sistem? 
yl 


CAPÍTULO!I 


19, En una reunión, a la que asistieron 90 de- 


2 


portistas, se observa que 40 practican fút- 
bol; 39, básquet; 51, vóley; y 54, natación. 
Además, 15 practican fútbol, natación y 
básquet; 14, fútbol, básquet y vóley; 18 
practican básquet, natación y vóley; 25 
practican fútbol y vóley. Además, asistieron 
9 personas que practicaban los cuatro de- 
portes, 7 no practican ningún deporte y 2 
practican solo natación. ¿Cuántos deportis- 
tas son los que si no practican básquet y no 
practican fútbol, entonces practican vóley? 


A) 62 
D) 66 


B) 55 C) 58 


E) 81 


20, En cierta universidad, para ser alumno re- 


gular se requiere estar matriculado en por 
lo menos 2 cursos, En el presente ciclo, de 
Un grupo de 120 alumnos, se sabe que 30 se 
matricularon en Física Il, los 35 que se ins- 
cribieron en Álgebra Lineal también lo hi- 
cieron en Matemática 111; 80 se matricularon 
en Estadística Ill o en Física Il y 18 alumnos 
se inscribieron en Matemática III y Física Il, 
o en Estadística III y Física I, pero no en los 
3 cursos. Halle el máximo valor de la canti- 
dad de alumnos no regulares si los que se 
inscriben en Física Io Estadística III no lo 
hicieron en Álgebra Lineal. 


A) 45 


B) 49 O 67 
D 7 E) 82 
Se tienen tres conjuntos finitos, A, B y C, 
Para definir la Operación p*g =pC A q. 
Además, 
*  n(U)=60 * n(B*C)=30 
n(A*B)=36 + n(ALB))=20 


MNANBA CO=6 $ 
NCAA UB)=12 
Halle n(cc+ AS, 


n((B n C)-A)=4 


¡Teoría/de'conjuntos 


A) 30 
D) 18 


B) 24 C) 32 


E) 28 


.. En una fiesta, se observa que la cantidad 


de varones menores de edad que están 
bailando es el doble de la cantidad de 
mujeres adultas que bailan y usan lentes 
y, a la vez, es la mitad de adultos que no 
bailan pero usan lentes; además, los varo- 
nes adultos que bailan exceden en 12 a las 
mujeres menores de edad que bailan y 19 
son mujeres adultas que bailan y no usan 
lentes. Halle cuántas personas menores de 
edad no bailan si se sabe que el 30% de las 
personas que hay en total están bailando. 
Considere que el total de personas es 200; 
además, hay 2 personas adultas que no 
bailan y no usan lentes. 


A) 128 
D) 112 


B) 108 C) 110 


E) 64 


:. De 39 alumnos que aprobaron al menos 


Aritmética (4), Álgebra (X) o Geometría 
(G), se sabe que los aprobados en solo 
dos cursos son unos tantos como otros; 
los aprobados en los tres cursos son 1/6 de 
los que aprobaron solo X, 1/5 de los que 
aprobaron solo A, y 1/3 de los que aproba- 
ron solo G. Indique la cantidad de alum- 
nos, como máximo, que si aprobaron A, 
no aprobaron G. 


A) 30 
D) 20 


B) 32 O) 34 


E) 22 


- Si se sabe que A AB=B-A, halle la expre- 


sión conjuntista reducida de M. 
M=(I(4 0 B) ABINBIA[(A4AB) A(A-B)]C 


A) A-B 
D) ATAB 


B) ANB O A“UB 


E) AUB 
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Nivel avanzado 


05, Determine la secuencia correcta de ver- 


124 


dad (V) o falsedad (F) de las siguientes 
proposiciones: 

L -[VvxeR;x2>0]=3xe R/x2>0 

IL SiA=(0; 2 4; 6) >Vx € A: 2x2-2 

TIL Si U=(-1; -2; 0,3) >3x € U/x+2 < -10 


A) VVF 
D) FVV 


B) VVV C) VFV 


E) FVF 


5. Sean los conjuntos A, B y C. Halle la se- 


cuencia correcta del valor veritativo (V o F) 
de las siguientes proposiciones: 

L VA¡IBACIBAC=9 A (BUC)=A 
Il. 3C/WA¡ANC=C 

II. VA; VB¡AUV(BNA)=A 


A) FVV 
D) VFV 


B) VVV C) FVF 


E) FFF 


27, Determine la secuencia correcta de la vali- 


dez (V o F) de las afirmaciones siguientes: 
L SiIAMB=ANC, entonces B=C. 
IL. Si(B-C)AAC(ANB), entonces B CC. 
IM. Si(ANB)EC, entonces ACCABCC. 
TV. SIACB CC, entonces 

C=AU(B-A) uv (C-B) 


A) FVFF 
D) FFFF 


B) FFVF C) FFFV 


E) FVVF 


28. 


un 


. Se define 


0, Se define la operación + entr 


Sean los conjuntos 
A=4xe R/2x-1=x% 
B=4Y 

C=[xe€ R/x< 1) 
Determine (AUB)“UC. 


A B 
B) 4 ! 
0) AMB | 
D) APAB 
E) A 


A*B=[A UB U(BAA9 
ABOB=BUA" 
Reduzca ([(4*B)uB] 0B)*B. 


AD B) B c) U l 
D) A E) 4-B í 
e conjuntos Ñ 


como A tB=A'NB'. 
Sean las proposiciones | 
L ARA=A 

IL (A+B)*+ (AR BJ=AUB 

M. (44) 4(B B)=A nB 

IV. A4(B40)=(44B)* Cc 
¿Cuántas de estas son falsas? 
Al B)2 E | 
D)4 | 


REL 


Numeración 


William Nilthon Huamán Arotoma 


CAPÍTULO IV 


NUMERACIÓN 


posicional de nun 

+ Reconocer el ordi 1 ¡ue Oct Í l anurmetal, adem 
de evaluar su valor de a rdo 

* Aplicar la descomposición polinómi lui k ' od OS ( 150 y 


empleando las propiedades de un sister num 


Introducción 

La idea de número es el principal concepto matemático y el más antiguo. Debe haber sido muy 
tempranamente en la evolución del hombre cuando surgió por primera vez la necesidad de un 
método para manejar y emplear los números. 

Podemos afirmar que se han tenido que desarrollar dos nociones fundamentales durante el proce- 
so de su evolución: la noción de pluralidad, que consiste en distinguir varios elementos respecto 
de una unidad, y la noción de correspondencia, que consiste en emparejar elementos de un con- 
junto con elementos de otro conjunto a su alcance (por ejemplo, los animales del corral con los 
dedos de la mano). El vínculo ideal de la correspondencia entre los elementos de ambos conjuntos 
es lo que proporciona la noción de número. 


Cuando los objetos a contar fueron más numerosos que los diez dedos de la mano, el hombre se 
vio en la necesidad de agruparlos y contarlos por grupos, a la vez de darles nombres y asignarles 
un símbolo a cada número. Podemos decir que cada civilización, a lo largo de la historia, escogió 
Un modo diferente de agrupar los elementos, por ejemplo, los egipcios lo hicieron de 10 en 10, los 
babilonios de 60 en 60, los mayas de 20 en 20, los chinos de 10 en 10, etc. 

Los incas, por su parte, basaban sus cálculos en el sistema numérico decimal, es así que sus ope- 
raciones las realizaban mediante dos tecnologías: el ábaco de cinco hileras y de cuatro casilleros, 


en los que redistribuían series de cinco granos de maíz, y los quipus, que eran cuerdas en cuyos 
nudos anotaban los guarismos. 


En este capítulo enfocaremos el desarrollo minucioso del sistema de numeración vigente, que es 
el sistema Posicional. 
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1» DEFINICIÓN 

Es la parte de la aritmética que se encarga del 
estudio de la correcta formación, representa- 
ción, lectura y escritura de los números, así 
como también de las diversas propiedades 
que se derivan a partir de ellas. 


2» NOCIONES PREVIAS 


Es un ente matemático que permite cuantifi- 
car los elementos que observamos en la na- 
turaleza. Nos proporciona la idea de cantidad. 


2:2. NUM 


AL 

Es la representación simbólica o figurativa de 
un número mediante determinados símbolos 
o guarismos convencionales. 


Existen diversos sistemas de símbolos para la 
representación de los números, tales como los 
numerales egipcios, chinos, mayas, romanos y 
arábigos; entre estos, los últimos tuvieron ma- 
yor trascendencia y fueron divulgados por los 
árabes. Este sistema cuenta con 10 símbolos 


o guarismos, con ellos se pueden representar 
todos los números. 


numeral 


A continuación, nombramos alos diez primeros 
numerales en quechua. 


* l:ijuk 


* 6:sogta 
* 2: iskay 


* 7: qanchis 
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+ 3:kimsa * 8: pusaq 
» 4:tawa * 9: isqon 
+ 5: pichka > 10: chunka 


Es aquel símbolo convencional que se utiliza 
para la formación de los numerales, los cuales 
son los siguientes: 

0; 1;2;3;4;5;6;7;8;9; (10); (1D)... 


| cifra: 
| 


—eifra no significativa 


mificalivas | 


cifra también se le denomina dígito, 
va del latín digitos, que significa 


3» NUMERACIÓN ROMANA 

Es un sistema de numeración no posicion 
que se desarrolló en la antigua Romay seu | 
zó en todo su imperio. | 


nal 
til 


é : repre: 
La numeración romana tiene símbolos Te? 


e jo latino: 
sentados por siete letras del abecedarl 
: Es Xena | 
uno cinco diez - | 
| 
E D M 
cien quinientos mil | 
! 
| 


on 
das que * 
Este sistema consta de algunas 108 


necesarias para formar números: coi 

+ Los símbolos V, Ly D no € antepo) | 
repiten. e esco | 

+  Lossímbolos l, X, CY M se pue alos sel 
hasta tres veces seguidas y * iS 
suman. 

» Respecto a las partic 
símbolo, se tiene que 
- Iseantepone Ull” 
- Xse antepone Única 
- Cseantepone únic 


] 


cado 


ularidades 


CAPÍTULO! IV, 


Numeración 


+» Cualquier símbolo escrito a la izquierda de 
otro de mayor valor le resta valor a este últi- 
mo. Por ejemplo, IV (cuatro), XC (noventa). 

+ Cualquier símbolo escrito a la derecha de 
otro mayor o igual suma su valor al de este. 
Por ejemplo, VI (seis), XX (veinte). 

+  Untrazo horizontal sobre los símbolos mul- 
tiplica por 1000 el valor de todos ellos, 


Ejemplos 

- XXIL => 22x1000=22000 

- IV > 4x1000x1000=4000000 
- IECCCXXDCXVII > 2320618 


Los romanos, a menudo, escribían III! (4) y no 
IV, y eso se observa incluso actualmente en las 
esferas de los relojes. 


La numeración romana:se utilizaba en la tene- 
duría de libros en los países europeos hasta el 
siglo XVIII, 


Los números romanos ya no se utilizan en 
la actualidad, solamente los vemos en docu- 
mentos antiguos, en la expresión de siglos, en 
nombres de reyes y papas, en la numeración 
de congresos y olimpiadas, etc.; sin embargo, 
los números romanos siguen formando parte 
de nuestra cultura. 


4» SISTEMA POSICIONAL DE Ni 
Es el conjunto de normas, leyes, principios, re- 
glas y convenciones que permiten la correcta 
formación, lectura y escritura de los números. 


4.1. PRINCIPIOS FUNDAMENTALES 

41.4, Primer principio: Del orden 

Toda Cifra que conforma un numeral tiene aso- 
Sado Un orden, el cual se cuenta de derecha 
A Izquierda a partir de uno; asimismo, la cifra 


llene un lugar que se cuenta de izquierda a de- 
techa a partir de uno. 


Ejemplo 
6. 5 4. 3 2» 1 orden 
8 | 3¡4/j0/|7|9 
logar 
— | 2 3 1] 6 
| » 
| Enetsistema: ral, se liene 
| civiu- 
| 
| ( 
Aplicación 1 


¿Cuántas cifras tiene el numeral en el cual se 
cumple que su cifra de orden 4 coincide con 
su cifra de tercer lugar? 


Resolución 


14 
- 1218 


3 2 1 orden 


Por lo tanto, el numeral tendrá 6 cifras. 


La base es un número entero mayor que la 
unidad, que indica las unidades necesarias y 
suficientes de un orden cualquiera para for- 
mar una unidad del orden siguiente (orden 
inmediato superior). 


Ejemplos 

+  Enbase 10 (sisterna decimal), 
- — diez unidades conforman una decena. 
- diez decenas conforman una centena. 
- diez centenas conforman un millar. 


+ Enbase5, 
- cinco unidades del orden uno confor- 
man una unidad del orden dos. 
- cinco unidades del orden dos confor- 
man una unidad del orden tres. 
- cinco unidades del orden tres confor- 
man una unidad del orden cuatro. 
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Aplicación 2 
Exprese diecisiete unidades simples en los sis- 
temas de numeración de base 10;7;6;5;3 y 2. 


Resolución 


Orden 


Este procedimiento se puede abreviar, Ve | 
mos cómo hacerlo expresando 17 en ar 


| 


17|3 
2] 5L3 
gu 
17=122y | 
Aplicación 3 | 


Exprese 53 unidades en base 3. 
Resolución 

53 |3 

(2) 17 13 


2513 
STE 


53=1222; 


¡ente: 


Además, en base 3 se distingue lo sigu 
senta 


+ Una unidad del orden uno repre: 
(1=30) unidad simple. 

+ Una unidad del orde 
(3=3") unidades simples. 

+ Una unidad del orden tres 
(9=3*) unidades simples. 

+ Una unidad del orden cua 
(27=3*) unidades simples. 


a dos represent 


representa 
tro represente 


Luego, 
1222,=1x3942x3%+2% 


imples 


3 49325 


unidades St 


Aplicación 4 


sed. 
Exprese 53 unidades en base 7 y 2 


Resolución 


En 53=104 


CAPÍTULO]IV 


Numeración 


Igualamos las representaciones. 
(+) 


mayor 
representación representación 
Cero] Up) 
104, = 58y 
> > 
menor mayor 
base bast 
O (+) 
Conclusiones 


1. La base en toda representación numérica 
es un entero positivo mayor o igual a 2. 

2. Las cifras que forman parte de un numeral 
son siempre un número entero no negativo 
y menor que su respectiva base. 

3. En toda igualdad de dos numerales, en 
diferentes bases, se cumple que a mayor 
numeral aparente le corresponde menor 
base y a menor numeral aparente le co- 
responde mayor base. 

$ 4. Respecto a las unidades simples, se con- 
cluye lo siguiente: 


En base 10 
á Unidad de orden Unidades simy 
[E rd EE EI AA | 
a qn 
É 1 l= 20 
EA 10 
¿ 3 107 
z 4 10 


En base 3 (según lo anterior) 


$ E = 
Unidad de orden | Unidades simples I 
1 l=3" 
2 
3 
y 4 
Aplicación 5 


Corrija los siguientes numerales: 
L- 675, 


Resolución 


Para 675, debemos agrupar las cifras de 4 
en 4 de acuerdo con la base. 


orden 4 | orden 3 | orden 2 | orden | 
2] 642, ' 741 5 
O OS —— 
290 Pam+o pins 
queda 7 4 1 
queda queda queda 


> 675,=2001, 


IL. Para 73895 agrupamos de 5 en 5. 


=1(5)+2 4 165)+4 | 1(5)+4 
1 1 1 t 
queda queda queda queda 


> 7389,=12444, 


1 


I. Para 5(-2)88, agrupamos de 7 en 7. 


5 | -24x 8 
3 1)+1 
4+1 —>1(7)-1 
an, 


6 


La unidad que se presta del orden superior 
al inmediato anterior equivale a la base. 
5(-2)88,=4621> 


db Observación 

> Para indicar que un número está re- 
presentando en cierto sistema de nu- 
meracion, la base se escribe como un 
subíndice en la parte inferior derecha. 
En algunos casos, se escribe dicha 
base entre paréntesis. 

» El número de unidades de cualquier 
orden que coincida con la base del 
sistema de numeración originará una 
unidad del orden inmediato superior. 
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4.1.3. Tercer principio; Be la 


Toda cifra que €: 


autilizar en cierta base es igual a la base. 
nos sistemas de numeración más utilizados. 


A continuación, presentamos algu 


onforma un numeral es menor que la base; además, el número de cifras Posibl 
sibles 


o Nombr | € B S 
2 binario 0;1 
3 ternario | 
4 cuaternario 
E) quinario 
6 senario 
7 heptanario 
8 octonario : 
9 nonario 
10 decimal (indo arábigo) 
n undecimal 
12 duodecimal 
16 | hexadecimal 


dh ota 


Para un sistema de numeración en base n Es decir, en base 


1 Por convención, solo para las cifras 


res que 9 se considera lo siguiente 
(10) <> u 

(1 <>p 

(12) <> y 

Ejernplos 

+ HOO20D;, <> aL 


«— (12)12(10)11,, <> y120:11 1, 


cantidad de cifras a utilizar será numérica- 1046, se lee: “uno 


mente igual ala base. 
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2. En cualquier sistema de numeración, la Ejemplo cuatro Y 
20, cuatro Y 


sen se utilizan las cilras 
Miavo- 0315 2, (0D 


3. La mavor cifra que $e puede qa ab 
to sistema de numeración será 16 
base disminuida en una gnidad. ca 
raterna Y y 
4. Para leer un número en un Je e y cil de 
te al decimal se len nombra po fee la past 
1 


final 
izquierda a derecha Y alí 


base 9”. 


CAPÍTULO]IV, 


Númeración 


4,444, Cuarto pr 

cifras 

Toda cifra que conforma un numeral cuenta 

con dos valores: 

+» Valor absoluto (VA). Es la cantidad de uni- 
dades que representa por su apariencia. 

» Valor relativo (VR). Es el número total de 


unidades simples que representa por el or- 
den que ocupa en un numeral. 


Ejemplos 
* 3057 
VA(3)=3 
VA(0)=0 
VA(5)=5 
oo VA(7)=7 
3057 


a VR(7)=7x 10% 
VR(5)=5x10' 


VR(0)=0x10? 


————— VR(3)=3x 10% 


* 24563, 


N—————————- VA(2)=2 
—————— VA(4)=4 
VA(5)=5 
== VA(6)=6 
Jl pos VA(3)=3 
24563, 
ls VR(3)=3x9 
VR(6)=6x9' 


VR(5)=5x9? 


Conclusiones 


l. 


El valor absoluto y el valor relativo de una 
cifra son iguales solo cuando esta sea la 
última cifra del numeral o la cifra cero. 


Los numerales son equivalentes a la suma 
de valores relativos de sus cifras, 
Ejemplos 
> 4563,=4x9+5x9%4+6x9+3 
Es decir 
4563,=VR(4)+VR(5)+VR(6) +VR(3) 


e 12131,=1x4%4+2x441x4%41x41+3 
12131,=VR(1)+VR(2)+VR(1) 
+VR(3)+VRO) 


úmeros concretos. Son aquellos números 


O la especie de 


10 niños y 4 si- 
los cuyas unidades 
respectivas son el kilograrno, un niño y una 
la. Con tos números concretos se hacen las 


mistras Operaciones que con los abstractos. 


ros hom« 


os y h 


*rogéneos. 


Se aman números homogéneos a los que 


son de una misma especie, como 5 sillas y 


3 sillas. Se llaman números heterogéneos 
alos que son de diferente especie, como 5 
kilogramos y 12 segundos 


Números incomplejos y complejos. Se lla- 
man números incomplejos a los números 
concretos cuyas unidades son todas de la 
misma especie, como 10 segundos, 18 se- 
sundos, etc. Se llaman números complejos 
a los números concretos cuyas unidades 
son de especies diferentes, pero del mismo 
género, como 4 meses, 2 semanas, 3 días, 
17 horas y 43 minutos. 
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5» REPRESENTACIÓN LITERAL DE LOS 


NÚMEROS 

Cuando no se conocen las cifras de un nume- 

ral, estas se representan mediante letras mi- 

núsculas, pero considerando lo siguiente: 

+ Letras diferentes no necesariamente indi- 
can cifras diferentes, a menos que se señale. 


Ejemplos 
ab=32; mnpy=211, amnbc,=23313;; 
abc;=444; 


+ Toda expresión entre paréntesis represen- 


ta una cifra. 
alm+3)o( 5) 
—=— 12) 
una cifra —— 
una cifra 
donde 
- m+3:0;1;2;3;..;8 
€ 
+ 0;,1;2;3; 
» La cifra de mayor orden debe ser diferente 
de cero. 
a(m+3)... (Qm+3)bc... 
| —— N 
miii sata minimo mínimo 
valor: 1 valor: 0 
Aplicación 6 


Silos numerales 140,; 2bc,; bb. están correcta- 
mente escritos, calcule axcxb, 


Resolución 
De los numerales Ta0,; 2bc4; bb. 
se deduce que 


a<4; c<a; b<c 
Ordenamos. 


id a (b, c, a son enteros) 


1 2 4 
2 3 


axcxb=3x2x1=6 


Aplicación 7 
¿Cuántos numerales de 3 cifras ¡ 

IMpar A 
ten en base 5? proa 


Resolución 
Elaboramos numerales de tres cifras impares 
según las condiciones del problema. 


1115; 1135; 1315; 1335; 31153135; 3315; 333, 


De forma práctica, se tiene que 


2x2x2=8 números 


Aplicación 8 
¿Cuántos numerales de la forma 


a(b+3)b(2m+3), existen? 


Resolución 
seanaliza 
a 
AN 
— 
a(b+3)b (Qm+3) 
| LS 
1 0 1 
3 1 2 
1 3 4 
A 1 l] 
b 6 
7 7 
7x 5x8= 20 
Conclusiones varia 
+ En un numeral, los valores delas! ¿fra € 
: formar una C 


son tales que pueden 
su base correspondiente: 38 cifras, 

+ Si una variable aparece eN E O jas enie” 
solo será considerada en una de e las tras 
do en cuenta las restricciones variable 
cifras en las que aparece dicha 

+ Se tabulan los valores pata 
fra, no los valores de la vani2 


e 


CAPÍTULO! IV 


Numeración 


Aplicación 9 
; Determine la cantidad de numerales de la forma 
ame 
mía+ 3 y ), 
¡ Resolución 
Analicemos los valores que puede tomar cada 
variable. 
mí + 25) 
2x8 =16 


Por lo tanto, hay 16 numerales. 


Aplicación 10 

Indique cuántos numerales existen de la forma 
q 

b6-B+aR»),, 


Resolución 


Analicemos los valores que puede tomar cada 
variable. 


¿EN 
i : 
i 


5 x 


o 
J 

Es 

úl 


ps lo tanto, hay 45 numerales. 


Aplicación 11 
¿Cuántos numerales de la forma ala+b)bg 
existen? 


Resolución 
Observamos que una cifra depende de las 


otras dos cifras. En este caso hay que analizar 
por casos. 


a(a+b)bg 


» importan 
i es de la forma 


la+t <e calcula como 


n-Un | 


SR. 


5.1. NUMERAL CAPICÚA 

Es aquel numeral cuyas cifras equidistantes de 
los extremos son iguales, es decir, presentan 
una representación simétrica. 


Ejemplos 
+ Capicúas de 2 cifras 
aa: 11; 22; 33; 44; ...; 99 
+  Capicúas de 3 cifras 
abay: 1013; 1113; 1213; 2023; 2123; 2223 
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»  Capicúas de 4 cifras 
abba: 1001; 1111; 1221; 1331; 


+  Capicúas de 5 cifras 
abcbaz 


+  Capicúas de 6 cifras 


abccbayz 

dh Nota 

Existen palabras o frases que se caracteri- 
zan por tener la misma lectura de izquier- 
da a derecha o de derecha a izquierda; a 


dichas palabras o frases se les denomina 


palíndromos. Por ejemplo, 050, salas, 


seres, sormnos, radar, reconocer, anita lava 


la tina, dábale arroz a la zorra el abad, a 


bartolomé nero lo traba 


Aplicación 12 
El siguiente numeral es capicúa 


z Ja+o-o (5Ju-as 


Calcule a+b+c. 


oc-5(> 


Resolución 
Como el numeral es capicúa, sus cifras equi- 
distantes de los extremos deben ser iguales. 


0-2 (2 ar- -o (5 Jt- -28 
M La 1 | 


a y 


Igualamos las cifras equidistantes para hallar 
los valores de las variables. 


* b=8 

*  a-2=b-5 
a-2=(8)-5 
a=5 
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Aplicación 13 

Indique cuántos numerales capicúas con las 
siguientes características existen. 

L tres cifras 

II. cuatro cifras pares en base 9 

III. cinco cifras en base 12 


Resolución 
L Numeral capicúa de tres cifras: aba 


o Solo se labulan cifras 
21 que dependen de 
3 2 variables dilerentes 
E) g 
9x10=90 
Por lo tanto, existen 90 
de tres cifras. 


numerales capiclas 


II. Numeral capicúa de cuatro Ci 


ton 
Como las cifras deben ser pares, 
myn también deben serlo. 
A 
m kn n My 
LA 
2 0 
4 2 
6 4 
g 6 
8 
4x5=20 q pe 
erale 
Por lo tanto, existen 20 o a 
de cuatro cifras pares en 
»> Observación dea al Cero 


ón se cons 


—l 


Por convenci 
como cifra pat: 


CAPÍTULO!IV: 


Numeración 


IIL. Numeral capicúa de cinco cifras en base 12: abcba, 


(0D (GD 1 


-11x12x12 = 1584 


Por lo tanto, existen 1584 numerales capicúas de cinco cifras en base 12. 


_6+ ESCRITURA Y LECTURA DE 1 1 


¡ERO EN EL ECIMAL 
En la representación numérica en el sistema decimal, cada cifra ocupa un orden, donde tres órde- 
nes constituyen una clase, y dos clases o 6 órdenes constituyen un periodo. 


1 


Otra forma de leer y escribir los números es contando de derecha a izquierda, lo cual se entiende 
como 


cada cifra representa un orden. 
tres cifras forman una clase x. 
seis cifras forman un periodo. 


Ejemplo 


Consideremos un número de 18 cifras, tal como 178 343 419 586 153 227. 
Su tablero posicional es el siguiente: 


E E 
E ll J e 
35 £ 2 S 2 
3 Ha E E E 
do $ 3 Yo 2 
o 2 a 3 
ZP cales ó5s. $ 
Z 3 souog¿cs3,zs2 s23xQgqx32 
E BEDEBDECRE ESG GE E E E 
E") o 1?) o o 12) 1] 13) Q Lo vo o LY 3) [9] 
7750302: ,Zyoso 
12] mn un mn 12 mn 12] N mn Del mn mn 
la] 3 S 3 La: [5] 3 g 2 lo] 2 19) A] 8 [5] o] ge 0 
S£ESBUS5SEYESacE= sg 3d 
2 3 32 5 £€ 8 $ 3 y o382$63uq85s3 
S 2388988382283 %-3835 
og 0 o E o TE o E o o E 
92. uv E 3 3 “y 3 o] 538 ] El 3 DO 3 o] El 
7 lalo 51:08 Us mes 7 
e|n|[w|s[s|7[6|s[a[3[2 [5 
6.* clase 5.* clase 4.* clase 3.* clase 2. clase 1? clase 
de los millares de los de los milla- de los de los de las 
de billón billones res de millón millones millares unidades 
3.% periodo 2.” periodo 1. periodo 
de los billones de los millones de las unidades 
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Como es evidente, el número dado tiene 18 Ór- 
denes, 6 clases y 3 periodos. 


Podemos adelantar que este número se lee 
de la siguiente manera: “ciento setenta y ocho 
mil, trescientos cuarenta y tres billones, cua- 
trocientos diecienueve mil, quinientos ochen- 
ta y seis millones, ciento cincuenta y tres mil, 
doscientos veintisiete unidades”. 


Aplicación 14 
Indique la cantidad de órdenes, clases y perio- 
dos que tiene el número 48 619752, 


Resolución 


» Como el número tiene 8 cifras, entonces 
tiene 8 órdenes. 


+  Comouna clase tiene 3 órdenes, entonces 
dividimos entre 3. 


8l3_ 
20 
Por lo tanto, el número tiene 2 clases. 


+  Comoel periodo tiene 6 órdenes, entonces 
dividimos entre 6. 


el6_ 
20 
Por lo tanto, el número tiene 1 periodo. 
Finalmente, 
8 ordenes 
———, 


48 619 752 
—— 

2 clases 
iia 

| periodo 


ESCRIBIR UN NÚMERO 
Para escribir un número, se anotan sucesiva- 
mente las unidades correspondientes a cada 
orden, comenzando siempre por las superiores 
y colocando un cero en el lugar correspondien- 
te al orden en el cual no haya unidades. 
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Las clases deben estar separadas por un es 

a a A a 
cio aproximadamente igual al que ocupa > 
cifra. 


Es importante señalar que la coma solamente 
se usará en la escritura de números decimales 
, 


tal como se señala en el Sistema Internacional 
de Unidades. 


Ejemplos 


. 


La lectura de un número se realiza 
da a derecha. Si se tiene que leer un 
con más de siete cifras, €s convenient 
dirlo (mentalmente) en grupos de 
comenzando por la derecha, Co 
de identificar el periodo corres» 


cuatrocientos cinco: 405 

Nótese que en el 2.? orden se escribe el 
cero por ausencia de decenas. 
doscientos cincuenta y cuatro mil, setenta 
y dos: 254 072 

Nótese que en el 3.% orden se escribió el 
cero por ausencia de centenas. 

setenta y ocho millones, cuarenta y tres mi 
veintinueve: 78 043 029 

Nótese que en el 3." y 6. orden se escribió 
el cero por ausencia de centenas y cente- 
nas de millar, respectivamente. 


seis cifras, 
nel propósil 
ondiente; le” 


go se procede a leer. 


Ejemplos 

- 20946 arentaY 
Se lee: “veinte mil, novecientos CY 
seis”. 

+ 3874061 grenta 


Se lee: “tres millones, 
y cuatro mil, sesenta y uno - 


35000 432.007.180. co 
Se lee: “treinta y cinco billones 


A illones, “ 
cientos treinta y dos millon€” 


ciento ochenta”. 


ochocientos d 
" 


n ca 
siete mi 


CAPÍTULOV. 
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7» DESCOMPOSICIÓN POLINÓMICA 

Dado un numeral en cualquier sistema de nu- 
meración O base, descomponerlo polinómica- 
mente consiste en expresarlo en función de 
sus cifras y su respectiva base. 


Dado el numeral 


A Ap -19p-9:--A3090p 


(6) 


n+1 cilras 

se puede expresar como un polinomio de la 
forma 

a,P"+4, 9 "+4, P"+...+apt+ab'+a) 
donde 

Ar; Ap -139p 3; +»»309; 0; 04 cifras del numeral 
-  b: base en la cual está escrito el numeral 

(be Z*>2) 
Se puede apreciar también que el exponente de la 
base coincide con el orden que admite cada cifra 
que conforma el numeral, disminuido en uno. 


A este polinomio también se le suele denomi- 
har polinomio entero. 


Ejemplos 

* 345=300+40+5 (suma de valores relativos) 
345=3x10%44x101+5 
4352,=4x74+3x774+5x7'+2 
2003504,=2x8'+3x8 745x844 

De manera práctica, se multiplica la cifra por 
la base elevada al número de cifras que siguen 
a la derecha de dicha cifra. En algunos casos, 
dada la forma del numeral, es más convenien- 
te descomponer agrupando cierta cantidad de 


Cifras; a dicha descomposición se le denomina 
descomposición por bloques. 


7.2 DESCOMPOSICIÓN POR BLOQUES 
*Sunas veces, en los problemas se presentan 
- úmerales que tienen bloques de 2 o más ci- 
5 eS que se repiten; en este caso, es convenien- 
na descomposición por bloques. 


Ejemplos 
+ 1313=1300+13 
1313=13x10%413 


=  242424,=24,x7'+24,x7"+247 


+ abab=abx10'+ab=101xab 


+ abcabc;=abc;x5*+abc;=126xabc; 
cs 


+ abcd; 
Y 


abc¿x8+d 
ab¿x8*+cd; 
ax8 +bcdy 

ax +bc¿x8+d 
ax +bx8'+cd; 
abyx8l+cx8+d 


Si los numerales presentan estas formas, no es 
necesaria la descomposición por bloques, eso 
depende del problema al cual se le tenga que 
dar solución. 


8» PARIDAD DE UN NUMERAL 

Para averiguar si un numeral es par o impar, el 
análisis se debe realizar en el sistema decimal 
y no en otro sistema de numeración. 


La descomposición polinómica nos va a per- 
mitir analizar la paridad (par o impar) de los 
numerales escritos en base par o impar. En 
principio, destaquemos lo siguiente: 

+ Toda potencia de un par es un número par. 


+ Toda potencia de un impar es un número 
impar. 


3.1. PARA UNA BASE PAR 

Sea Cdefiar) 

Si descomponemos polinómicamente por blo- 
ques, tenemos 


edef, (par) =Cd€ (pan) x(par) +f 


par 
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Podemos deducir que si un numeral está es- 
erito en base par, su paridad dependerá de la 
última cifra; es decir, si su última cifra es par, 
el numeral será par, y si es impar, el numeral 
resultará impar. 


Ejemplos 
+ 2341, es impar puesto que termina en l. 
+ 34562,, es par puesto que termina en 2. 


E UNA BASE IMPAR 
Hay que tener presente que para saber si 
ax(impar) es par o impar va a depender de 
la paridad de a; es decir, si a es par, dicho pro- 
ducto será par; pero si resulta impar, dicho 
producto también será impar. 


Supongamos que 


cdel impar) 


Descomponemos polinómicamente. 
cdel timpay) =0X impar? +dx (impar)? 
+ex(impar)+f 


cdef (impar) 30% (impan) +dx (impar) 
+ex(impar)+f 


De lo anterior, podemos deducir que si un nu- 
meral está escrito en base impar, su paridad de- 
penderá de la suma de sus cifras; es decir, si la 
suma de sus cifras es par, el numeral será par, 
y si es impar, entonces el numeral será impar. 


Ejemplos 


* ¿Es 2317, par oimpar? 
Como 24+3+1+7=13 es impar, 
entonces 2317, es impar. 


+ ¿Es 4316;, par o impar? 
Como 4+3+1+4+6=14 es par, 
entonces 4316,, es par. 


¿Es 214, par o impar? 
Como 2+1+4=7 es impar, 
entonces 214, es impar. 


Aplicación 15 

Se tiene la siguiente igualdad: 
(a+Da2, = 236 

Determine el valor de n”. 


Resolución 
En la igualdad, tenemos 
(a+1Da2, = 0236 
2223; 
impar 
Entonces (a+1)a2,, tiene que ser impar. De 
ello, n es impar. 


Además, 
, S 
(a+Da2, = 423 


> 2<p<6 (n=3 o n=5) 
SMS 
Los numerales tienen la misma cantidad de 
cifras; por ello, descomponiendo polinómica- 
mente, tenemos 
(a+ Dxié+..= axb+.. 


4 ima. 
De ello, n=5 es el valor que más se aproX 


> a+ Da2,=a23; 
ar DS +ax5+2=ax6+2X6+3 
304+27=36a+15 
12=6a 
2=a 
1=5%=25 


Aplicación 16 

Dada la siguiente igualdad: 
516, =4x59 (x: impar) 
calcule el valor de M xn-X. 


Resolución 
Como x es impar (x<9, 


entonces 


5m6,= 4x59 
dia] 
par 
De ello, 5m6, es Par. 
Entonces, 1 es par. 
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Luego, 


5m6n = 1x5) 


> 6<n<9 > n=8 
y 


7 Nocumple 
8 Sicumple 


Descomponemos polinómicamente ambos 
numerales. 
5m65=4x5y 


5x8 4+mx8+6=4x904xx9+5 
impar 
326+8m=329+9x 
8m=3+9x 
ñ ; 
6 5 


> m=6 1 x=5 


mXn—-x=6x8-5=43 


Aplicación 17 
Si abed=33ab+36cd, calcule el valor de 
A+b+c+d 


Resolución 


el expresión que se tiene al lado derecho 
E la Igualdad, se deduce que es conveniente 
ESCOMPoner por bloques. 


abed=10005+24 


Luego, 


1000b+2d=832b+36%4 
Sab=350q 


Numeración 


Aplicación 18 
Si xyxy,=1073, calcule X+y+HN. 


Resolución 


, Descomponemos xyxy, por bloques. 


AY A = (4D) 
> (nM+Dxy,=29x37 


Formamos un cuadrado aumentado en 1. 
(n2+ 1) xxy, =37x 29 
I Ll] 


> n5+1=37 > n=6 
Luego, 

M=29=45, > x=4; y=5 
. x+y+n=15 


Aplicación 19 


Si abca¿=a9a, calcule a+b+c. 


Resolución 
Descomponemos polinómicamente. 
abca;= aga 
ax 4ox5 4x5 +4=ax10749x 1044 
25a+25b+5c=90 
Sa+5b+c=18 
5(a+b)+c=18 
pines pal 


a+b+c=6 


Aplicación 20 
Si mmm=2160,, 


halle el valor de mm+lm+ml. 


Resolución 
Descomponemos polinómicamente. 


minm=2160,,, 
100m+10m+m=2m*+m*+6m 
111m=2 +m*+6m 
105m=2m +m* 
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Eliminamos Mm. 
105=2m"+m 
105=m(2m+1) 
5x7x3=m(2m+1); m> 6 (por ser base) 


> 7x5x3=m(2m+1) 


¡Mi 


den descomip también de otras 


Sún sus características par- 


8=4000c0+30508 


annn=n(1111) 


(30)) 


> (20)(bJ6)=2l a(2L 


9» MÉTODOS PARA EXPRESAR UN NUMERAL 
EN OTROS SISTEMAS DE NUMERACIÓN DIFE- 
RENTES AL QUE SE ENCUENTRA ESCRITO 


Método por descompesició 


n polinó- 


Para expresar un número de base diferente 
de diez a la base diez, se procederá descom- 
poniendo polinómicamente el número dado, 
ya que con este procedimiento averiguare- 


mos cuántas unidades simples posee dicho 
número. 


142 


Ejemplos 

»  142,abase 10 
142,=1x7%+4x7+42 
142,=49+28+2 
142,=79 


+  10245abase 10 
1024¿=1x57+0x5"+2x5+4 
1024,=125+0+10+4 
10245=139 


+ 320l,abase 10 
3201,=3x7"+2x7"+0x7+1 
3201,=1029+98+1 
3201,=1128 


el sistema decimal un núme- 
e escriben las 
horizontal, de 
mera cifra 


Para expresar en 
ro de cualquier otro sistema, S! 
cifras del número en una línea y 
izquierda a derecha. Debajo de la pr de 
y separada por un trazo horizontal se escri 


: base 
otra vez dicha cifra, se multi yla q 
debajo de la segui 


lla, cuyo resU 


y su producto se escribe 
cifra para sumarlo con e 
coloca debajo del trazo horizont: 
ca esta suma por la base 
loca debajo de la tercera cifra, 


mente hasta sumar la últi 
tará al número 


ma cifra, 


resultado represen! 
sistema decimal. 


Ejemplos 
+  142,abase 10 
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+ 1024, abase 10 


> 10243= 139 


+ 3162, a base 10 


3 1 6 2 
7 [+ 21 154 1120 


3 22 160 [1122 
AS 


=> 3162,=1122 


9,2. SEGUNDO 
DIFERENTE DE DI 


9,21. Método e ione 

Para pasar un número de la base diez a otra 
base, se divide el número por la base a la cual 
se quiere expresar; el cociente obtenido se 
vuelve a dividir nuevamente por dicha base, 
así sucesivamente hasta que se obtenga un 
cociente menor que la base en la cual se quie- 
E Expresar dicho número. Finalmente, se es- 
Cribe el último cociente como cifra de mayor 
Orden, y cada uno de los residuos hallados en 


las divisi - a 
divisiones anteriores se van escribiendo su- 
“esivamente a su derecha. 


Numeración 


* 2l46abase7 


> 2146=6154, 


»  12427abase 15 
12427 |15. 


> 12427=3(10)37;5 


»:c 


Aplicación 21 


Exprese (n-4)Qm-1)(n+1D(m-3), en el sis- 
tema quinario. 


Resolución 
Del numeral, deducimos los valor de n ym. 


+ n-4>0 > n>4 4<n<6 
n+1<7 >n<6 ho 


3<m<4 


I 
, 


3 


> (n-4(m-D(n+D(n-3),=1560, 


+ m-320 >m23 
2m-1<7 >m<4; 


Luego, convertimos 1560, a base 10. 
1560,=1x73+5x7%+6x7 
1560, =343+245+42 

> 1560, =630 
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Finalmente, convertimos a base 5: 
630 [5 
0) 12615 
D 25 ¡EM 
QUEME 


1560,=10010;5 


Aplicación 22 
Si a0aada,=3315, calcule a+x. 


Resolución 
Descomponemos por bloques. 
adaada,=3315 


ada, (44 1)=3x5x13x17 ;x<10 
E Posa 


ada, (+1) =51x65 
e 


> +1=65 > x=4 
Reemplazamos el valor de x. 
a0a,=51=3034 
a=3 
a+x=7 


Aplicación 23 
Si abcde¿=460(e44), 
calcule el máximo valor de axb+cxd+e. 


Resolución 
Sabemos que la última cifra es independiente 
de la base. Esto se verifica mediante la des- 
composición polinómica cifra por cifra. 
Luego, 

abcd0;=4604, 


Expresamos 4604, a base 5. 
Primero a base 10, 

4604,=4x774+6x72+4 
=>  4604,=1670 
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Llevamos ahora a base 5. 


1670 | 5 


(0) 334 [5 


¿a 66 ls 
e (1 13 E 


AA 


=> abcd0;=23140; 

Finalmente, 
a=2; b=3; c=1; d=4; €máx=2 
(axb+cxd+e)ma=2x3+1x442=12 


Aplicación 24 
Si se cumple que m24¿=b2c6/p 
determine el valor de m+b+<. 
Resolución 
De los numerales dados, hallamos el valor dem. 
m24g = b2C6m 
m<B 6<rm 
> m=17 
Luego, reemplazamos mM. 
724¿=b2c67 
Expresamos 7243 en base 10. 
724,=7x8"+2x8+4=468 


Convertimos ahora a base To 


468 [7 
6 66 |7_ 
3 Ca, 9 lez 


>  168=1236, 


Finalmente, 
1236,=b2c6jp 


> b=l 4. c=3 


m+b+c=11 


—c 
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Numeración 


Aplicación 25 
Se tiene que 3mn,=2n my 
Calcule el valor de a+m-+n. 


Resolución 
Del problema tenemos 


mayor menor 
número numero 


3mn, = 2nm; 


menor 
hase 


A partir de ello, deducimos que 
3<a<5; m<a a n<a 
> a=4 
Luego, 
3mna = 2nms 
E A 
abase 10 abase 10 
> 3x4+mx44n=2x5%+nx5+m 


48+4m+n=5045n+m 
par par par 
3m-4n=2 

par 


Además, m<a => m=<4 


Entonces, el único valor posible de m es m=2. 


> 3(2)-4n=2 
n=1 


M+n+a=7 


10» PropIEDADES 


10, Á 
0.1. DEL NUMERAL DE CIFRAS MÁXIMAS 
£MOS observar en base 10 que 
9=10'-1 


En base 6 
55=35=6*-1 
5555=215=6*-1 
5555¿=1295=6*-1 


Demostración 
Descomponemos polinómicamente. 


(Dx + (1-1) xn 24 (1) xn 6-3 
+..+(n-Dn+(n-1) 
Efectuamos. 
(m- a 2) 4 (2 _ pk) 
+.+(-n)+(n-1) 
Se observa que se cancelará desde el segundo 
al penúltimo sumando. 
G-DO-D.M-D,=n6-1 
e Sd 


K cifras 


Aplicación 26 
Si aqa...ay=1net 
== 


j cifras 


calcule ¡+a+n+e+t. 


Resolución 

Como 0<a<2 > a=1 

Luego, 
111...1,=2/-1=1nef 


fia 
j cifras 


> 2Y=Inet+1 
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Observamos que 
2=512 


No cumple 

2101024 Sicumple 

211=2048 No cumple 
Luego, 


¡=10 > 21=1024=1net+1 
Tnet=1023 
> a=1;n=0; e=2; t=3 


j+a+n+e+t=16 


Aplicación 27 

Exprese el menor numeral del sistema terna- 
rio, cuya suma de cifras es 100, en el sistema 
nonario. Dé como respuesta la suma de cifras. 


Resolución 
El menor numeral se formará al considerar 
que se debe tener la menor cantidad de cifras. 
Para ello, en lo posible, sus cifras deben ser 
máximas. 


Luego, 


222...2223 (suma de cifras=100) 


==) 


O cifras 
Por la propiedad del numeral de cifras máximas 
222,,222:=3%1] =(399_1 
leida, 
50 cifras =92%_1 


25 
Luego, 9”-1 representa un numeral de 25 ci- 
fras máximas en base 9. 


> 9”-1=888...8, 


25 cifras 


Por lo tanto, la suma de cifras es 


8+8+8+...+8=25x8=200 


10.2. DE LAS BASES SUCESIVAS 
Sea 


la,=In+a=n+a 


1 (54 03=101+a)+b 
pe =n+a+b 


=1C(m+a+0)=1(+a+b)+c 
ó =N+a+b+c 


=Mararv+o)=1N+a+b+c)+d 
=N+a+b+c+d 
En general, 


=n+a+b+c+d+e 


— 
lr 


Casos particulares 


=n+a + a+a+...+4 
— 


Kveces 
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Númeración 


Aplicación 28 


Si My =990 
1314 


“1D, 


calcule el máximo valor de 


Resolución 
Por la propiedad de las bases sucesivas, se tie- 
ne que 


1+24+3+...+(n—-1)+n=990 


D) Recuerde 


1+243+..+n= 


PE 


990 


nía+D_ 
e 


n (n+1)=1980 
¡[== 
4-45 


2 n=44 


Nos piden el máximo valor de 


Para que sea Máximo a, debe ser a=3. 
Finalmente, 
E=44+4g=16 
3 
* Emgx=16 


Aj 


licación 29 
Sm 


Resolución 
Analicemos la base. 


Im— 


=10+mxm=10+m? 
lm 


2 Mim) M(A0+0)4m 


MMainy=n +1 im 

Luego, 
m*+11m=600 
m(m+11)=52x2x3; m< 10 


m (m*+11)=23x (3x5?) 
Dd === el al 2? 


- m=8 


CUAL SE ENCUEN- 
ON CIERTO NÚME- 


Hallemos los valores de los numerales en los 
siguientes casos: 


*  Numerales de tres cifras en base 10 
abc e (100; 101; 102;...; 999) 
10”<abc<999; otambién 10?<abc<103 
Luego, la cantidad de numerales es 
999-99=900 
*  Numerales de cuatro cifras en base 5 
abcd; e (1000; 10015; ...: 4444,) 
5*'<abeds<5'-1 0 5 <abed, < 5 
Luego, la cantidad de numerales es 


624-124=500 


+  Numerales de tres cifras en base 7 
mnp, e (1007; 1017; 1027; ...; 666,3 
> 100, < mnp, < 666, 


7<mnp, <P 
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En general, si N, tiene K cifras, sus valores se 


encontrarán en el siguiente intervalo: 


p* <pÉ | 


Aplicación 30 
¿Cuántos numerales se escriben con tres cifras 
en base 5 y 7 simultáneamente? 


Resolución 
Se tiene que 
N=abcs=mnp; 
Entonces 
+ 5isabco.<5ó > 25<abc5 <125 


* 7<mnp¡<7 => 49 <mnp, <343 


base 5 E Y base 7 


5 125 343 


erales en este 
ndrán tres 
en base 5y7 


Luego, los valores de N estarán comprendidos 
desde 49 hasta 124, 


> (cantidad de numerales)=124-48=76 


Por lo tanto, hay 76 numerales que se escriben 
con tres cifras en bases 5 y 7. 


Aplicación 31 
Determine la cantidad de números impares 
que se escriben con 3 cifras en el sistema se- 


nario y con d cifras en el sistema quinario, si- 
multáneamente. 


Resolución 
Del problema tenemos 


n.? impar= abe;= mnpas 


Además, sabemos que 


abc; = mnpqs 
—_— ES 
0'<n"impar 5 <nvimpar<s! 
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Luego, 


1 impar 


6 125 216 625 
n.* impar: 125; 127; 129;...: 215 
AAA A A 
15 números 


Por lo tanto, existen 45 números. 
Aplicación 32 


¿En cuántos sistemas de numeración se puede 
expresar 251 con tres cifras? 


Resolución 
Del problema se tiene que 


251=abc, 
Se debe calcular la cantidad de valores den. 


251= abcn 
¡E2e, 


n2<251 a 251<mP 
L 7,89: 


14 15 


Entonces, 7 es mínimo y 15 es máximo. 
n:7;,8;9;10; 11; 12; 13; 14; 15 


Por lo tanto, existen 9 sistemas. 


CAMBIO DÉ gasé 
¡sa 


12» CASOS ESPECIALES DE 
Kel 


Primer caso: De base n a base M5 

Se siguen los siguientes pasos: 

1. Se forman grupos de K cifra: 
orden uno. 5 

2. Cada grupo for 
linómicamente, dicho re 
en la nueva base 1”- 


sa partir del 


»» Observación glas se 
Sino todos los grupos as e quier 
completa el primer grupo asta pene! 
da con ceros a Su izquierda 

E s 
K cifras. 


CAPÍTULO|IV 


Ejemplos 
+ 102021123 en el sistema nonario 


Como 9=3*, cada grupo se formará con 
dos cifras. 


10 : 20 : 21 


2340 0 


12, 


1x340 


30:66 017 015 


2x3+1 


> 10202112¿=3675, 


+ 10110011101111, en el sistema octanario 


Como 8=2%, cada grupo debe tener tres 
cifras. 


Para obtener las cifras respectivas en base 
8, cada bloque se descompone polinómi- 
camente en base 2 y el resultado será la 
cifra en base 8. 


010' 
12041 


2 


> 10110011101111,=26357, 


Segundo caso: De base n''a base n; KeZ* 


Se siguen los siguientes pasos: 


1. Cada cifra del numeral de la base n* genera 


Un grupo de K cifras en base n. 


2. Las cifras de cada grupo se obtienen por 
divisiones Sucesivas entre n. 
» Observación 
- Silas divisiones no generan K cifras, se 
SOmpletará con ceros a la izquierda. 
Ejemplos 


5207, en el sistema ternario 


07 33, Cada cifra del numeral de la 
29 origina 2 cifras en la base 3. 


Numeración 


> 52079=12020021% 


+ 610527 en el sistema binario 


1d, 
= 610527,=110001000101010111, 


Aplicación 33 
Si el numeral 12100102010211, se expresa 


en base n%, la suma de cifras aumenta en 38. 
Calcule n. 


Resolución 


Veamos la suma de cifras del numeral expre- 
sado en base n. 


suma de cifras=1+2+1+0+0+1+0+2+40 


+1+04+2+1+1 
suma de cifras=12 


Según el dato, al expresar en base SÉ, la suma de 
cifras aumenta en 38, es decir, será 50 (12438). 


Ahora llevemos el numeral de base n a base 
n?, por cambio de base especial. 


12 ¿100 Í 102 ¿ 010! 211, 


(MD): not (+2) : n ¡ Cta 
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Tenemos lo siguiente: 
Din (+2) +(2n*+n+1)=50 
4n7+3n+5=50 
4n*+3n=45 
n(4n+3)=45 


¡== 
3x15 


n=3 


Aplicación 34 
De la siguiente igualdad 


abc2Ma =(27)Úmndoa 

determine a+b+c+mM-+N. 
Resolución 

Realicemos la siguiente conversión: 
abc211,a base 4* 

> dbcaa 


Luego, (abc4)(211,);, = (27 imndoa 


> abe=27 A» 21My=mn 
27|4 2x4?4+1x4+1=37 
3564 37=mn 
2 1 
abc¿=123, 


a+b+c+m+n=16 


Aplicación 35 

Si el numeral 213111, se expresa en base rn, se 
obtiene un numeral cuya diferencia de cifras 
es 18. Calcule el valor de n. 


Resolución 


Para cambiar el numeral de base n a la base 


3 
n”, hay que separar en bloques de tres cifras a 
partir del menor orden. 


213 111, 
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Cada bloque se descompone Polinómicamen: 
, e, 
213 +: 111, | 
Da 
Lrbtn3) 4 (nl) 


Así obtenemos el siguiente numeral: 
Er?+n+3)(+n+ Ds) 


Por dato, sabemos que 
(Er+n+3)-(n"+n+1)=18 
n+2=18 
n=16 


n=4 


Aplicación 36 
Dada la siguiente igualdad: 


ab32mns= 22 pg Jas 
determine el valor de a+b+m+n+p+0: 


Resolución 

Para cambiar el nume 
se debe separar en bloques de 2 € 
del menor orden. 


ral de base 54 base 5 
n 2 a partir 


L3 
ab:i32mns 

¡nómica 
Cada bloque se descompont polin 
mente. 


De ello tenemos 0d 
ÓN 


Luego, 
» Batb=22 + 4 


CAPÍTULO1Y, 


+ 5m+n=19 > m=3 a n=4 
| 


34 


: a+b+m+n+p+q=21 


Aplicación 37 
Se tiene la siguiente igualdad: 


A(a+1)=bbba 


acifras 


Calcule axb. 


Resolución 
Se observa que el numeral de cifras máximas 


tendrá que ser cambiado al sistema de base 
diez. 


a04...A (+1) =la+1)*-1 
resta. 


€ cifras 
Entonces 
(a+1)"-1=bbba 
(a+1)"=bbb(a+1) 


Analizamos potencias. 
* 4=64 


No cumple 
“ 5695 cite 
* 6176 Sicumple 


* 7=117649 Xocumple 


La potencia que cumple con la condición es 
S=(a+1"=bbb(a+1)=7776 
De ello, 
a=5 A b=7 
* AXb=35 


Aplicación 38 
Seala igualdad 


ao. = 
_ =4a.q 
“en 9cífras 


e el valor de 


Númeración 


Resolución 
Del numeral aa...a, 
ass 


9 cilras 


se observa que la primera cifra no debe ser 
cero y tiene que ser menor que dos. 


> 0<a<2 
1 (único valor) 
Reemplazamos en la expresión original. 


Ibi, 11M, 


Aplicamos la propiedad de las bases sucesivas 
en el primer numeral, y en el segundo aplicamos 
la propiedad del numeral de cifras máximas. 


> n+e+d+c+b=2-1 
. b+c+d+e+n=511 


Aplicación 39 
Si se cumple que 
M=abcd,=mnpqrz 


Determine la cantidad de valores que asume M, 


Resolución 
Se observa que el valor de M tiene que cumplir 
de manera simultánea tanto en base 4 como 


en base 3. Además, por propiedad de los inter- 
valos tenemos: 


M=abcd, = mnpgr; 
ZKÁA 2 SK 
4emeorl demos 


Ubicamos los valores en una recta real. 


base 3. base 4 
Y 7 
M ] 
CES 243 De 


De la recta, tenemos los siguientes valores de M: 
M: 81; 82; 83; ...; 242 
pt e 


162 valores 


Por lo tanto, M puede tomar 162 valores. 
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Lecrura 


nes más antiguas es la roximadamente de hace 
el transcurso de los tres 
más de cerca con dicha 
se representaban en ella 


oribían los números. 


Una de las numera 
7000 años. es decir, de más de 3000 años antes 


primeros milenios sufrió cambios insignificante: 


ación antigua y fijemos nuestra atención en la form: que 


nos numéricos: además, veamos cómo con ayuc 
En la numeración egipcia existían signos especial 


nil, cien mil, un millón. Estos 


¡Ine ira Y 


100 1000 10 000 100000 1.000.000 


cien, mil, d nos son los siguier 


gipcios 


as es especiales (jeroglí s) eran utili os por los ant; 


, el número entero 23145, er 


uficiente escribir en serie dos 


: a idades. 
luego tres de mil, uno de cien, cuatro de diez y cinco para las unid 


(ASANANIID 


Escritura del número 23 145 en el sistema de numeración egipcio. 


'0. EN el 
ficiente 
Este 


ci ada númer 
simbolos, en la escritura, no podían aparecer más de nueve veces en cada! y 
Este ejemplo e5% 


guos egipcios: 
ro, puesto 


gincio de numeración no había signo alguno para el cero. 
der a escribir los números tal y como los representaban los anti 
de numeración es muy simple y primitivo. Es un sistema decimal pu ña 
entación de los números enteros se emplea el principio decimal can ¡emplo: 
clase. Hay que notar que cada signo numérico representa solamente un N 
las decenas (ver el primer gráfico) denota solamente diez 
o diez centenas, lo que pone en evidencia por qué el sistema d 
no era posiciones ¿ei 


úmero; po E diez 


Tornado de PERELMA! 


CAPÍTULO|IV 


h 


Problema 1 


Los siguientes numerales están correctamente 
representados: 


b2d;; alal,; acc; a2mb. 
Determine el valor de axd+bxc. 


Resolución 
Como los numerales están correctamente re- 
presentados, se cumple que 


base>cifra 
> b2d;; alal,; Acc, a2mb, 
b<5  (a<b) a<d a<c 
AA =P 
d<5) [0<a) [c<d) m<c 
b<c 


Se observa que 


d<a<b<c<d<5 


112 3 4 


axd+bxc=10 


Problema 2 


Corrija los siguientes numerales y determine la 


Suma de cifras de cada uno. 
L (10)182, 
ll. EIN, 


tm. 2016, ; n>5 


Resolución 
EE 
| orden 5 | orden 4 | orden 3 | orden 2 | orden 1 


ATA E 
25)+0 S 
ce a! 1(5)+3 


Pasa 2 grupos 
de 5 y quedan 
0 unidades 


> (10)182; =20239, 


7 pasa l grupo 
de 5 y quedan 
3 unidades 


nto, la suma de sus cifras es 9. 


Numeración 


Problemas resueltos 


IL ordena | orden 3 | orden 2 | orden 1 
5 E 3 Ea 
== — 
441 —-» 142 —|- 
1 


pasa al orden 1 
y se convierte 
en 16 


Luego, 


4(8-3) 1. (16-9)¿=4517, 


Por lo tanto, la suma de sus cifras es 17. 


TIL. orden5 | orden 4 | orden 3 | orden 2 | orden 1 


2 | 0 Ñí (Qn+3) | 1 (Gn) 
a » la 
pasa dos grupos pasa 3 grupos 


de n y queda 3 de n queda cero 


> 20(2n+3)1(3n),=22340,, 


Por lo tanto, la suma de sus cifras es 11. 


Prablema 3 
Cierto juego de lotería tiene sus billetes mar- 


cados con 5 cifras en el sistema de base 11. 
Algunos billetes tienen la siguiente forma: 


(Qm+Um(3a+ D(0+2)(5-b),, 


¿Cuántos billetes tienen esta forma? 


Resolución Ñ 
Solo hay que saber cuántos numerales de la 
forma dada existen. 


solo se analiza 
una de ellas una de ellas 


O OS 


(2m+ D)m(Ba+1D)(0+2(5-b); 1 


solo se analiza 


no afecta a 
otra cifra 
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Luego, 


AAA 
Em+DmGBa+DO+DG6-0)1 

| ' 

E? 1 
lo) 3 
E 3 
19 05 
(10) 6 


5x11 x 8 


Para el valor de b, se tiene que 


+ Si b+2=0, 
b=2 > 5-b=7 


+ Si b+2=1, 
b=-1 > 5-b=6 
+ Si b+2=2, 


b=0 > 5-b=5 
así sucesivamente hasta b+2=7. 


. 5x11x8=440 numerales 


Problema 4 


Pedro ha protegido una cuenta en internet con 
una clave de 5 cifras en base 12. Élno recuerda 
las cifras, pero tiene un apunte de la clave, que 
es de la siguiente manera: 


(2a+1)(a-3)(a3)(2c-b)(a+b) y, 
Además, tiene una nota que señala que su cla- 


ve es capicúa. Halle el valor de a+b+c. 


Resolución 
Si la clave es capicúa, entonces las cifras equi- 
distantes de los extremos son iguales. 


(a+ Dla-3)(a3)(2c-b)a+b)y, 
l EA 


Además, el único valor de a es 3, ya que a?<12. 


an Car Da) 2c-ba+b)y, 


7 0 y 
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Luego, 

* a+b=7 
b=4 

. 2c-b=0 
c=2 
a+b+c=9 

Problema 5 


Una familia está dedicada a la crianza de 
animales y tienen aba animales. Debido a 
una epidemia, se mueren ab vacas, T0a car- 
neros y b0 conejos, hasta que al final quedan 
7(3a) animales. Luego de la epidemia pasan 
dos años y la familia llega a tener baa anima- 
les, dado que se reprodujeron rápidamente. 
¿Cuántos animales habrán nacido en esos dos 
años que pasaron? 


Resolución 
Según los datos, tenemos que 
total total 


inicio mueren final 
A O 


aba - ab - 104 -b0= 70) 


Como 3a <9, entonces 1 $4 <3. 


Descomponemos polinómicamente: 
1004-10a-b-100=70+30 
ee id b<Y9 

l 


2 4 


es 
4 ¡males 
Luego de dos años la cantidad dean 


baa=422 
Al finalizar la epidemia había 

7Ga)=76 et 
Por lo tanto, en | 
cieron 346 animales. 


CAPITULO!V, 


Numeración 


Problema 6 

Auna manifestación asistieron abed personas, 
de las cuales 24Xcd son varones y 51 xab son 
mujeres. ¿Cuántas personas asistieron a dicha 
manifestación? 


Resolución 
Se tiene 


total de ) nde |, [ n2 de 
personas varones mujeres 
il 


AY 2 


ubed 2Aecd Sab 


Descomponemos en bloques. 
100ab+cd=24cd+51ab 
> 49ab=23cd 


De ello se tiene lo siguiente: 
+ ab=23 + cd=49 


Por lo tanto, el total de personas es 
abed=2349 


Problema 7 


Si aba=nnn; además, E=a+b-+n, halle el va- 
lor de E. 
Resolución 
Del problema, expresemos nan, en base 10 
Mediante la descomposición polinómica. 

aany=49n+7n+n=57n 
had aba=57xn 

| 

171=57x 3 
> a=l A b=7 
Luego, 
At+b+n=11 
E=11 


Problema 8 

Si mn=abes=cba,, halle la suma de cifras de 
nm+ac 

Resolución 

Expresemos los numerales de base 5 y 7 en el 


sistema decimal descomponiendo polinómi- 
camente los términos de la siguiente igualdad: 


abes=cba; 

254 +5b+c=49c+7b+a 
24a=48c+2b 
12a=24c+b 
12(a-2c)=b 


De esta relación, se tiene que b=0, debido a 
que b es una cifra de base 5. 


Luego, como b=0 


> a=2c (4<5) 


> abe;=2015=51=mn 
» > abc;=402,=102 
Lko puede ser, ya 
que en base 10 
tiene tres cifras 
Se obtiene que mn=51. 
Además, 


a=2 A c=1 


Problema 9 
Si se cumple que 
abacabb,, =19(13)m1(,7) 


calcule a+b+c+mMXN. 
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Resolución 
Por la forma de las bases, se debe trabajar con 
cambio de base especial. 


ab acabb, = 19(13)m(,2) 


De ello, se tiene que 


a=1 

ba,=9 

nb=9-a=8 

Además, b<n (0 
ca,=13 


cn+1=13 
cn=12 (ID 


De (1) y (ID), se tiene que 
n=4; b=2; c=3 


bb,=m 
22,=m 


2(9+2=10 => m=10 


a+b+c+mxn=46 


Problema 10 


Cuando el número 1175 se expresa en base n, 
se representa como 2227,,. Halle la suma de 
cifras del mayor número impar de seis cifras 


de la base n, en el que no todas las cifras son 
iguales al ser llevado a base 4. 


Resolución 


Del dato, se tiene que 
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1175,9=2227, 


Observemos que si n=9, entonces 
2227/2328 +... 
=1458+... (se excede) 
> n=8 
Luego, el mayor número impar de seis ciftas 


en base n, en el que no todas las cifras son 
iguales es 


N=7777755 
Sumamos 2 para formar un numeral de cifras 
máximas. 


N+2=7777774 


Por propiedad del numeral de cifras máximas, 
N+2=8'-1=4'-1 
N+2=4'-1 
N+2=3333333334 
N=333333331, 
Por tanto, la suma de cifras de N eS 


3x8+1=25 
Problema 11 
Se cumple que 


14 = 1655; (n<10) 


10 
numerales Ms 


Calcule axn. 


CAPÍTULO)IV. Numeración 


Resolución Entonces 


Por la propiedad de bases sucesivas tenemos 64 < número impar < 216 


14 = n+10a+4=16, 


> números impares: 65; 67; 69; 71; 


T6 numeros 


Por lo tanto, existen 76 números impares, 


Probl 


Luego, " 
sg Determine la cantidad de sistemas de numera- 
10a+n+4=1633=33(1)+6 ción par en el que 134 se pueda expresar con 
10a+n+4=39 tres cifras. 


10a+n=35; (a<n<10) 
le 


, 
3 5 Sicumple 


Del problema tenemos 


15 No cumple 134=abcn; (n: par) 
: axn=15 , . 
Por propiedad de los intervalos 
2 LO 3 
ré<abc, <n 
Problema 12 == 
. % . . 2 3 
Determine la cantidad de números impares ns 134 <n 
que se expresan con tres cifras en el sistema 
senario y con cuatro cifras en el sistema cua- De lo cual se tiene que 
ternario, si á 3 
¡multáneamente. + n2<134 * 134<nMP 
Resolución RETA: 5,/11..<n 
Del enunciado tenemos | N 
1 máximo 6 mínimo 
ú ¡ a 
numero impar: abc; =mnpq, > n:6,8;10 


Por propiedad de los intervalos Por llo tanto, 134 se puede expresar con tres ci- 


. £ < abc, <É fras en tres sistemas de numeración par. 
p = 
e9 216 
LX Problema 14 
uy $ Mpq¿< 4 e 
64 a A la casa de Pedro llegaron de visita sus so- 


256 brinos. Pedro decide darles de propina las si- 


Luego tenemos guientes cantidades: S/1; S/5; S/25; S/125; ..., 

«así sucesivamente, con la condición de que 
no más de cuatro sobrinos reciban una mis- 
ma cantidad. ¿Cuántos sobrinos llegaron de 
visita si el monto que repartió en total fue 
de S/653? 
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Resolución 
Del problema tenemos 


a sobrinos b sobrinos e sobrinos d sobrinos 


Además, 


..+125d+25c+5b+1a=653 
dx 0x5 + bx5+0=653 


«dcha; 
> 653=...dcbas 


Luego, 


Por lo tanto, la cantidad de sobrinos es 
14+04+1+0+3=5 


Problema 15 


Dante, al pasar por una avenida, observa que 
en la puerta de tres viviendas están anotadas 
las siguientes direcciones: 252,,; m2, y 1538, 
y decide calcular el valor de mxn. Determine 
dicho resultado si las numeraciones están co- 
rrectamente escritas. 


Resolución 


Ya que se tienen numerales bien escritos, en- 
tonces 


232, lr, 


Er m<n n<8 
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De lo anterior, 5<m=<n<8 


6 


SN] 


mxn=42 


Problema 16 

Carlos y Paulina reciben sus cheques el fi 
de mes. En el cheque de Carlos está impre. 
so S/1mm5,,; y en el de Paulina está impresc 
S/c143. Si se sabe que ambos cobran la misma 
cantidad, calcule mM+N+C. 


Resolu 


Sean los cheques de ambos 


ñ 


si, 


SsAmm5, 


Si ambos cobran la misma cantidad, entonces 
Imm5,=014g 
=>) 


par 


Entonces 1mm5, €s par. 


De lo cual, se tiene que N eS impar. 


Además, 5<n<8 


> n=7 
s 
Expresamos en base 10 los numerale 
Tmm5; = c14s 
ON 


1x7 +mx7 +mxT+ 
348+56m=64c+12 
336+56m=64c 


CAPÍTULO!IV, 


Numeración: 


Problema 17 


Se tiene la siguiente igualdad: 


aba,=1(0+1Day 
Calcule el valor de axb. 


Resolución 

Expresamos en base 10 los numerales de ba- 
ses 7 y 9 mediante la descomposición polinó- 
mica. 


aba,=1(b+1Day 
49a+70+4=814+9(b+1)+a 


49a+7b=81+9b+9 
49a=90+2b 
SIS 


Y par par 


par 


> 4%a=90+2b 
4 Sicumple 
533 Nocumple 


boa 


Se observa que b=53 no es posible, ya que 
b<7. 


23 b=4 1 a=2 


. axb=8 


Problema 18 

Si se cumple que 

a00,=aba, 

determine la suma de valores de a+b. 


Resolución 
Expresamos en base 10 ambos numerales me- 
diante la descomposición polinómica. 
400 =abay 
8la+9x0+0=64a+8b+a 
-Bla=654+8b 


$ No cumple 
Se observa que b tiene que ser menor que 8. 
=> a+b:3;6;9 


Nos piden la suma de valores de a+b. 
34+6+9=18 


Dada la siguiente igualdad: 


122abac=alamin(n—0) y 
determine la suma de valores de b+c. 


Expresaremos el numeral de base 4 en la base 
16 mediante cambio de base especial. 


11220 ba Cc, 
Descomponemos polinómicamente cada blo- 


que y se igualan, respectivamente, a cada cifra 
correspondiente del numeral de base 16. 


1224 bia cy=alarmdaln—Dy 


Luego, 
+ Las primeras cifras son iguales. 
> a=l 
+ ab y=4a+b=n 
4+b=n 
. ac,=4a+c=n-1 
4+c=n-1 
5+c=n 
Se observa que 
5+c=4+b 


No cumple 
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El valor de b no puede ser 4, ya que b es menor 
que 4, 


> b+c:153,5 


Nos piden la suma de valores de b+c. 
14+3+5=9 


Problema 20 


Sea la expresión 


(a-D(a-1)...(a—1),=(6-D(0-1)...(b-1), 


16 cifras 


(b-1) cifras 


Determine el mínimo valor de a+b. 


Resolución 

Se observa que ambos numerales son de cifras 
máximas. Entonces los cambiamos a base 10 
por propiedad del numeral de cifras máximas. 


+ (-D(6-0)...(6-D),=00-0-1 


(b-1) cifras 


Luego, 
al y=p0-0_1 
al = pt 


Entonces los valores mínimos son 
a=3 a b=9 
(a+b) jp; =12 


Problema 21 


Determine qué cantidad de números entero 
positivos que terminan en cifra 8 son E 
que en base 5 se escriben con tres Cifras y en 
base 3 se escriben con cuatro cifras, 


solución 

Del problema se entiende que los números 
que terminan en cifra 8 son tales que deben 
cumplir la igualdad en base 5 y base 3 de ma- 
nera simultánea. 


> ..8=4bC5=MNP4y 


Por propiedad de los intervalos tenemos 


+ 5é<abe¿<5 
25 <abe;< 125 

- 3S<mnpqa<3' 
27 <mnpqz < 81 


érica 
Analizamos los valores en una recta num 
real. 


ran 
A neuen! 
Se observa que las soluciones Se € 


en la región sombreada. 

> ..8: 28; 38; 48; 58; 68; 78 ” 

ros positivos pe 
plen las cond! 


Porlo tanto, existen 6 ente 
que cum 


minan en cifra 8 y 
nes del problema. 


CAPÍTULO!IV; 


po 


> 


Test 


Corrija los siguientes numerales e indique 
la mayor suma de sus cifras. 


+ 106, 

+ 3(Dl 

Ad B) 11 O 9 
D) 10 E) 12 


Si los siguientes numerales están correcta- 
mente escritos: 


273,; 1n2,; 3rib 
calcule el valor de n+b. 


A 17 
D) 18 


B) 16 15 


E) 14 


Represente B en el sistema de base cuatro 
e indique la suma de sus cifras. 


B=3x256+2x64+3x16+4+3 


Am 
D) 12 


B) 10 9 


E) 8 


Se tiene el siguiente numeral capicúa: 


Po PANISTA 
+23 an+in 
Halle mxb., : 
8 B) 9 O 4 
D) 12 E) 6 
Se tiene que aqa=56. 
Calcule >. 
A 27 

B 
D 5 dle 5 s 


Numeración 


Se tiene que abab,=15. 


Halle a+b+n. 
A) 4 B) 2 ad 3 
D) 1 E) 5 


Se cumple que abb¿=a0a;. 
Calcule el máximo valor de a+b. 


Se tiene la siguiente expresión: 
AAARA (q,1) = 242 


Halle el valor de a”. 


A) 9 B) 25 Cc) 16 
D) 4 E) 36 
Sea el caso 
la. = 2, 
la__ 
la_ 13 
la 
5 
Halle el valor de a. 
A) 2 B) 3 O 4 
D 1 E) 0 
. Se tiene 113=abc,, 


Halle la suma del mínimo y máximo valor 
den. 


Cc) 12 
E) 14 


A) 15 B) 5 


D) 10 


Bon: 70:00 Claves 


Lumbreras Editores 


162 


>» Problemas propuestos 


Nivel básico 


Los siguientes numerales están correcta- 
mente escritos: m2m,; ama; bam; abc; 
Calcule axc+b. 


A) 12 
D) 19 


B) 18 Cc) 15 


E) 20 


Se tienen los siguientes numerales correcta- 
mente escritos: (a—3)b¿; ac2,; ma3, 
Calcule axbxc. 


A) 10 
D) 15 


B) 120 O 100 


E) 20 


Corrija los siguientes numerales e indique 
la suma de sus cifras. 


+ 5(13)186 
* 2043310), 
Indique el mayor de los resultados. 


A) 15 
D7 


B) 12 O 1 


E 8 


Un boleto de lotería tiene la siguiente nu- 


meración: ababj. ¿Cuántos boletos con di- 


cha numeración existen? 


A) 3584 
D) 49 


B) 64 O) 72 


E) 56 


Las páginas de un libro fueron numeradas 


en base 9; y algunas páginas tienen la for- 


pa E rd 
ma (2m+ Da(b+3)o. ¿Cuántas páginas tie- 
nen dicha numeración? 


A) 216 


B) 640 
D) 512 


O 648 
E) 630 


b. 


11. 


Katina tiene ba gallinas Y M patos, 

¿Cuántas aves tiene Karina si el Numera] 

(a+b)00-2(m-bXm-52a ro), 

es capicúa? 

A) 1 B) 5 0) 29 

D) 20 E) 24 

Se tiene que 

E=Tx4 45x474647x4412x4 

Exprese E en base 4 e indique la suma de 

sus cifras. 

N5 B) 10 O 7 

D 6 E) 9 

Si se cumple que 

abab,,=4345 

halle n?+a. 

A) 13 B) 12 o E 

D) 17 E 6 
== m. 

Se cumple que mmm=3030,» Halle 


A 4 B) 5 Cc 6 
D) 7 E) 8 
10, Dada la siguiente igualdad: 

aabadab¿=a(16)ca7 

halle c+b-a. 
o? 

A) 6 B) 9 a A 

D) 10 cad 
base y 

Si 12101121, es expresado 91, gal 


P i $29, 
de la suma de sus cifras €: 


den. 

c) 6 
A 4 B) 5 E! 
D) 3 


CAPÍTULO!IV 


12. 


14 


15, 


16, 


: Halle n, si 


Dada la igualdad 


11..1 8 Ñ A 1) 


8cifras — l2cifras 


halle m. 

A 3 B) 2 O 1 
D) 4 Ds 
. Dada la expresión 

bb. = 305 

numerales A > 

halle b. 

m3 B) 4 O 6 
D) 2 E 5 


Determine la cantidad de números pares 
que se escriben con tres cifras en el siste- 
ma heptanario y con cuatro cifras en el sis- 
tema quinario, simultáneamente. 


A) 109 
D) 10. 


B) 108 C) 100 


E) 98 


Si abab,=221, halle el número de siste- 
Mas de numeración en los que (a+b+n) 
Se exprese como un numeral de dos cifras. 
B 5 O 6 
E) 1 


Dado que 2aaa;=bc5, halle a+b+c. 


Adu 


B) 12 
D 1 . 


O 13 
E) 15 


Numeración 


N 7 
D) 10 


B) 8 (e 14! 


E) 1 


Si 3ab.=2ba;, calcule (a+b+c)? 


A) 16 
D) 49 


B) 25 O) 36 


E) 81 


Un médico observa que la cantidad de 
pacientes que visitan su consultorio en 
un determinado tiempo se distribuye de 
la siguiente manera: algunos pacientes 
vienen una sola vez; otros, 4 veces; otros, 
16 veces, y así sucesivamente. Además, 
como máximo tres pacientes han visitado 
el consultorio una misma cantidad de ve- 
ces. Si cada paciente visita una sola vez 
en cada cita, halle cuántos pacientes tiene 


en total el doctor. Considere que hubo en 
total 454 citas. 


Un numeral de tres cifras consecutivas cre- 
cientes en base 9 se expresa en base 8 con 
tres cifras, de las cuales la primera es la 
cifra central del numeral inicial. ¿Cuántos 
números cumplen con esta condición? 


71, El numeral 102110210110001 con base n se 


expresa en base rÍ y resulta que la suma 
de cifras excede en 46 unidades a la suma 
de cifras del número original. ¿En cuántos 
sistemas de numeración nf se expresa con 
cinco cifras? 
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Nivel intermedio 


92, En la clase de Aritmética 


+ Rosa escribe (a-3)2(-3) 
» Pedro escribe x6mM¿ 


+ Grecia escribe mbx; 

+ Karina escribe (b+1)(a-2)c 

El profesor indica que los numerales están 
correctamente escritos. Calcule a+b-+c. 


A 72 
D) 28 


B) 20 Cc) 21 


E) 24 


Un hacker obtuvo una clave cifrada de la 
forma (2n+3)ED(3n+1D0n,, con n>6. Si 
para obtener las cifras se tiene que corregir 
dicho numeral, ¿cuál es la suma de cifras 
de la verdadera clave? 


An 8 
D) 7 


B) 9 Cc) 10 


Dn 


Determine la cantidad de numerales que 
tienen la siguiente forma: 


bala+3)( 2) 
2/1 
A) 40 B) 88 Cc) 121 
D) 32 E) 120 


Halle m+c+b si 


(3m+2)(2b+ mÁJc)(b+m)(b +3)Um +6) 
es capicúa. 


A 12 
Du 


B) 9 0) 10 


E 8 


Se cumple que 
B=20+(2n+Dn+(n+3)n24+5 


Exprese B en base n (n>6) e indique la 
suma de sus cifras. 


A) 10 
D) 14 


B) 12 


O b 
E) 7 


. Una ciudad tiene mnpq habitantes, de los 


cuales 33Xxmn son varones y 32xpg so 
mujeres. Calcule pq-mn. a 


A) 98 
D) 30 


B) 31 O) 67 


E) 36 


22. Si abmn=70mn+64ab, ¿cuántos numera: 


o 


les abran cumplen dicha condición? 


N 1 B) 4 03 

D) 2 E) 5 
2, Se cumple que 

mnp=4(np-5m) 

Calcule M+N+p. 

A) 8 B) 9 Cc) 10 

D) 7 E) 1 


Pedro dice que la última página del q 
de aritmética es aa; mientras e 
mela dice que la última página del li 


— mn 
m04a;. Si ambos dicen la verdad, halle mi 
N 8 B) 9 g 2 
D) 4 E) 6% 
. Dada la siguiente igualdad: 
aaa=2160, 
calcule el valor de 4. 
gs 
m8 B) 6 9? 
D) 7 
. Se tiene que 
4b2¿=2CC1» 
Halle b+c. 
10) 10 
A) 8 B) 2 gn 


D 7 


CAPÍTULO!IV, 


Numeración 


33, Se cumple que 
[0abbal1¿=m75N9 
Halle (a+b)x(m-+n). 


A) 18 B) 48 O) 14 

D) 6 E) 21 
31, Se tiene que 

abcabbaac,=(30Mba)cc), 

Calcule D'+a. 

A 5 B) 28 C) 10 

D) 9 E 1 


se 
5 


. El menor numeral del sistema heptanario, 
cuya suma de cifras es 60, es representado 
en base 49, Halle la suma de cifras de este 
último numeral. 


A) 120 B) 240 O 5 

D) 48 E) 100 
dí, Se tiene que 

qq.a. = 

les mmmb 

a cifras 

Halle a+m+b. 

A) 15 B) 16 O 17 

D) 14 E) 18 


Y, 


Si se cumple que 4404 (q,1) = 11005 
halle a. 


O 4 
E) 5 


O 112 
E) 102 


Determine la cantidad de números capi- 
cúas que se expresan con tres cifras en 
base 8 y con cuatro cifras en base 6, simul- 
táneamente. 


A) 38 B) 19 O) 29 
D) 28 E) 30 


Nivel avanzado 


Si 7a1,=60bw, halle (a+0). 


A) 6 B) 7 O 8 
D) 9 . E) 10 


Convierta el mayor numeral de tres cifras 
diferentes de base (n+1) a base (n—1). Dé 
como respuesta el producto de cifras del 
numeral obtenido sin > 12. 


A) 164 B) 196 C) 229 
D) 190 E) 198 


- ¿Cuántos numerales de la forma 


a a 
= ((Vb)a-2) existen? 
al 5 0 bla a existen 


A) 63 B) 7 O 21 
D) 100 E) 14 


>. Un libro tiene 1147 páginas numeradas en 


base n. Si la última numeración es pgpg,,, 
halle p+q+n. 


A) 12 B) 1 O 13 
D) 10 E) 14 


¿En la clase de Aritmética, Pedro y Rosa re- 


presentaron un mismo número en bases 
consecutivas. Ellos escribieron, respectiva- 
mente, 103 y 124. Halle una de las bases. 
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45. Si abc=2c1c;, calcule a+b+c. 


166 


B) 15 0 3 


D) 4 E) 16 


5. Dada la igualdad 


20d5,,,=(1m+1)0pg 


calcule el máximo valor de m+d+p. 


A) 8 B) 9 O) 16 

D7 E 15 
47. Dada la expresión 

a(b+1D)5,=(0+1Dbn, 

calcule axbxn. 

A) 48 B) 30 6).12 

D 36 E) 84 


. Si se cumple que 


aabbcc,=5(a0 (a) y) 
calcule axbxcxn. 


B) 20 


D) 10 E B 
+ Si 
Ta_ =T05, 
numerales 
calcule b-a. 
A 1 B) 2 03 
D) 1 E) 4 


Y. ¿En cuántos sistemas de numeración 213 


se expresa con tres cifras? 


A) 14 
D) 9 


B) 6 


51. ¿En cuántas bases impares se represenla 


613 con cuatro cifras? 


Capítulo 


Operaciones básicas 
en el conjunto Z+ 


Juan Esqueche Paíconcial 


CAPÍTULO V 


OPERACIONES BÁSICAS EN EL CONJUNTO Z* 


que forman parle de las 


operaciones basi 


+ Aprender a reali 


+ Determinar la 


cantidad de cifras e vuno de sue 5 


Introducción 

Ante la necesidad de realizar el intercambio de los productos del trabajo, surge la necesidad de 
agregar o disminuir objetos en cada transacción. Esto originó el desarrollo de las operaciones 
matemáticas conforme aparecieron necesidades aún mayores, como manejar cantidades 
mucho más grandes, y permitió que se conocieran las operaciones matemáticas, desde las más 
elementales hasta las más complejas. 

Con las operaciones aritméticas no solo se describe la realidad circundante, sino que se actúa 
sobre ella transformándola. En efecto, si un niño tiene cinco soles en el bolsillo, el número aquí 
mide una cantidad de una determinada magnitud (dinero). Si su padre le da diez soles, este nuevo 
Número vuelve a medir otra cantidad de la misma magnitud. Con ello se describen dos cantidades 
Presentes en la situación. Sin embargo, el niño transforma la situación en otra reuniendo las dos 
cantidades para dar lugar a otra que le permite afirmar lo siguiente: Tengo quince soles en total, 
Con ello se permite describir numéricamente una nueva situación, una situación (la del total de sus 
ahorros) conseguida al transformar dos situaciones previas. 

¿De dónde provienen los signos de las operaciones? Por ejemplo, en cuanto al signo + y -, 
Posiblemente fueron utilizados por los comerciantes como marcas que indicaban el exceso (+) 
ol sa falta (7). Fue Widmann (Alemania), quien, en 1489, al publicar el libro Aritmética mercantil, 
utilizó los signos + y — para indicar exceso y déficit, que al poco tiempo se comenzó a emplear 
como signos Para la adición y sustracción. En 1631, William Oughtred (Inglaterra) usa por primera 
Vez el signo x en su obra Clavia mathematicae, pero Leibnitz (Alemania) adujo que se confundía 
Son la letra “equis”, por lo que prefirió el signo (+). Los hindúes utilizaron a para indicar la división, 
; 0 Expresión fue usada luego por Leonardo de Pisa (1475-1250). En un libro publicado en 1669, 
Pre Empleó el +, y Leibnitz, en 1684, introdujo el signo (-). 


j 169 


tumbreras¡Editores: 


1» NOCIONES PREVIAS 


BINARIAS DE UN h 


Dado el conjunto A=(2; 3; 4), el conjunto 
producto sería 
AxA=[(a;b)/ac Anbe A) 


> AxA=1(2; 2), (2,3), (24), (3; 2), (3; 3), 
69, 4,2, (43), 4; 0) 


Incluye relaciones binarias tales como 
+ R¡=t(a;b)la=b) 
> Ri=(Q;3, 3,3), (4, 0) 


+  Ra=í(a; b)a > b) 
> R1G8,3, (4,2), (4, 39) 
»  R¿=1(a; b)l/a+b=par) 
> Ri=102), (2,4), (3,3), (4,2), (4; 0) 


I conjunto de los núrneros naturales 
! le dos naturales siempre 
natural 
dd ) 
En la resta no es una ope- 
r pués el resultado no siermn- 


enteras (2), sí se 
minterna 


En el conjunto de los números nalurales 


(30), la operación de sustracción os exter- 


1, pues la resta de dos naturales puede 


in número entero, 


clores también 
ES EXICrno, porq 


iltado es otro 


conjunto (en es aso, una constante). 


1.2.0 


] RBINARIAS 
Es aquella operación en la que ul 
relaciona dos elementos de Un e 
obtiene como resultado un tera 


Operador 
Orito y sy 


er eleme 
generalmente del mismo conjunto. e 


Ejemplo 

La adición es una operación binaria, se asigna 
a cada pareja de elementos un tercer Número 
como resultado de la operación. 


(considera el orden) 


Sin embargo, es usual que la expresemos así: 


2 + 3= 5 
| | | | 
primer operador — segundo resultado | 
elemento elemento de elemento 


la adición 


En el caso de los sistemas de números, para 
respetar la terminología tradicional, usaremos 
simplemente la palabra operación en lugar de 
operación binaria. 


IÓN 

Dados dos números naturales, Á yB, las E 
de A y B se denota como A+B al número Al 
tural 5, de modo que A+B=3. Se e 
adición a la operación que hace correspo 

a ciertos pares (4; B) su suma A+B. 


+ jente fomi: 
En general, la adición presenta la siguiente 


uma 


donde 

- —A;B:sumandos 

- — S: suma o suma total más") 
- — +:signo de la adición (se lee: 


Ejemplo 
adición 
34+18=52 
Ett 


sumandos suma 


CAPÍTULON: 


Operaciones básicas enel conjunto. Z> 


Nota 
La operación de adición puede presentar 


más de dos sumandos 


Ejemplo 


ssl ls Gl 


sumandos suma 


Aplicación 1 

Si a+b+c+d = 23 

calcule S=abed+badc+cdab+dcba. 

Dé como respuesta la suma de sus cifras. 


Resolución 

Del dato, tenemos que a+b+c+d=23. 
Disponemos los términos de forma vertical, lo 
cual no se alterará al cambiar el orden. 


se lleva 


abced + 
bade 
cdab 
dcba 


25553 


A continuación veamos el procedimiento de 
adición que se realizó en cada orden. 


Procedimiento | 

e AE 
Orden1 | a+b+c+d=23 

(unidades) 1 queda 


Neva 
a 


Orden2 | a+b+c+d+ 
(decenas) 


lleva 
== - 


pa 


Orden3 | a+b +c+d+ 
(centenas) 
o 
Orden 4 

(unidag | L+FO+c+d+ 
de millay) 


Por] 
9 fanto, la Suma de cifras del resultado es 20. 


Otra forma 


Disponemos los términos de forma vertical 
para realizar las sumas parciales. 


Por lo tanto, la suma de cifras del resultado es 20. 


Aplicación 2 

Calcule la suma de todos los numerales de dos 
cifras del sistema decimal. 

Resolución 


Primero debemos determinar la cantidad de 
números de dos cifras en el sistema decimal. 


ab 


9x10=90 (total de numerales) 


cantidad de valores que adopta la 
cifra de unidades 


cantidad de valores que adopta la 
cifra de las decenas 


Ahora observemos 


PE 


Valores que adopta 


Valores que adopta 
la cifra de unidades; 
como son 10 valores 
y debemos formar 


la cifra de las de- 
cenas; como son Y 


wm —)e-o 


valores y debernos 
formar 90 numera- 
Jes, este bloque se bloque de valores 
repetirá 10 veces se repelirá 9 veces. 


90 numerales este 
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ab lara] 
: ; numerales 
de valores | 
21 164) 
de la cilra 
99 suma de cifras.) 
o AN A 0 
405+ —(M+12+ e 105 
90 
450 - q 1) A 50 
4905 


Por lo tanto, la suma será 4905. 


al bezí — la+b)eZ; 


Ejemplo 
Como8e Zj y 5€ Zj, entonces 


8+5=13 y l3e Zi 


donde el orden de los sumandos no altera la 
suma. 


Ejemplo 
Como7e Zj y 8€ Zj, entonces 


7+8=8+7 
aa a ciati 
Sia D o Y cEL | 
(a+b)+c=a+(b+c) | 
apa: J 
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Ejemplo 
Como3 € Z);6€ Zj y 5eZ;j, entonces 
(3+6)+5=3+(6+5) 
9 + 5=3+ 11 
lementa neutro 
[| SiAe Z¿ — 310, de modo que 
| 14-0=0+A=4 
Ejemplo 


Como 4 € Z;, entonces 4+0=0+4=4 


i todos los términos se escriben indivi- 


dial el símbolo “+” (leido 
ma suma de los números 
| 7. 
Tar , uvede emplear el simbolo 
1 y pesar de no escribirse in 
di ¡mente los términos, >e indican 
k umeros omitidos mediante puntos 
suspen es sencillo reconocer los 
núrn 39 ( ¡ele 


les la suma de las 


7) 
potend ias de e. 


sa Un 
4 0 infinitas Se empleá 


En sumas larga ' 
e DDR 
y ria y $ 
nuevo simbolo Narnado sumaltorli de 
" igma me 

representa con la letra griega sign 


yúscula O) 


Ejernplo 


24484. +512+1024 


loz primeras 
Es la suma de las diez prime 

7) 
de 2 ajenos 


i 5 
malorias ae 
y series 


La definición de sume”. 
sucesiones 


en el capítulo de 


CAPÍTULON: 


Operaciones básicasien el conjunto Z+ 


2.2,LA ADICIÓN EN OTROS SISTEMAS DE 

NUMERACIÓN 

Para realizar la adición en otros sistemas de 

numeración se tendrá presente las siguientes 

condiciones: 

+ Todos los numerales deben estar en el mis- 
mo sistema de numeración. 

+ Seinicia la adición desde las cifras del pri- 

mer orden, luego del segundo orden, luego 
del tercer orden, y así sucesivamente. 

+ En cada orden, se realiza la adición en la 
base 10, y los resultados obtenidos se ex- 
presan en la base indicada (se lleva la canti- 
dad de grupos formados por la base y lo que 
sobra queda como resultado en ese orden). 


Aplicación 3 
Halle la suma de 4325; 2145; 3425. 


Resolución 

Colocaremos los numerales en forma vertical 
Para efectuar la operación considerando el or- 
den de sus cifras. 


orden 3 
orden 2 
orden | 
E 


A continuación veamos el procedimiento de 
adición que se realizó en cada orden. 


Procedimienio 


24+442=8=1x5+3 
t queda 
lleva 


3+1+4+[1]=9=1x5+4 
Lp queda 


44243+[1]=10=2x5+0 


pe queda 
leva 


e 


mM 


Otra forma 


El método directo de resolver mediante sumas 
parciales es el siguiente: 


mas 


Aplicación 4 
Halle la suma de 2563,+6557¿+765y. 


Resolución 
Colocamos los numerales de forma vertical. 


Casos particulares 
1. Analizando los sumandos, se tiene que en 
toda suma se cumple que 
* par + par = par 
+ impar + impar = par 
+ par + impar = impar 


Ejemplo 
Sia,beZ* y a+4b=11, entonces 
ms par impar 
impa cl 
E: +4b=11 
' 4 
3 2 
a=3 a b=2 
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2. Sobre la cantidad necesaria y suficiente 
que se lleva de un orden a otro orden, se 


tiene lo siguiente: 
Para 2 sumandos Para 3 sumandos 


P? Observación 


serve que la última cifra de un suman- 


s igual a la última cifra de la suma 


jue eso ocurra, existen dos opciones. 


Aplicación 5 

Si se cumple que aa+bb+cc=abc, determine 
el valor de a+b+c. 

Resolución 

Escribimos de forma vertical 
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+ —Enlas unidades sería a+b=]0 
»  Enlas decenas sería l+a+c=10, 
»  Enlas centenas sería 1=a, 


Luego, 
a=1;b=9 y c=8 


a+b+c=18 


3» SUSTRACCIÓN 
Dados dos números naturales, A y B, la dife. 
rencia de ÁA y B se representa como A-Baun 


número natural D; de modo que A-B=bD. 


Se denomina sustracción a la operación que 
hace corresponder a ciertos pares de números 
naturales (4; B) su diferencia A-B. 


En general, la sustracción presenta la siguiente 
forma: 


donde 

- M:minuendo 
-  S: sustraendo 
-  D: diferencia 


4 Ss  “penos”) 
-  —:signo de la sustracción (se lee: “men 


Dnrot 


só senta 
La operación de sustrac ción pre 


solo tres términos. 


— diferencia (0) 


Pe 
sustraendo (5) 


+ — mínuendo (10) 


Aplicación 6 
S 3 
e sabe que e] 


A E S 
ayan a Dl 3) | 


Halle m+n+p+4- 


Operaciones básicas en el conjunto Z+ 


Resolución Resolución 
e: A , 
Disponemos los términos en forma vertical. Por dato tenemos que 


M+S+D=1456 
Ei 


7 
a (6+3) c (d+D) — eya 


CPIGDIIOS 


A Luego, 
m n Pp 4 2M=1456 
M=728 


Se observa lo siguiente: 
+ Enla columna de las unidades Es decir, 
(d4+D-(d-3)=q => q=4 


S4D=728B 
» Enla columna de las decenas S=-D= 1224 (dato) 
c-c=p > p=0 25 = 740 
+ Enla columna de las centenas S=370 
(0+3+10)-(b+5)=n > n=8 Reemplazamos. 
* Enla columna de los millares D=358 


(a-D-(a-2)=m => m=1 Por lo tanto, la suma de cifras de D es 16. 


+ Mán+p+q=148+044=13 Propi 


Se sabe que abc-cba=xyz 
3.1, PROPIEDADES 


Para a>c, se cumple lo siguiente 
Propiedad 7 - y=9 
: * x+z=9 
* a-=c=x+l 
= ¡DO0y 162: 9 


Demostración 
Como 


abc— 


cba 


yz 
En las unidades se observa 
c+10-a=z (D 


En las decenas, 
(b-1) +10-b=y 


Aplicación 7 > y=9 
Suma a 

1455, Si e los términos de una sustracción es Observe que el valor de y no depende de b, 
Icul do excede a la diferencia en entonces b toma los siguientes valores: 

> e á 
5% Suma de cifras de la diferencia. b:0,12..59 
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En las centenas, 
(a-1)-c=x 
a-c=x+1 0) 


Sumamos (1)+(1D. 
(a-1)+(10-a)=2+x 


. x+z=9 


Aplicación 8 
Se sabe que ab(a—-3)-(a-3)ba=mnp 
Halle mxn Xp. 


Resolución 
Por dato 
a  b(a-3)- 
(a-3)b a 
m on p 
En las unidades tenemos que 
(a-3)+10-a=p => p=7 
Por propiedad, 
«o n=9 
* m+p=9 > m=2 


. MXNnxp=2x9x7=126 


Propiedad 3 
Si abed-dcba=xyzw y se cumple que a > d: 


Cuando b>c, w+x=10 
y+z=8 | Cuando b+c, 
Cuando b<c, w+x=9 | *+Y+2+w=18 
y+z=9 
Cuando b=c, y=2=9 
1wW+x=9 


Demostración 
* Cuando b>c 


abed 
dcba 


Xxyzw 


= (a>dab>c) 


En el orden 1, se presta una unidag del 
den 2 al orden 1. de 
w=10+d-a 


En el orden 2, como se prestó una unidad 

al orden 1, queda c—1; además, b >C.Se 

tendrá que prestar una unidad del orden 3, 
z= 10) +(c-1)-b=9+c-b 


En el orden 3, como se prestó una unidad 
al orden 2, queda b-1. 
y=b-1-c 


En el orden 4, x=4-d. 


Luego, 
x=a-d y=b-I=c 
w=10+d-a* z=9+c-b* 
. x+uw=10 y+i= 


Cuando b<c 


abced- (a > d) 
deba 


Xyzw 


En el orden 1, se presta una unidad del or- 


den 2 al orden 1. 
w=10+d-a 


: or 
En el orden 2, al prestar una unidad al 


den | queda c-1. 
z=c-1-b | 

En el orden 3, como b < 1 

unidad del orden 4 al orden 3. 4 
y=b+10-c | 

En el orden 4, como se prestó 

al orden 3, queda a=!. 
x=a-1-d 


e, se presta ua 


una unidad 


Luego, ¿ue Vd (1) 


w=10+d-4:,,, po 
x=a-1-d * EA 


w+x=9 


CAPÍTULO V, 


+ Cuando b=cC 


abcd- 
deba 


xyzw 


(a>d) 


En el orden 1, se presta una unidad del or- 
den 2 al orden 1. 
w=d+10-a 


En el orden 2, como se prestó una unidad al 
orden 1, queda c—1; además, b=c, enton- 
ces se tendrá que prestar una unidad del 
orden 3 al orden 2. 


2=(10/+(c-1)-b (c-b=0; son iguales) 
z=9 


En el orden 3, como se prestó una unidad 
al orden 2, queda b-1; además, b=c. Se 


tendrá que prestar una unidad del orden 4 
al orden 3. 


y= [10] +(b-1)-c 
 y=9 (b-c=0;b y c soniguales) 
En el orden 4, 

x=4-1-d 


Luego, 


Aplicación 
Sea b > Cad 


E emás, abcd-dcba=3mTn. 
j alcule axb 


Xxcxd si ab+dc=96. 
Resolución 


Mob > C,Se cumple que 
e 
abcg- 


3+n=10 > n=7 
M+7=8 > m=1 


Operaciones básicas en'el'conjuntoZ+ 


Se observa que 
10 + d-a=7 (orden 1) 
a-d=3 (impar) 
> (a+d) tendrá que ser impar. 


En el orden 3, 


b-1-c=1 
b-c=2 
Por dato 
ab +  Setendrá —b+c=6 
de a+d=9 (impar) 
96 
Luego, 
b+c=6 )e a+d=9 
b-c=2)7" a-d83/0 
2b=8 2a =12 
b=4 a=6 
c=2 d=3 
Finalmente, 
axbxcxd=6x4x2x3 
-. AxXbxcxd=144 
dot 
ón es una de las cua- 
cas de la arilmética; 


de la operación in- 
, si a+b=c, 


los números naturales, 
N, solo 5e pue: tar dos números si el 
riinuendo es mayor que el sustraendo. De 


lo €€ 


wio, la diferencia sería un número 


¡ 

j 

H 
negativo que, por defin 
cluido del conjunto. Esto e 


n, estaría ex- 


í para otros 
rtas restricciones, como 
los números reales positivos. 


conjuntos con ci 


En matemáticas avanzadas no se ha- 
bla de restar, sino de sumar el opuesto. 
En otras palabras, no se liene a-b, sino 
a+Eb), expresión en la cual -b €s el ele- 
mento opuesto de b respecto de la suma. 
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3,2. LA SUSTRACCIÓN EN OTROS SISTE: 

MAS DE NUMERACIÓN 

Para realizar la sustracción en otros sistemas 

de numeración se tienen las siguientes condi- 

ciones: 

+ Todoslos numerales deben estar en el mis- 
mo sisterna de numeración. 

+ Se inicia la sustracción desde las cifras del 
primer orden, luego del segundo orden, 
luego del tercer orden, y así sucesivamente. 

+ Sila cifra del minuendo fuese menor que 
la cifra del sustraendo, la cifra corres- 
pondiente al orden superior prestará una 
unidad para poder realizar la operación, 
considerando que la unidad prestada del 
orden superior inmediato equivale a tantas 
unidades como indica la base. 

Ejemplo 

Para hallar la diferencia de 431, y 252, debe- 

mos realizar lo siguiente: 


A continuación explicaremos el procedimien- 
to de la sustracción. 


Como a 1 no se le puede disminuit 


lo que se hace es prestar del or- 


2 una unidad, que en el orden 1 
equivale a 7 unidades. 


— ts == 


Debido a que se prestó una unidad 


de este orden, quedaron 2 y no se 
puede disminuir 5, entonces se pres- | 
tará una unidad del orden 3, que en 


el orden 2 equivale a 7 unidades. | 


mM 


Se prestó una unidad y quedaron 3. 
Lueso : 


Otra forma 
La forma directa de resolver es la siguiente 


Aplicación 10 
si 4a5,-24b,=1c2, 
calcule a+b+c máximo. 


Resolución 
Escribimos de forma vertical. 


24b; 


102, 
En el orden 1, 
5-b=2 > b=3 


En el orden 2, la diferencia es €- Se po 
que en el orden 3 la diferencia es l, pre 
significa que se prestó una unidad del 01 


al orden 2. 


Así tendremos 


7)+a-4=c > 


(masimo) 


a+b+c=3+3+6=12 


Propiedad 1 


Si ab, ba, =Yn > 
y se cumple que n23n4> 


entonces, X+y=N= l. 


ca 


Operaciones básicas en eliconjunto Z* 


En el orden 1, como a > b, se tiene que pres- 
tar una unidad del orden 2 al orden 1. 


n] + b-a=y 


En el orden 2, (a-1)-b=x. 


Luego, 
x=a-1-b, 
+) 
y=n+b-a* 
. Xx+y=n-1 
Aplicación 11 


Si ab,-ba,=Xy,, calcule E=xby9+y3Xy. 


Resolución 
Como ab,-ba=xy, 
Por propiedad, x+y=6. 


Luego, 


x6yy+ orden l: x+y=6 
Y3x% — orden?2: 6+3=9=1x9+0 
706, i | 
lleva queda 
orden 3: = 
en3: [1]+x+y=7 


6 


Sada, pz, 


que n>3a>c 


Y se Cumple 
ntonces 


Demostración 
abc, - 
cba, 


MZ y 
En el orden 1, como a > c, del orden 2 se pres- 
ta una unidad al orden 1, con lo que se tendrá 
z2=n+c-a 
En el orden 2, como se prestó una unidad al 
orden 1 quedó b—1; del orden 3 se tendrá que 
prestar nuevamente una unidad al orden 2. 
Tendremos lo siguiente: 


y=n+(b-1)-b 
 y=n-1 
Observe que el valor de y no depende de b, 


entonces se cumple que b toma los siguientes 
valores: 


b:0; 1; 2;...; (n-1) 


En el orden 3, como se prestó una unidad se 
tendrá 
x=a-1-c 


a=c=x+1 


Finalmente, sumamos las expresiones. 


x=a-1-c 
z=n+c-a 
x+z=n-1 


Aplicación 12 
Calcule m2+n? si abc-cba=mn3. 


Resolución 
Como 


abc-cba=mn3 


por propiedad, n=9 
m+3=9 > m=6 
mi+n?=6%4+9%=117 
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Aplicación 13 
si mnp,+ def, = fed;, 


calcule E=mnp+pmn+npm. 


Resolución 
Como mnp-+def,=fed; 
se puede escribir 
mnp;=fed;- def. 
Por propiedad, n=6 y m+p=6 


Escribimos de manera vertical lo que nos pi- 


den calcular. 
mnp+ Sabemos que 
pmn m+n+p=12 
npm 
13.3:2 


Veamos el procedimiento. 
+ unidades: m+n+p=12=1x10+2 


+ decenas: [1] +m+n+p=13=1x10+3 
+ centenas: [1]+m+n+p=13=1Xx10+3 
. E=1332 


Se le denomina así a la cantidad que le falta 

a un número para ser igual a una unidad del 
orden inmediato superior, con respecto de su á 
cifra de mayor orden. 


Ejemplos 
+ —Hallemos el CA(76). 
Se observa que su cifra de mayor orden 
corresponde a las decenas, así que tendre- 
mos que averiguar la cantidad que le falta 
para completar una centena (orden inme- 
diato superior). 
100 (oa unidad del orden tres) 
76 
24 
CA(76) = 24 
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Ah 


En forma gener: 


Hallemos el CA(238). 


La cifra de mayor orden Corresponde a las 
centenas, veremos cuánto le falta Para fl 
pletar un millar (orden inmediato Superior), 
1321 — orden 
1000 -— - (una unidad de orden cuatro) 
238 
762 


CA(238) = 762 


Hallemos el CA(5136). 
21 -—orden 
10000 -— (una unidad de orden cinco) 
51.316 
4864 


CA(5136) = 4864 


Hallemos el CA(237) 
321 -— orden 
100, -  (unaunidad de orden tres en 
23, base 7) 
44, 


CA(23,)=447 


Hallemos el CA(3125)- 


1321 — orden 
an cuatro 


10005 =  (unaunidad de orde 
en base 5) 
312 en 


133; 


CA(312,)=1335 


bé 
L, si N tiene K cifras Y 
al, S 


base se cumple E 
a | 


.. 


y o 


CA(n,) = 1000" 
K € altas ) 


CAPÍTULO V: 


» Observación 
El complemento atiin 
siempre en su resp 


Ejemplo 
Forma incorrecta Forma correr 
CA(21,) 


JN a = 


Se ubica la cifra de menor orden y además 
significativa, dicha cifra se le quita a la base; 
las demás cifras (de orden mayor a la anterior) 
se quitarán del número de la base disminuido 
en uno. Si el numeral terminase en cierta can- 


tidad de ceros, su CA terminará en la misma 
cantidad de ceros. 


CA(7 6)=24 
2910 

CA(23 8)=762 
$910 


CA(7 32 00)=26 800 
29 910 


CA(4157000 0)=58 430 000 


CA(312009=13300, 
' TTTE 
SA(21600,)=356 200, 


Operaciones básicas en el conjunto Z* 


Propie 


Veamos qué sucede con la diferencia de CA de 
dos numerales consecutivos que presentan la 
misma cantidad de cifras, 

+ CA(75)-CA(76) 


25 - 2 <=] 


*  CA(242) - CA(243) 


158 - T57 =1 


+ CA(43;) -CA(44,) 


5 


24 - 


23, =1 


+ CA(3515).- CA(352,) 


=== 


538, — 5374 =1 


En conclusión, si N, y (N¿+1) presentan la 
misma cantidad de cifras se cumple que 


Veamos qué sucede con la diferencia de CA 
de dos numerales consecutivos de diferente 
cantidad de cifras. 

Tengamos en cuenta que como son numerales 
consecutivos, solo podrán diferenciarse máxi- 
mo en una cifra. Para ello, el menor tendrá que 
ser un número de cifras máximas en su base 
respectiva. 


Tenemos lo siguiente: 
»  CA(100) -CA(99) 
900 - 1 =899 


+ CA(1000) - CA(999) 


9000 - 1 =8999 


. CA(I 0 000) - CA(9999) 


90000 - 1  =39999 
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+ CA(1005) - CA(555) 
a 


—— 


500 - lo =45% 


+ CA(I000¿) - CA(555g) 
io Ro 


A 
50007 lo =4555% 


+ CA(105) -CA(75) 


—— 


703 - lg =67%8 


En conclusión, si N, Y (N,+1) tienen 
diferente cantidad de cifras, N, será de cifras 
máximas. Ahora, supongamos que N, tiene 
K cifras, entonces 


Aplicación 14 


Si ImnxCA(mn)=8151, calcule mXn. 


Resolución 

De ImnxCA(mn)=8151 

se tiene lo siguiente: 
(100+mn)x(100-mn)=8151 
100% mn =8151 


mn =43 
mn=43 
. mxn=12 


C a a 
uando las primeras cifras del numeral son ci- 


iras máximas, la cantidad de cifras en su CA 
disminuye. 


* CA(99996 2)=38 


CA(555214,)=342, 


CA(77777513,)=265, 


Se deduce que 


Aplicación 15 


Si CAlmnpq)=mnp, calcule mxn+pxq. 


Resolución 
Por regla práctica 
99910 


cAímnpq)=mnp 


Se tendrá 
10-9=p 
9-p=n 
9 n=m 
9-m=0 

De esto último, m=9 
9-n=9 > n=0 
9-p=0 > p=9 
10-q=9 > q=1 


Entonces m=9; n=0; p=% a=! 


mxn+pxq=9 


Aplicación 16 q 
si CA(mn;)=P48 Y CAlpaa)=nm 


halle m-+n. Considere que mén. 
Resolución 
+ Ye cA(mn,)=P08 
por definición se tiene 0 
100,-mn;=P48 
+ De calpqs)=nm 
por definición $e tiene ) 


100¿-Pqg=1M 


_ ca 


CAPÍTULON: 


Luego, restamos (1) y (1D. OS 
100,-mn,-1003+pgs=pqg-nm 
49- mn, -64==nm 
am—-mn;=15 

Descomponemos polinómicamente. 
10n+m-7m=n=15 

Se cumple que m,n < 7. 

La 


3n=2m=5 impar par > 
| | 


9 -6m=15  3n - 2m =5  n:impar 


Pos 
3 2 (mén) Sicumple 
505 


(m=n) Na cumpl 
Entonces m=2; n=3 
2 MEN=5 


Propiedad 4 
Veamos que sucede cuando la primera cifra 
del numeral no es cifra máxima de la base. 


+ CA(CA(627))=627 
R—" 
A: 

2 CA(CA(31623))=3162% 
—— —— 
LA 

y CA(CA(4263,))=4263, 
== 


CA(CA(CA(86353)))=CA(86353) 
p090a de 
A 


» Nota 
Cuando la primera cifra del numeral 
£s cifra máxima de la base 

EA(CA(974)) No es 974. 
lo correcto es 

CA(CA(974)) =CA(26)=74 

Ea 
Esa el 

Eo CA(CA(5234,))=CA(322,)=234, 


Operaciones¡básicas en el conjunto Zi 


4» INULTIPLICACIÓN 

Dados dos números naturales AyB, el pro- 
ducto de A y B se denota AXB al número na- 
tural P, de modo que P=AXB. 

Se denomina multiplicación a la operación 
que hace corresponder a ciertos pares de nú- 
Meros naturales (4; B) su producto AXB. 


En general, la multiplicación presenta la si- 
guiente forma: 


donde 

M-: multiplicando 
- —m:multiplicador 
-  P: producto 


Así tenemos 


15x 11 = 165 
E ina 


 multipl 


Ejemplo 
543 x 
ñ 89 
productos 4887 
| 4344 


[ 48327 


multiplicando 


parciales 


producto final 


En general, 


abcd x 
mnp 


Ea —pxabcd 
—nxabcd 


Es «mxXabcd 


productos 
parciales 
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Aplicación 17 

Si al multiplicando se le disminuye en dos uni- 
dades, el producto disminuye en 26; pero si al 
multiplicador se le aumenta cinco unidades, el 
producto aumenta en S0. Calcule el producto 
inicial y dé como respuesta la suma de sus cifras. 


Resolución 

Sea Mxm=P 
donde 

- —M: multiplicando 
- mi: multiplicador 
-  P: producto 


Luego, 
(M-2)xm=P-26 
Mxm-2m=P-26 
2m=26 > m=13 

También 
Mx(m+5)=P+80 
Mxm+5M=P+80 


5M=80 => M=16 
De lo anterior, 
m=13 y M=16 


P=Mxm=16x13=208 


Porlo tanto, la suma de cifras del producto P será 
2+0+8=10 


Aplicación 18 
Si abcx49=minni 
y la suma de productos parciales es 4836 
calcule a+b+c+m+i+n, 
Resolución 
Disponemos los términos en forma vertical. 
abcx 
49 


>. 
al productos parciales 
abex4 


minni — producto final 
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Por dato 
abcx9+abcx4=4836 
13xabc=4836 
abe=372 
> a=3; b=7; c=2 
Reconstruimos la multiplicación. 


372 x 
49 

3348 

1488 


18228 
Se observa minni=18 228 


De ahí que 
m=1; ¡=8; n=2 


a+b+c+m+n+i=23 


DE LA MULTIPLICA: 


Ejemplo 
Como7e Ny3€N, entonces 


7+3=21 y 21€ N 


ducto. 


Ejemplo 
si6eN y 4€N, 
> 6x4=4x6 


CAPÍTULO; 


Operaciones¡básicas en eliconjunto Z+ 


4,13. Propiedad asociativa 


SiAEN,BeEN y Cen | 
> (AXB)XC 


Ejemplo 
SideN;7e N y 5€ N, entonces 
(4x7) x5=4x(7X5) 
28 x5=4x35 
140=140 


Ejemplo 
Side N;6e N y 36 N, entonces 
* 4x(6+3)=4x6+4x3 
4x9=24 +12 
36=36 


* 4x(6-3)=4x6-4x3 
4x3= 24-12 
12=12 


4.1.5, Elemento neuntre 


SIAE N > 311, de modo que 
Ax1l=1xA=A 


Ejemplos 


Como 8 e N, entonces 
8X1=1x8=8 


12€ N, además 
l2xa=ax12=12 
Se afirma que a=1. 


» Observación 


La multiplicación es una operación arit- 


mélica que se puede explicar como una 
manera de samar números idénticos. 
Es decir 


sel produc 


los 30 primeros 


vámeros naturales. 


22 Es el producto de las 10 primeras 


h=1 potencias de 3 


OTROS SISTE: 


Para realizar la multiplicación en otros siste- 
mas de numeración se tendrá presente que 
todos los numerales (multiplicando y multi- 
plicador) deben estar en el mismo sisterna de 
numeración. Además cada multiplicación se 
realiza en la base 10, y los resultados obtenidos 


se expresan en la base indicada. 
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Ejemplo 


Efectuaremos la siguiente multiplicación: 


543,X36, 


El procedimiento es el siguiente: 
Se dispondrán los términos de la siguiente for- 
ma para efectuar la operación de acuerdo con 
el orden que ocupan sus cifras. 
321- 
5437X 
36; 


orden 


Evaluamos. 
+ Parala cifra de orden uno del multiplicador. 
- 6x3=18=2x7+4 
Lea L queda 


-  6x44+:2:=26=3x7+5 
Liteva L queda 


- 6x5+3:=33=4x7+5 
Litera L queda 


Para la cifra de orden dos del multiplicador. 


- 3x3=9=1x7+2 
Liieva L queda 


- 3x44l =13=1x7+6 
g Lheva L queda 


- 3x5+ 1 =16=2X 742 
Lara ea 


Finalmente se tendrá 


multiplicando 


543, x 


36, 
] productos parciales 


4554, 
30504, => producto final 


multiplicador 


2262, 


Aplicación 19 
Al efectuar la siguiente 


multiplicació 
_—— ión 
abcd,Xx243, se obtuvo como su 


a Ima de los pro. 
ductos parciales a un número que termina en 


4241,. Halle a+b+c+d. 


Resolución 
Se tiene 


abed, X 
243, 


3xabcd; 
4xabcd; 
2xabcd; 


productos parciales 


Por condición 
3xabcd,+4xabcd,+2xabcd;=..42417 
9xabcd,=...4241; 
12,xabcd;=...1241; 
Luego, 
abed, x 
12; 
5634, 
Reconstruimos la multiplicación- 
d=4; c=3;b=6; a=5 
a+b+c+d=18 


»» Observación 
En toda multiplicación se cul 
» (paní entero)= (Pa!) y 
+ (impan(impal =(impa 

a (impanL 05) 


+ (pant.)= el 
0 


mple 


D) 


. slead 2 
3% 


CAPÍTULO/V, 


4.3. MULTIPLICACION DON 
FACTORES ES UN 
MÁXIMAS 

Tengamos en cuenta que se debe cumplir que 
uno de los factores debe ser un numeral de ci- 
fras máximas. 


Ejemplo 
Sea abcdy X 888¿=...2573g. 
Entonces 


abedyx888,=...25734 


abedo x(1000,-1)=...2573, 


abed000y-abedy=...2573, 


abcd000,=abcdy+...2573, 


Escribimos la adición de forma vertical. 


1 
aa 


121517139 + 


¿aíb:c;da 
==RZHHA9 
abc:d:0:0:0, 


factor de cilras máximas tiene 


“ponente impar 


Operaciones básicas en el conjunto Z 


Ejemplos 
*  abedx9999=...6713 
Observe que m=p=q=4; además, 6+9 (ci- 
fra máxima de la base 10) y el exponente 
es igual a 1 (impar). 
Luego, 

abed= CA(6713) 

abced= 3287 


+ Qbc¿x355 


Observe que m=p=q=3 

155 (cifra máxima de la base 6) yel 
exponente es igual a CV2019 (impar) 
Luego, 


abc¿=CA(125,) 


abe¿=431, 


Caso 2 


Ejemplos 


+ abcx999=...681 


Observe que m=p=q=3; además, 6+9 (ci- 
fra máxima de la base 10) y el exponente 
es igual a 2 (par). 


Luego, 


abc=881 
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+ abedo x8888 01202 =...37159 
A as 
Lcifras — Acifras cifras 

Observe que m=p=q=4; además, 3+8 

(cifra máxima de la base 9) y el exponente 

es igual a UNI2020 (pan). 

Luego, 


abedy=3715, 


5» DIVISIÓN 

Dados dos números naturales D y d (d 0), el 
cociente de D y d se denota como D/d al nú- 
mero natural q, tal que D=dXq. s 

Se llama división a la operación que hace co- 
rresponder a ciertos pares (D; d) de números 
naturales con sus cocientes D/d. 

En general, la división presenta la siguiente 
forma: —— 
| D La | 
o | 


donde 
-  D: dividendo 
-  d: divisor 
-  q:cociente 
-  riresiduo 
Ejemplos 
+ Dividamos 72 entre 9. 
7219. 
8 
Se observa que 72=9X8. 


Dividamos 149 entre 11, con la condición 
de que el cociente sea entero. 

Como el cociente debe ser entero, se va a 
tener un nuevo término llamado residuo. 


Tenemos 
dividendo (D) —. 149|11_.- divisor (a) 
16N 13 — cociente (q) 
39 
33 
ido ti E 
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Además, se puede observar que 
149=11x13+6 


De los ejemplos anteriores se puede tener 
en cuenta que al dividir dos números, si el 
cociente es entero, dicha división podrá ser 
exacta, ya que el residuo es cero; o podría ser 
inexacta si el residuo es diferente de cero, 


DIVISIÓN 


Una división será exacta si el residuo es cero. 


91113 24|6_ E 
0 7 04 
91=13(7) 24=6x4 v 
En general Ñ 
Dld | 
0q 
| 
| 
Aplicación 20 


edebe | 
¿Cuál es número por el que $e?” 
¿Cuál es el menor nú p o obtenido 


multiplicar a 91 para que el im 
esté formado por cifras 7 únicamente: | 


Resolución A | 
Siendo NW el número, Se tendrá lo siguien | 
91xN=777...7 ] 
777.1 
Se observa que mE | 
Dividimos para hallar el valor deN: 
777___191_ | 
728 | 8547 ci 
497 | Vamos grati, 
| hasta obrene! 
En división exactá 


CAPÍTULO Y, 


5.1.2, División li ta 
Una división será inexacta si el residuo es di- 
ferente de cero. Esta división se puede realizar 


de dos maneras. 


a Division 1 1 

E Es cuando el producto del divisor por el co- 
ciente es menor al dividendo. Al número de 
unidades que le falta a dicho producto para 
ser igual al dividendo se le llama residuo por 
defecto, 


IE 


q KÁKAAXAA<AoAÓAMIMM 


— 


De ahí que D=dXq +r. 


Ejemplo 
Dividamos 123 entre 13. 
123113 


117 9 
6 


13x9 < 123 


> 123=13x9+46 


D. División inexacta p 
Es 2 y 
a el producto del divisor por el co- 

€ es mayor al dividendo. El número de 


Uni 
e que exceden en dicho producto al 
si no £s llamado residuo por exceso, con- 
A o que dicho cociente es el menor po- 
Sible (q+1), sl 


dividendo (0) exceso ( 


divisor cociente por 


(Do 4 exceso (g+D) 


¡Operaciones:básicas en el conjunto Zó 


Ejemplo 
Dividamos 123 entre 13. 


Buscamos ciertos números que multiplicados 
por 13 de un resultado que esté próximo a 123. 


A 
| D=d (q+1)=5, | 


D=d xq +r 


Las propiedades de la división entera inexacta 
son las siguientes: 


1. 0 < residuo < d 


2. | residuo máximo=d-=1 | 


Demostración 
Como el residuo debe ser menor que el 
divisor, para que sea máximo, ya que es 
entero, tendría que ser una unidad menor 
que el divisor. 

residuo máximo=d-—1 


189 


Lumbreras Editores 


>, 


3. | rr =d | 


Demostración 
De lo anterior sabemos lo siguiente: 


D=dXGq+ry 
D=d(q+1)-r, 
Como ambas expresiones son equivalen- 
tes, tendremos 
dxq+r¿=d(q+1)-r. 
dxq+r¿=dXxq+d—r, 
r ¿dro 


- rg+r,=d 


Aplicación 21 
Al dividir abc entre bc, se obtuvo 11 de cocien- 
te y 80 de residuo. Calcule a+b+c. 


Resolución 
Del enunciado tenemos 
abc| be Observe que bc > 80. 
80 11 


abc=bcx11+80 
Descomponemos polinómicamente por blo- 
ques a abc. 

a00+bc=bcx11+80 

a00=10xbc+80 
Dividimos entre 10. 

a0=bc+8 
Además, c debe ser2, ya que la expresión de la 
Izquierda termina en cero. 
Luego, tenemos 


a0 =b2+8 


b2>80 b:809 


Entonces 
a=9; b=8; c=2 
a+b+c=19 


Aplicación 22 

Halle un número que dividido entre 148 genere 
un cociente igual al residuo por defecto, siendo 
este igual al residuo por exceso. Dé como 
respuesta la suma de cifras de dicho número. 


Resolución 

De acuerdo con el enunciado, q=r¿=r,. 

Por propiedad sabemos que 
r+r,=148 (como r¿=",) 

> 2r,¿=148 


rg=T4 


Reconstruimos la división. 
D|148 
74 74 

> D=148x74+74 


D=11026 


A ámero es 
Por lo tanto, la suma de cifras del númer 


14+1+0+2+6=10 ] 


Al sumarle una cierta cantidad siesta 
dicha cantidad se suma al residuo. Orden 
tidad es menor al divisor, ena no Se 
que el nuevo residuo Y el a 1 no $ 
rán alterados; pero si el nuevo ds cocien 
menor al divisor, se divide Ce gades e 
te obtenido será el número np inicial Y 
aumenta el cociente de la pan yo: 
residuo que deje será el nuevo 
Ejemplos 
+ Sea la división inicial 

35325 


5 
3 14 


CAPÍTULOW. 


Aumentamos 10 unidades al dividendo. 
353 + 10/25 


3+10 14 — El cociente no varia 
== 


residuo < divisor 


3295 
3<25 


Aumentamos 60 unidades al dividendo. 


353 + 6025 
3+ 60,14 
3+ 60, 


residuo > divisor 


63>25 = 63|25_ 


13 2 
pt aumento del cociente 
nuevo residuo 
Luego, 
413 [25 
13 16=14+2 


*  Seala división inicial 
1723132 
27 53 
Aumentamos 3 unidades al dividendo. 
1723 + 332. 
27 +3 53 
RA 
residuo < divisor 
30 < 32 
Aumentamos 115 unidades al dividendo. 
1723 + 115 [32 
27 +115 53 
residuo > divisor 
142>32 => 142132 
14 4 


| L aumento del cociente 
huevo residuo 


-— El cociente no varia 


Luego, 


1838 [32 


MM 57=53+4 


co Al multiplicar por cierto númer 
-Mdéndo y al divisos 

Siel dividendo 
Se multiplican 


-SÍLvO, el cocie; 


y divisor de una división entera 
Por un mismo número entero po- 
nte entero no varía, pero el resto 
Multiplicado por dicho número entero. 


Operaciones básicas'en el conjunto Z 


Demostración 


Sea la división entera D|d . 
rq 
De ahí que D=dq+r. 
Ahora multipliquemos por n. 
Dn=dnq+rn 


Por lo tanto, se puede observar que el dividen- 
do es Dn: y el divisor es dn. 


Como r < d, entonces, rn < dn. 


De lo último se deduce que 


Dxnldxn 
rxn q 


Ejemplo 
Sea la división inicial 
37/18 
54 
Multiplicamos por 5 al dividendo y divisor. 


37x5|8x5 > 18540 
5x5 4 25 4 


Si al dividendo se le multiplica por un entero 
positivo, pero no al divisor, entonces el residuo 
quedará multiplicado por dicho entero positi- 
vo. Si el nuevo residuo es menor que el divisor, 
entonces, el cociente también estará multipli- 
cado por dicho entero. Pero si el nuevo residuo 
es mayor que el divisor, se divide entre él: el 
cociente obtenido será el número de unidades 
que aumenta el producto del cociente por el 
entero y el residuo que deje será el nuevo re- 
siduo. 


Ejemplos 

+ Sea la división inicial 
6719 
47 
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Multiplicamos por 2 al dividendo, pero no Aplicación 23 


El dividiendo de una división entera es 842 
yel 


al divisor. a 
67x 219 residuo es 25. ¿Cuántas unidades, como mini. 
4x2 7x2 — Elcociente queda mo, se debe agregar al dividendo para que el 
A multiplicado por 2 residuo sea el mayor posible? 
residuo < divisor 
g<9 
Resolución 
Multiplicamos por 8 al dividendo, pero no Tenemos 
al divisor, 8421 d 
67x8|9 q 
4x8 7x8 25, 
= 
residuo > divisor ds 25) pel 
2>0 > 3219 
5 3 De ahí obtenemos 
4 t aumento:del cociente 842=dxq+25 
nuevo residuo "ulliplicado por 8 ben 
Luego, 19x43=dXxq 
pes EM Luego, d=43; q=19 
5 59=7x8+3 842143 dll 
+  Seala división inicial 25 19 25+x 19 
división esiduo < divisor 
Multiplicamos por 3 al dividendo, pero no Finaltnentes a Sximo) 
al divisor. 25+x=42 (residuo máxi 
42x3|8_ 217 PP. | 
2x3 5x3 — Flcociente queda Por lo tanto, se debe agregar, como min 
Ar multiplicado por 3 | 
residuo < divisor | 
pm | 
6<87 CIÓN A PRIORI a | 
dei cl 
Multiplicamos por 17 al dividendo, pero no 1 PRODUCTO Y UN CO ' 
al divisor. a AL pronucTó pe 
42x17 [8 1:99! 
2x17 5x17 
== 
residuo > divisor á lo 
Aplicación 24 sfras 
31>8 E cifras: 
> F E Si A tiene tres cifras y B tiene dos 
4 ñ ms ? 
1 + aumento del cociente tas cifras tendrá AXxB? | 
inuevo resigno Pliplicado por 17 
Resolución 
Luego, 
Sean 10 
Y — 2 < 
14 18_ Ap 3 10482: 
2 89=5x17+4 B=wy > 105B< 10 
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Multiplicamos. 


10<AxB < 107 
pat 


1000; 1001; 


99 099 


Nos damos cuenta de que AXB puede tener 
405 cifras. 


Aplicación 25 
Si C tiene cuatro cifras y D tiene cinco cifras, 
¿cuántas cifras tendrá C?x D* 


Resolución 
SeaC=abcd > 10é<C< 10 
Elevamos al cuadrado. 
10%< 0? < 105 (0 
SeaD=xyzwp => 10 <D< 10% 
Elevamos al cubo. 
102<p? < 1015 (ID 
Multiplicamos (1) y (ID. 
108 2xD3 < 10% 
Observamos que C2xD? podría tener 19; 20; 21; 
22023 cifras. 
6.2.60N RESPECTO AL 
bi 6 . 
Visión DEDOS NUME 


Aplicación 26 


SIA bi 
“2 Mene cuatro ciftas y B tiene tres cifras, 
“cuántas cifras tendrá Le 

B 


Resolución 
Sean 
A= abed > 10 


— 


PA <A< 10! (M 
Smnp > 10 


e <B< 10? 
ds el inverso de B. 


10 (1 


Operaciones básicas en el conjunto; Z + 


Luego, multiplicamos (D y (1D. 


1x1 <axl<ol 


10 B 10? 


Á 3 
<= 3 
g=!0 


Observamos que E podría tener 1 o 2 cifras. 
B 


Aplicación 27 


Si A tiene cinco cifras y B tiene tres cifras, 
3 

¿cuántas cifras tendrá ds 

B? 


Resolución 
SeaA=xyzwp => 10<A< 10% 
Elevamos al cubo. 
102<A? < 10 0) 
SeaB=abc > 10<B< 10% 
Elevamos al cuadrado. 
101<B?* < 10 
Tomamos el inverso. 
1 1 1 
RÓS (Mm 
10% 8? 10* 
Luego, multiplicamos (1) y (ID. 
A 
10 B 10* 
3 
100 <10" 
B 
A? s 
Observamos que G podrá tener 7; 8; 9; 10 u 
11 cifras. B 


En general, sea N el producto o cociente de 20 
más números, se cumple lo siguiente: 


Si 10" < N< 10”, entonces 
+  Ntendrá como mínimo n+1 cifras. 


| 
[> 


N tendrá como máximo mm cifras. | 
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Matemáticas en el Imperio incaico 


(o del Tawantirn: 


ntos numéricos y 


a, para fines 
conocieron el cero, 
multiplicación y 


ra el decimal. Una 
tan una jerarquía 


firman e 


mente. 


| e el sis” 
== a : PR so del 

P | ; 7 También se puede contirmar elu có 

| Encargade ñ ¡ ls tema dec en el incario, por me org 

' — interpretación de los quipus, que puna 

Ú | 2089 | famila | mizados de modo que los nudos e unida: 

Í pisqa kamayuq | 5 familias a su ubicación pueden e 

ll + _ __E_ _——__——— Ra ate. Sin embal3 

l chunka kamayuq | 10 familias | des, decenas centenas, etc *s sistema Sé 

= , ES 

| pisqa chunka kamayuq | 50 familias la principal confirmación + de los números 

! E T xpre: jenominación ** sa 

b pachak kamayuqg | 100 familias expresa en la d meros van des 

| olsaapachal | - en quechua, en que los Mé por ejempl 

pisga pachaka kamayug | 500 familias —I rrollándose de manera decimal pan E pisas 
vwaranga kamayuq | 1000 familias 4. huk; 2, iskay: 3, kimsa: 4, ta ó ¡squíT 10 

| | pisqa waranga kamayuqg | 5000 familias 6, sugta: 7, ganchis; 8, q : 

' H=— = ; ' ka, elo. 

i | chunka waranga kamayug | 10000 familias | chunka; 20, iskay chunke 


- hespi/ 
je < hit 


CAPÍTULO Y. 


Operaciones'básicas enel conjunto 27 


Problemas resueltos 


Problema 1 


Si a1+02+a3+...+aa=bc8, determine el valor 


de a+b+c. 


Resolución 
Escribimos de forma vertical. 


al+ 
al Se observa que a es una 
a3 cifra menor que 10. 
A 3 a<l0 
aa 
bc8 
La, 14+24+3+...+a=...8 
a(a+I) _ 7x8 
pst ic E 
2 2 3 


a+a+0+...+0+ =bc 
A EA 


4sumandos =— 
a+ =bc 
7+ 2 =51 
Luego, 
a=7b=5;(=] 
E A4+b+c=13 
Problema 2 
Alana de 
o E Compró el álbum del mundial. Du- 
la po semana pegó bac figuritas; 
a Me pegó abc figuritas, faltándole 


¡ón (25)g 
Mar a 
¿Cuántas guritas de las 540 figuritas en total. 


5 z 
Ao las figuritas doradas que tiene di- 
1 Slestas son el 5% del total ? 


Resolución 


Del enunciado del problema, tenemos 


Entonces, a=2, b=3. 
El total de figuras es 620. 
Porlo tanto, las figuras doradas son 5%(620)=31. 


Si 19ab+18ab+17ab+... +1lab=xyz77, 
determine a+x. 


esolht n 
Hay 19 sumandos. 
La suma se puede expresar como 
100+200+...+1800+1900+19ab=xy277 
en la cual se puede observar que 
19ab=...77 
ab=83 
Al reemplazar ñ 
1983 +1883 + 1783 +... + 183 =xy277 


19 sumandos 


1983+1883+1783+...-+183=xy277 
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Entonces 
a=8 y x=2 
a+x=10 


Problema 4 

Se cumple que 
ab6,+bccy+aa2y=dc4ay 
Determine el valor de axc+dXxb, 


Resolución 
Expresamos la adición de forma vertical. 


“— orden 


En el orden 1, 
6+c+2=may; as2 


8+c = aa 
| | 
10 2 0. Nocumple:c<0 y ax0 
O + O Sicumple 
> a=c+l (D 


En el orden 2, 
b+c+a=n4ynS2 
4 
(a-1) 


b+2a=n59 (1) 


En el orden 3, 


b+2a=dcy (UD 
De (II) y (ID), obtenemos que c=5. 


Al reemplazar c en (l), obtenemos que a=6. 


Luego, 
b+2(6)=d5, 
b+7=9d 
| 
2 l- Si cumple 
n 2 No cumple 
196 


Entonces, a=6; b=2;c=5 y d=1 


axc+bxd=32 


Problema 5 
Determine la suma de todos los números de 


la forma a(a—1)b(2b-1). Dé como respuestala 
suma de cifras del resultado. 


Resolución 
Primero debemos calcular la cantidad de nú- 
mero de forma dada en el sistema decimal. 


ala-Db(2b=1) 


0) Ñ 
W4 A 


| 1 
3 A 
1 
9 


9 x Es 45 (total de números) 


Luego, escribimos todos los dígitos que van 
a ser sumados, para luego realizar las sumas 
parciales. 


ala-DO(2b-1) 


PSA 
A 
2 1 2 3 
y 2 y 5 
1 3 1] q 
5.4.5 9 
6.5 
7 ú 
3 7 
9 08 
2 2 5+ al 
138 
18.0 (041424028 
2 5 qero ñ] 
2 
2.4457 5 
Entonces la suma €5 944 575: 
as es 


la suma de cifri 


—Ñ 


Por lo tanto, 


CAPÍTULON, 


Problema 6 

Determine la suma de todos los números capi- 
cúas de 3 cifras de la base 9. Dé como respues- 
ta la suma de cifras del resultado. 


Resolución 
Calculemos la cantidad de numerales capi- 
cúas de 3 cifras de la base 9. 


8x9=72 (total de numerales) 


Luego escribimos todos los dígitos para reali- 
zar la adición en la base 9. 


a 
1 


8 8 


4 0 09 + — (1+2+...+8)> 


35 0y — (0+192+..480k) 22] 
400, — (1424 
A 2 
44000, 


+8)| Á |=324=400, 


Poro tanto, la suma es 44 000, y la suma de 
Sus cifras es 8. 


Problema 7 
Sea y E 
oa ES Conjunto de números naturales. In- 
el valor de verda, ¡gui > 
Posiciones: d de las siguientes pro: 
“ Sian 
IN Se bENybeN, entonces a e N. 
Msi 2 EN ya eN, entonces b e N. 
EN, Entonces q e N. 


Operaciones básicas en'el conjunto Z* 


Resolución 


IL 


IL 


Verdadero 
Dado que a-beN y beN, podemos afir- 
mar que 
a=b=c, tal quec e N 
a=b+ Cc 
N 


> aEN 


Falso 
Dado que a-b e N y aeN, podemos afir- 
mar que 
a-b=c, tal que ce N 

a-c=b 

== 
Entonces, b no necesariamente es un nú- 
mero natural, ya que b puede salir un valor 
negativo. 


Ejemplo 


a=5eN 
c=8EN 


5-8= 


Falso 
Dado que acen, podemos afirmar que 
di=c, tal que ce N 
a=vc 
Entonces, a no necesariamente es un nú- 


mero natural, ya que Je puede salir un va- 
lor no natural. 


Ejemplo 
a=8 (8eN) 
a=/8 > agN 


Problema 8 * 

Si abc¿=2xcbag 

además, xyz-—yzz=234 

determine el valor de E=a+b-c+x-y-Z 
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Resolución 


Por dato 


+ abey=2x0bay 
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abey=cbas+cbaz 
bey cbas= bas 
Por propiedad 
- b=7 
- a+c=17 (6d! 
Además, 
a=c=c+1 => a=2c+1 


Reemplazamos en (*). 
a+c=7 => c=2 
2e+1 a=5 


Luego, a=5;b=7 y c=2 
+ xyz- yz7=234 
xyZ= yz7+234 


Escribimos de forma vertical. 


1 
L, 24+y=7 > x=7 
Luego, 


z=1;y=5 y x=7 


acb:c+x-y"2=5xX7xX2+1x5x7=105 


Problema 9 


Al momento de restar 2 Números de 3 ciñ 
cada uno, Jenny invierte el orden de pe 
fras del minuendo, obteniendo 112 de de 
rencia. Si se sabe que la diferencia real ss 
de 805 y la suma de cifras del minuendo y e] 
sustraendo es 28, halle el producto de cifras 
del sustraendo. 


Por dato 


+  Sustracción real 


minuendo sustraendo 


abc - xyz=805 0) 


+  Sustracción realizada por Jenny 


cba-xyz=112 (0) 


Restamos (1) y (ID. 


No cumple en (1) 


Y 2 Sícumple 


Es decir, 


CAPÍTULO Y, 


Problema 10 
si ca(abco)+ CA (na) =CAlcbas) 
determine el máximo valor de a+b+c+m-+n. 


Resolución 
Por dato Ñ o 
CA(abco)+CA(mn79)=CA(cbag) 


(1990; -abco)+CA (mn?o)= (1000, —cbas) 


CA(mn7s) = abco— cbas 


Por propiedad de la sustracción 
* a-c=7 e BEQT12>.. 28 
801 Bmmáx=8 


+ (a+b+c+m+n),s=8+8+142+0=19 


Problema 11 


Se suman los complementos aritméticos de 
los números de tres cifras en el sistema quina- 
rio. Indique la suma de cifras de dicho resulta- 
do en el sistema decimal. 


Resolución 
Los números de tres cifras en base 5 son 
1005; 10151025; .. 444 


Sus complementos respectivos son 
CA(100,)= =400,=100 


CA(101,)=344,=99 
IEA di 


CA(444)= e 
E 
Suma en base 10=142+..+984:994+100 


Suma en base 10= 100x101 =5050 
2 


Si y 
¿pa de Cifras=54+04+5+0=10 


Operaciones básicas en el conjunto Zi 


Problema 12 


Se cumple que abcx333=...856. Calcule la 
suma de productos parciales del producto 
de nc5 por cab; en dicho sistema de nume- 
ración. Dé como respuesta la suma de cifras 
del resultado. 


Resolución 
Por dato 
abcx333=...856 
3(abcx333)=(...856)x3 ” 
abcx999=...568 
abex(1000- -1)=...568 
Es A 


abc000-abc=...568 


Realizamos la adición de forma vertical. 


La multiplicación será 
425x243 


SPP=425¿x(2+4+43) 
¡A 


SPP=425¿X 135 
SPP=10413% 
Por lo tanto, la suma de cifras es 


1+0+4+1+3=9 


Problema 13 
Se cumple que 


CA(abcr)x 333 =...251 
Determine el valor de a+b+c. 
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Resolución 
Por dato 


CAlabc7)x 333 =...251 


Multiplicamos en ambos miembros por 3. 
BA ps 
CAlabc7)x333x 3 =(...251)x 3 
CA(abc7)x 999 =...753 


Por propiedad 
au. 9910 
CAlabc7) =CA(7 5 3) 
CAlabc7)= 247 
667 á 


CA(abc,)= 502; 


Entonces 

* 6-a=5 > a=1 
+ 6-b=0 > b=8 
e 7-c=2 > c=5 


a+b+c=12 


Problema 14 
Si se sabe que abcd es igual al producto de tres 
números pares consecutivos y 4xab=5xcd, 


calcule el número que al agregarle la suma de 
sus cifras se obtenga el CA de abcd. 


Resolución 

Se tiene lo siguiente: 

+ 4xab=5xcd 
ab 5 ab=5k 


cd 4” cd=dk 


* abed=n(n+2)(n+4) 


100x ab + cd=n(n+2)(m+4) 
— =— 
5k AR 


> Px8xTxR= on (+2 (+4)=5 
[SS 


—— 
10 12 14 Nocumple 
12 14 16 Nocumple 
k=8 + 14 16 18 Ssicumple 


Luego, 
abcd=4032 


Nos piden N; además, Por condición 
N+Z cifras de N=CA(4039) 
N+2 cifras de N=5968 

Se observa que 

> 59pq+5+9+p+q=5968 


11p+2q=54 
¡ 


Se cumple que Tabc¿xdez=...464y; además, 
dex (a+ 1D)(0-D(c+D3=...6474 


Halle el residuo de dividir cba entre ed. 


Partimos del dato. 
degx1(a+ D(0=D(c+D3=..-6475 
de¿x(labcg+57)=...6475 


dex labc¿ +de¿X715=...647s 
eii 


464, +degx715=..-6174 
de¿x715=...163g 


Reconstruimos la multiplicación. 


d=1 y e=3 
Luego, 
labc¿xdeg=...1645 
labc¿X133=-.-464s 
Entonces : 
abc. Reconstruimos la 
labcg X e uplicación: 
138 =4 
...1245 a 
343 qe 
Meda AER 
...464g 


—Ñ 


CAPÍTULON, 


Nos piden r en 
cbaled => 430 [31 
ra 27 13 


. r=27 


Problema 16 


En cierto país se contabiliza en el sistema 
quinario. Si un comerciante vende un artículo 
en abcabcabc; y se observa que está ganando 
lo mismo que le costó, que fue cbacbachas, 
calcule a+b+c. 


Resolución 
Sabemos que 
precio de venta=precio de costo+ganancia 


Del dato tenemos 
precio de venta=2(precio de costo) 
abcabcabe;=2cbacbacba; 
Descomponemos en bloques. 
abcsx(5454+1)=20b03x(5'+5 +1) 
abcs=2xcba, 
De ahí 
abc=cbas+cba; 
abcs-cbas=cba; 
Por propiedad 
b=4 y a+c=4 


 A+b+c=8 


Problema 17 


its uste . 
na división por defecto, cuyo cociente es 


23, si 
S!se aumenta 59 unidades al dividendo y se 
Vuelve a realizar la di 


226 y el residuo au 
dividendo se aume 
A realizar la divisió 
Ylad 


ivisión, el cociente es igual 
menta en 8; además, si al 
nta 60 unidades y se vuelve 
E Ss n, el cociente aumenta en 4 
exacta, Halle el dividendo. 


Operaciones básicas en el conjunto Z+ 


Resolución 


Del enunciado del problema 


+ D|d > D=23d+r 0) 
r 23 
+ D+59|d => D+59=26d+r+8 (IM) 
r+8 26 
+ D+60|d => D+60=27d (1D 
0 2 


Reemplazamos (D) en (ID. 
D +59=26d+r+8 
(3d+r)+51=26d+r 


51=3d 
d=17 


Reemplazamos d en (11D). 
D+60=27d 
D+60=27(17) 


D=399 


La suma de los cuatro términos de una división 
inexacta es 327, pero si el dividendo y divisor 
se triplican y se realiza nuevamente la división, 
la suma de los términos es el complemento 
aritmético de 9049. Determine la suma de ci- 
fras del mayor valor que toma el dividendo. 


Resolución 
Del enunciado del problema 


D|d >= D+d+q+r=327 (D 
r q 

Por propiedad 
3D |3d > 3D+3d+q+3r=CA(9049) 
3 q 


3D+3d+q+3r=951 (1) 
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Multiplicamos por 3 a (1) y restamos (1D. 


3D+34+3q +34=981 Ja 
30+3d+ q+3é=951 
2q=30 
q=15 
Reemplazamos en (D. 
D+d+q+r=327; r<d 


' ; 
(15d+r) 15 


16d+2r=312 
par par par 
po —— 
8d +r=156 ;+<d 
19 A. Srcumple máx 
18 12 Sicumple 
17 20 Nocumple 
Luego, 


Dis: =19(05)+4=289 


Por lo tanto, la suma de cifras del mayor valor 
que toma el dividendo es 24+8+9=19, 


Problema 19 


Se divide el CA de un número de tres cifras 
entre el mismo número y se obtiene residuo 
máximo. Halle la suma de cifras del número. 


Resolución 
Por condición 
CA(abc) |abc. 
(abe-1) d 
Fin AX, 

Luego, 
CA(abc)=abcxd+(abc-1) 
1000-abc=abexd+abc-1 
1001=abcxd+2abc 
7x11x13=abcx(d+2) 

EA 
13 7 
Nos piden la suma de cifras. 


. Aa+b+c=14+44+3=8 
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Problema 20 


Si A tiene tres cifras más que C y B tiene q 
, á los 
cifras más que C, calcule la suma de la mínima 


cantidad y máxi i ¡ 
an y E ina cantidad de cifras que 


puede tener my 


Resolución 
Sea x el número de cifras de C, entonces 
+ el número de cifras de Á será x+3. 


+ el número de cifras de B será x+2. 
Además, 

100<A < 10 

10 <B< 100 


10*=1 << 10% 
Entonces 
107 +10< 48 < 10% +15 (1 
JO +4 Bis 10 (1D 
10%-9< 0% < 10% cun 
Luego, 


po9 +14 <A*B! < 109+23 


invertimos la expresión (IID. 
1 1 1 


—- e — $ == 


10% o 10%-2 
Multiplicamos. 
pal e pana 
1g9r + 149 £ ABBÍ a 
4 
¡014 B” 10% 
¿fras. 
. 31320 
e puede tener 15; 16; 175.43 
1 


Mínima cantidad de cifras: 15 
Máxima cantidad de cifras: 32 


¿ 


15+32=47 


1 


e 


- Áumentando es 


Test 


si a+b+c=13, calcule M=bca+cab+abc. 
Dé como respuesta la suma de sus cifras. 

B) 12 O 13 
BD 1 


A 9 
D) 10 


En una empresa, entre contadores, admi- 
nistradores y abogados, son ab6 emplea- 
dos, de los cuales b(c+1)8 son contadores. 
3c son administradores y 23 son abogados. 
¿Cuántos empleados serán técnicos si es- 
tán conformados por ac personas? 


A) 38 B) 32 O 35 
D) 36 E) 33 


A, 


determine el valor de x- Ye 


A) 64 


B) 72 O) 40 
D) 48 


E) 56 


+ Sise cumple que 


Calla MO DMe=Mec+ 3d) =5a(a+2)do 
Calcule a+b+c4 q. 


A) 15 


B) 16 
D) 18 


O 17 
E) 19 


n 10 unidades a ambos fac- 
multiplicación, el producto 
Calcule la diferencia de 
chos factores si se diferen- 


lores de una 


Sumenta en 650, 


Wadrados de q 
Sian en 15, 


Operaciones básicas en el conjunto Z+ 


A) 775 
D) 925 


B) 875 O) 825 


E) 975 


Sea abex4=...956 y abex?7=...173. 
Determine la suma de las tres últimas ci- 
fras del producto de abcx15. 


A) 13 
D) 18 


B) 16 O 1 


E) 9 


Dos números suman 146. Al realizar la 
división del mayor entre el menor de los 
números se obtiene 6 de cociente y 13 de 
residuo. ¿Cuál es el mayor de los números? 


A) 127 
D) 107 


B) 130 C) 113 


E) 132 


En una división exacta, el dividendo es 136; 
pero al sumarle 17 y realizar nuevamente la 
división se obtiene que el cociente aumenta 
en 2 unidades y el residuo es mínimo. Cal- 
cule la suma de cifras del cociente inicial. 


A) 6 
D) 9 


B) 7 O 8 


E) 10 


Si A posee 9 cifras, B posee 6 cifras y C po- 
see 4 cifras, calcule la máxima cantidad de 


AXB 
cifras que puede US. 
A) 27 B) 29 CO) 26 
D) 28 E) 25 
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> Problemas propuestos 


Nivel básico 


Miguel compró (a+ D(b—=2)(c+ 2) figuritas 
para su álbum; su hermano Carlos com- 
pró (c-Día+D(0+3) figuritas y su primo 
Sebastián compró (b+2)c+D(a+1) figu- 
ritas. ¿Cuántas figuritas compraron entre 
Miguel, Carlos y Sebastián? Considere que 
a+b+c=13. 


A) 1645 
D) 1649 


B) 1632 C) 1674 


E) 1638 


Sianxa7+a6+a5=14(n-1)7, halle a+n. 


A) 10 
D) 9 


B) 7 O 8 


E) 11 


Determine la suma de cifras de las cuatro 
últimas cifras del resultado de E. 
E=3+4+334+333+...+333...34+14-444444+....+444,..4 


53 cifras 


A) 20 
D) 21 


B) 18 O 17 


E) 16 


Se cumple que 
a279 +bcco + 4439 = de3as 
Calcule el valor de axb+cxd. 


6, 


Se cumple que 
S=74+7474+7474744-...+ 747474..74 
Si 


7 cilras 
Calcule $ y dé como respuesta la suma de 


sus dos últimas cifras. 


A) 9 
D) 12 


B) 10 O 1 


E) 13 


Calcule la suma de todos los números capi- 
cúas de cuatro cifras del sistema senario, Dé 
como respuesta la suma de cifras del resultado. 


A) 10 
D) 22 


B) 15 C) 18 


E) 32 


Calcule la suma de todos los numerales de 
la forma ala +2)bm. Dé como respuesla 
la suma de cifras. 


A) 22 B) 18 O 12 
D) 15 E) 26 
Si Wa +ac8+d24=cc1d 
halle a+b+c+d. 
A) 15 B) 16 c) 18 
D) 19 E) 20 
le 
En una sustracción, el minuendo €5 el po 
e todos los !é" 


¡ si suma di 
de la diferencia, y la 940. ¿Cuál ese 


A) 22 B) 14 O 23 minos de esa sustracción es 
An ndo? 
D) 13 E) 20 complemento aritmético del sust? 
c) 880 
5. Se sabe lo siguiente: pe dd 5 ds 
DY +2YY5+3YYp+...+(n-D)yy, =abc4,, Al su 
Calcule a+b+c+n+y si también se sabe 11. Si ab=en = 40 y en +do= oe 
que n+y=12, de cifras del resultado de sd 
2 B) 27 O) 29 A 15 E e " 
E) 21 D) 18 
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Operaciones básicas en el conjunto Z+ 


ds -ba=anp a Nivel intermedio 
halle a+b+C, dado que abc es máximo y :+. Se cumple lo siguiente: 
imp es el menor posible. abcdy-dcbay=mnmby, b >< 
Además, aby+cdy=ee. 
113 B) 18 GC) 19 Calcule la suma de los numerales de la for- 
p) 21 E) 25 ma abcdey que satisfacen lo anterior. 


ES A) 263183, B) 185046, C) 197633 
si abc 22m D) 368658, E) 216383, 
YE +2YXi = 0 el8 y 
Sib>c; abcd—dcba=2m?7n y ab+de=96, 


además d+e+/f+g=16, 
calcule axbxcxd. 


calcule /m. 

A) 900 B) 945 O) 495 
A) 6 B) 7 O 8 D) 895 E) 800 
D) 9 E) 10 


Dado que CA(abcd)=a+b+c+d, 
14, En 1977, la edad de Juan era el inverso de halle a+b+c+d. 

di dos úlimas cifras del año de su naci- A) 30 B) 36 O 24 
miento, lo mismo sucede con la edad de D) 32 E) 28 
su abuelo. Si la diferencia de sus edades es 
45 yla edad del abuelo en 1977 era la inver- 


sa de la edad de Juan, ¿cuál fue la edad del 
abuelo en 1972? 


Si CA(mnp)+CA(pnm)=1031, 
calcule CA(m+n+p). 


A) 82 B) 85 O) 88 
A) 56 B) 55 O 54 D) 89 E) 91 


D) 53 

E) 52 A 

, si CAlabcd)=(e*)elb, 
además, CA(ab)-CA(cd)=ef y 


ab+cd +e/=166, calcule a+b+c+d+e+f. 


15, Qadbe-cadla-3)=uef 
Se cumple que (a)be-cd(a-3)=def 


además, c-d=4 y b+e=10. 
Halle d+e+. A) 25 B) 28 0) 31 
D) 36 E) 41 
A 10 
D) 14 se ae 22. Si a un número de tres cifras se le suma 
us E)):20 dos veces la cifra de las decenas, se ob- 
¿sl e=2cha, ) tiene el complemento aritmético de dicho 
Calcule 7 si número, siendo la cifra de unidades signi- 
etc en base 10. ficativa. Calcule la suma de los cuadrados 
Ad de las cifras del número. 
Da dis O 40 A) 98 B) 49 O) 126 
7 E) 52 D) 63 E) 48 
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23. 


si CA(aba0)=7(0+ Dam 


halle a+b+m. 


O 7 
E) 9 


A) 5 
D8 


B) 6 


22. El complemento aritmético del numeral 


a(a+1)(a+2) es igual a 34 veces el com- 
plemento aritmético de (2a)a. Calcule la 
suma de cifras del CA[(a— Da(a+1)]. 


A) 20 B) 12 O 8 
D) 10 E) 16 
Si CA(abcds)=(a+1)c 

calcule a+b+c+d. 

A) 25 B) 19 C) 25 
D) 18 E) 21 


En el sistema de numeración octal, deter- 
mine un número capicúa de cuatro cifras, 
tal que su complemento aritmético sea 


otro número capicúa de tres cifras. Dé . 


como respuesta la suma de las cifras del 
número pedido. 


A) 26 
D) 28 


B) 32 0) 30 


E) 34 


. Se cumple lo siguiente: 


CA(abc) +CA(den) =mpq 
CA(mpg)=75 


Halle la suma de cifras del resultado de 
137den+54abc 


A) 20 
D) 17 


B) 24 O 30 


E) 19 


2, Se cumple que 
CAlabc)x 999218 


Calcule el valor a+b+c, 


=...476 


A) 10 
D) 12 


B) 1 0) 18 


E 17 


La suma de los productos Parciales de un 
número M multiplicado por 234 es 24 633, 
Si multiplicamos M por otro número N de 
cuatro cifras, el resultante termina en 1672, 
calcule la suma de cifras de M+N. 


A) 13 
D) 15 


B) 24 C) 26 


E) 27 


20, Se multiplica un numeral capicúa de cua- 


[2] 
PS 


. Si abedx1175 


tro cifras por otro de tres cifras impares 
consecutivas crecientes y se obtiene que la 
suma de los productos parciales es 43.956. 
Halle la suma de las cifras diferentes del 
numeral capicúa. 


c) 1 
E) 16 


A) 12 
D) 8 


B) 10 


g “bed _ mod calcule la suma de valo 
9 


res posibles de acdb. 


10) 8468 


46 
B) 98 e Sí 


A) 8689 
D) 9864 


n 
98953, calcule” S 


A) 6 B) 10 


D) 19 


aa ae < 
29, Si cuco, Xcu¡=daccaa;; a <C <D, 


calcule S=CVa7+UAC7+aco;. 


A) 1332 — B) 1232 C) 1552 
D) 1442, E) 1333, 


24, Se cumple lo siguiente: 
ab,xba,=bb(a- D(W+D, 


abyxba=(b-Dla+D(a+D (=D, 
Calcule a xb. 


A) 24 B) 15 O) 18 
D) 21 E) 16 


pS 


. Dado que mnpggx5555 =...21424. ¿Cuán- 
lo se le debe sumar, como mínimo, a mnp 
para que al dividirse entre ap la división 
resulte exacta? 


A 7 B) 12 O 28 
D) 17 E) 23 


a A E 
6, Al dividir ab7a entre ba, se obtuvo como 


cociente 67 y residuo (b-a)(b-a). Calcule 
(a+b). 


A 6 B) 8 05 
D 7 E) 9 


Nivel avanzado 
Y. Se div 
e divide 135 472 entre cierto número de 


les ej 
L Ciftas y se observa que los primeros 
Stos parciales fuer, 


testo 'on 82 y 191; además, el 
9 linal fue 4, Calcule la suma del cocien- 


e Y divisor e; 
Y divisor si este último es menor que 300. 
A) 527 
B) 5 


Operaciones básicas envelíconjunto Z+ 


Halle el mayor número entero, que al di- 
vidirlo entre 137 se obtenga por resto un 
número que es el cuádruple del cociente. 


A) 3148 B) 5124 C) 5117 
D) 4794 E) 4612 


Se tiene un número que al ser dividido por 
23 da como residuo el doble del cociente. 


¿Cuántos números cumplen con esta con- 
dición? 


A) 12 B) 10 O 1 
D) 13 E) 14 


Halle a+b+c si se cumplen las siguientes 
condiciones: 


=> 6c 

abb 

ací 

. 
A) 10 B) 15 O 16 
D) 17 E) 18 


Se divide ab5 entre cierto número y se ob- 
serva que el producto de los cocientes por 
defecto y por exceso es 306; además, el re- 
siduo por defecto es 18. ¿Cuántos valores 
puede tomar el divisor? 


A 6 B) 2 03 


12. En una división inexacta, al residuo le faltan 


35 unidades para ser máximo y le sobran 
29 unidades para ser mínimo. ¿Cuál es el 
valor del dividendo si el cociente es 23? 


A) 1629 B) 1654 CO) 1548 
D) 1327 E) 1249 
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43, Cierto ganadero agrupa sus animales en 


grupos de 19 cada uno, tras lo cual le so- 
bran ciertos animales. Si compra 264 ani- 
males y los vuelve agrupar, el número de 
grupos aumenta en 14 y le sobrarían 5 ani- 
males. Indique la suma de cifras de la ma- 
yor cantidad de animales que tenía inicial- 
mente si esta era menor de 550. 


A) 539 
D) 545 


B) 541 C) 543 


E) 547 


:. En una división inexacta se observa que el 


divisor es cuatro veces más que el residuo, 
y si al residuo se le disminuye 17 este sería 
mínimo (la división sigue siendo inexacta). 
Halle la suma de cifras del dividendo si el 
cociente es los 5/3 del residuo. 


A 18 
D) 24 


B) 19 O) 20 


EJ" 2% 


5, En una división entera inexacta, la suma 


de los 4 términos es 795. Si se multiplica el 
dividendo y el divisor por 5, la nueva suma 
es 3899. ¿Cuántos valores diferentes puede 
tomar el divisor? 


Con dos números enteros positivos fueron 
realizadas las cuatro operaciones siguientes: 
+ Los sumaron. 


*  Restaron el menor del mayor. 

Los multiplicaron. 

Dividieron el mayor por el menor. 

La suma de los resultados obtenidos es 243. 
¿Cuáles son esos números? 


A) 7y22 0 3y62 
B) 8y24 o 2y54 


'. Al dividir abcd,, entre cd,y, la división es |, 


30. 


C) 5y20 o 7y45 
D) 4y29 o 9y25 
E) 6y30 o 3y50 


Si en una división inexacta, al 
se le multiplica por 3 (pero no 
el residuo se hace cero. Halle | 
cociente y residuo original sila 


dividendo | 
al divisop, 
'A Suma dej | 


A Suma delos | 
cocientes es 22 y el nuevo cociente excede | 
le 


en 5 al residuo original. 


A 8 
Du 


B) 17 Ol +] 


E) 12 


exacta con cociente igual a 121,,. Sicdaby, | * 
es igual al producto de tres números pa- | 
res consecutivos, halle el menor valor de 7] 
ab+cd. 


A) 44 
D) 45 


B) 63 O) 54 


E) 66 


Si A posee 4 cifras, B posee 3 cifras y Cpo- | 
see 5 cifras, ¿cuántas cifras como máximo j 


AS xB? 
podría tener PE 2 


A) 15 B) 24 o Ú 
D) 16 ER 
ue B, y Clin 3 


Si A tiene cuatro cifras más (| eyade 
dos cifras menos que B, calcule la sur ad E 
la mínima cantidad y la máxima cal 

de cifras puede tener M. 


A xB? 


Capítulo 


Sucesiones y Series 


Juan Esqueche Paiconcial 


CAPÍTULO VI 


SUCESIONES Y SERIES 


Objetivos 
+ Identificar las sucesion j , ) la malemaáli 
+ Deducir la expresit z 1 2 r u m moy determinar la suma 


de térmi de dic! 


+ Aprender a calcular la « S i cen una si ión natu 


Introducción 
Comúnmente, la mayoría de las personas ha escuchado hablar de las sucesiones y de las aplicacio- 
nes que poseen en diferentes disciplinas. Lo cierto es que la matemática por sí sola no explica el 
porqué del número de pétalos que tienen flores corno las margaritas: 34; 55 o 89, o las trayectorias 
espirales que se describen en las semillas de ciertas flores, piñas, o en los brotes de algunos tallos. 
Sin embargo, resulta asombroso descubrir que existen patrones numéricos comunes que subya- 
cen no solamente en el orden que gobierna el crecimiento de algunos seres vivos, sino también en 
las proporciones que guardan las medidas de ciertas obras de arte que han sido consignadas como 
clásicas y que logran un impacto estético profundo en sus espectadores. 


Los números asociados a la cantidad de pétalos de las distintas flores, a las cavidades que guardan 
las semillas en los frutos, a las trayectorias espirales que se describen en las piñas, la alcachofa 
a en los brotes del tallo, forman parte de un grupo de números que pueden presentarse de la 
siguiente manera: 


1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55; 89; ... (sucesión de Fibonacci) 


Las sucesiones que siguen una regla determinada han llamado siempre la atención; es por ello que 
grandes matemáticos han enriquecido su estudio y han contribuido al conocimiento de algunas 
Propiedades que se cumplen en ellas. 


N dos a A , 
a que es indispensable un buen conocimiento y manejo del tema. En este capítulo desa- 
rro] ne , des de An 
pps principalmente las sucesiones numéricas; la sucesión lineal; la sucesión de segundo 
or E - : Simi A 
eN con sus respectivas propiedades, determinando el término general y la suma de dichos 


térmi : á [a P 
"minos (series); además, conoceremos las sumas notables y la cantidad de cifras que se utilizan 
Para enumerar un libro. 
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»» SUCESIONES 


1» DEFINICIÓN 

Una sucesión es una función cuyo dominio es 
el conjunto de los números enteros positivos 
(números naturales). Los elementos del rango 
de la sucesión, llamados términos de la suce- 
sión, están contenidos en un conjunto no vacío 
A (números reales). 

Ejemplo 

Conjunto — N Á 

asi 20 | (1. término) 

25 | (2. término) 

30 1(3. término) 

35 | (4.” término) 


Se observa que a cada número natural le co- 

rresponde un único término; lo podemos 

expresar mediante el siguiente conjunto: 
A=1(1; 20), (2; 25), (3; 30),... (n; 5n+15); ...) 

Esto define una función cuyos elementos son 

los pares ordenados de la forma (1; a,,). 
A=1(1; a), (2; a7), (3; ag), ..., (1; Ap), ...) 

También se observa 3 

Dominio (4): (1,23; ..¿nm;...) 

Rango (A): (Rana DE PA 


Gráficamente sería lo siguiente: 


» 


] 


Es aquella sucesión que se caracteriza por te. 
ner como términos a letras del alfabeto dis. 
buidas de acuerdo a un criterio, Los criterios 
más conocidos son los siguientes: 

+ lugar que ocupa la letra del alfabeto 

» iniciales de palabras conocidas 


+ formación de palabras 


Ejemplos 
Analicemos qué letra continúa en cada caso. 


> AQ 


D; C; O;D; ... 


D; Cc; Oj D:(T 


- RO Mid. 


RO; Mid: 16, 


A 


Es aquella sucesión contormad nadas 
ras que han sido e 
acuerdo a cierto criterio qUe 

gar de cada término de la suc 


A=conjunto 


CAPÍTULO VÍ 


Ejemplos E 
Veamos qué figura continúa en cada sucesión. 


¿ADOO: 


Criterio: número de lados de cada figura 
aumenta de uno en uno. 


IIS. 


Criterio: Cada cuadrado gira 90? en sentido 
horario. 


Aplicación 1 
Indique la figura que continúa. 


A As A 
NONE AN 


Resolución 


De las figuras observamos que 


O) ema 
A AO, NC EN 


abajo 


l 
bajo 


Además, 
os E a y 

avanza en sentido antihorario de uno a uno. 
O avanza en sentid 
lero, 


Por 
tanto, la figura que continúa es A 


¿ÍA 


abajo 


lo horario dejando un casi- 


23, 5 
SUCESIÓN NUMÉRICA 


Na Sucesió 

e: Le 

Es sión Numérica se caracteriza por te- 
MO término: 


A Ss a los nú 
Ñ Mplejos) s números (reales o 


e distribuidos y ordenados de acuer- 
“ero criterio, 


i q 
arar. 
Cesión le 4, Son los términos de una su- 
AMaremos A, será denotado por 


Sucesiones y Series 


» hata 


En el presente capítulo, cuando indiquernos 


la palabra sucesión 


slaremos haciendo re- 


erentia a una sucesión numérica, y nos re- 


lertemos a la secuencia (a): ay, 0; 43... 


REPRESENTACIÓN DE 


Cuando se tiene el término general de la suce- 
sión, es decir, se tiene la regla de correspon- 
dencia a,, en este caso se puede hallar cual- 
quier término de la sucesión sin necesidad de 
conocer los términos precedentes. 

Ejemplo 
bis terminos d sucesión que representa 


tal 
pana 


la 


] 

2h + 
fn+6hL-8 3 10 12: 145 165. 
> 005 28; 65; 126; .. 


> 0 


230 6079512154 


; ; E E AN 


Cuando especificamos, primero, un punto de 
partida y, segundo, la manera de calcular cada 
uno de los términos de la sucesión partiendo 
de los que preceden, la regla se llama de recu- 
rrencia; en esta se enlaza cada término de la 
sucesión con los precedentes. 


Ejemplos . 
Veamos los cinco primeros términos de la su- 
cesión en cada uno de los siguientes casos: 


+ apa=30 ay=5; n21 


-  ay=30) -  a4=303 
ay=15 ay=135 

-  d3=34) -  a5=304 
aj=3X15 a5=405 
az=45 
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Es decir, tendremos lo siguiente: 


di as Ay ua 
po] | | | 
yA A ' 


(a) : 5; 15; 45; 135; 405 


bri=0Pb); by=4; n21 

- by=lPxb, > by=1"x4=4 
-  b3=2x4=16 

- by=38x16=144 

-  b¿=4?x144=2304 


Así tendremos 


bibi by bi da 
| pol | 


1b,):4; 4 16; 144; 2304 


e d=d. td. d=1 ad)=1;n2>3 
- di=dy+d, > d3=1+1=2 
- di=d3+dy > dy=2+1=3 
-  ds=dy+dy > d5=3+2=5 


Por lo que tendremos 


A esta última sucesión se le conoce como la 
sucesión de Fibonacci, la cual hemos tratado 
en nuestra introducción al inicio del capítulo. 


ión de recurrencia para una su- 
Cesto dy da, Cl + a, es una ecuación que 
relaciona €., con algunos de sus antecesores 
(IAN 
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RIPTIVO 

Cuando se presenten los primeros término: 

la sucesión, los cuales se describen de ld 
que pueda generarse cada uno de los nio 
siguientes de dicha sucesión. 


Ejemplos 

MITAD 
Cada término de la sucesión aumenta de 
10 en 10 a partir del 7. 


= 35,32; 29; 26; 23; ... 
Cada término de la sucesión disminuye de 
3 en 3 a partir del 35. 


.« 2;-4,8;-16;3 
Cada uno de los términos son potencias de 


dos que van cambiando de signo 4 partir 
del dos. 
» 
que no tienen ¡ermino 
vido; por ejemplo 
l (numeros primos) 
astos) 
110 (números compueslos 
cosiones 25 
+ Existen tambien algunas o 
) prapuestas POT matemállc 
peciales propuest 


De Fibonaccl 


¡=15 0 L5 4 = lt pH 
152 pd 
ascicciatill 
De Feinverg CTribones? y, 9 H03 
p=1;t0=101:22 pal 0 
¡li la 


De Lucas 


q=1:t4=3% 


4» REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE UNA 
SUCESIÓN 

Dado que el dominio de la sucesión es el 
conjunto de los enteros positivos, la gráfica 
de la sucesión será una función discreta de 


puntos. 
Ejemplos 
3 
7 
a a a ay 
5 3 5 5 5 
2 3 1 5 


Ve, E 
io que conforme n toma valores más 
des, el valor del término se acerca a cero. 


e b 
ste caso, la gráfica muestra puntos que 


po parte de 


u ipé i- 
ler ina rama de hipérbola equi 


%=3n+1 


Sucesiones y Series 


1 


Notamos que conforme n toma valores mayo- 
res, los términos son también mayores. En este 


caso, la gráfica tiene puntos que forman parte 
de una recta. 


+ a=n +1 


a a A; A; a; 


> 


Además, notamos que conforme n toma valo- 
res mayores, los términos son también mucho 
mayores. En este caso, la gráfica se conforma 
de puntos que forman parte de una parábola. 
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5» OPERACIONES CON SUCESIONES 5.5. MULTIPLICACIÓN POR UN ESCALA 


Sean las sucesiones (a); (0) Y (cn), tales que... 


Eo ñ aaa (AT A 
se cumplen las siguientes operaciones: adi [c,,)=kla,j=[Rka,) > c,=Ra,; UneN, he 
ción y sustracción, multiplicación, multiplica- se 

ción por un escalar y división. 


Ejemplo 
Sean las sucesiones fa,)=[n) yvk=5 
nen | Entonces 
— > (a,)=(1 4; 9; 16; ... n?) 
Ejemplo 
Sean las sucesiones (a, )=121+1) y el) Luego, 
Entonces 
[5a,)=[5-1 5-4; 5-9;5-16;..; 5:1?) 
(a,)=43; 5; 7; 9; ...; 2n+ D 
(o rl 2.2.2 23) [€n)=(54, (5; 20; 45; 80; 
A? 45 n+l - fen)=l5n?) 
Luego, 
(ar+o,)=(33 store ¡2 
2 3 n+1 —— 
E 8. 17,30. ,2n%+3n+3| z g 
A í y 
lenj=ln+bn) BR. nl) e — 
f2n?+3n+3 
Aa Ejemplo ! 
Sean las sucesiones 
(a, )=(3n+2) y (0, )= 100) 
neN Entonces 


ij (a, )=(5; 8; 115 14. 3n+2) 
Ejemplo 


Sean las sucesiones (a, )=(2,) y (b,)=(n?). 
Entonces 


(a, )=12; 4; 6; 8; ..; 2n) 
(0,)=11; 4; 9; 16; ...; n) 


Luego, 


10,)=(4 8; 27; 64; 5 ni) 


(a, :04)=(2-1,4:4:6-9;8-16;..; 20-11) 
(cn) =l2; 16; 54; 128; ...; 2m3) 
+ [en)=l2m3) 
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6» CLASIFICACIÓN DE LAS SUCESIONES 


6.1. DE AGUERDO AL. NÚMERO DE 7 


6.1.1. Sucesión fl 
Cuando la cantidad de términos es limitada. 
Por ejemplo, 4; 9; 14; 19; 24; ...; 99 


En general, 4; dy; Az; Ag; ...3 Ay 


5.1,2, Sucesión 
Cuando la cantidad de términos es ilimitada. 
Por ejemplo, 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; ... 


En general, 4); 4); Qg; Ay...5 Ay. 


6,2, DE 
TRE SUS 


5,2 ión erecient 

Cuando cada término es mayor que cualquie- 
Ta de los predecesores. 

Por ejemplo, 17; 26; 37; 50; 65; ... 


En general, a, <a,<az<a,S... <a, $ A+]... 


<A mp Y 


Es decir | a 


A 


6.2.2. Suce 


decre 


tando cada término es menor que cualquie- 
Ta de los predecesores. 


Por ejemplo, 73; 70; 67; 64; ... 


En gen: 
er 
al, a,>a,>a3>a>... 24,2 U(n+1)2-- 


Es deci AN 
Sc 2,2 06,,1); Ya eN ] 


6.2, ió 
3. Sucosión estriciamento 


Na Sucesió E : 
as es estrictamente creciente si 
mino es Mayor que el anterior. 


Enge; <a, < 
'neral 
En 1 <02<03<44<...<4y, (Mm+nD<- 


ES de; 
Cir, 
z A A+ 1): VneN 


Sucesiones y/Series 


í tte decreciente 
Una sucesión es estrictamente decreciente si 
cada término es menor que el anterior. 


En general, a, >a,>a3>a,> > 0p> U(n+1)> .«- 


Es decir, | a, > 4,11; Yn € N | 


uenta lo sisuiente 


monótona si 


es crecien- 


mie creciente 


creciente (en cual- 


icotada superior- 


tada inferior 


Aplicación 2 
Escriba los cuatro primeros términos de la si- 
guiente sucesión: 


qn 
la) 
Resolución 


Como queremos los cuatro primeros términos, 
daremos valores a n: 1; 2; 3; y 4. 


2l 
* Si n=1l, tendremos > 
22 
+ Si n=2, tendremos a? 
24 
+ Si n=3, tendremos Ss 
2 _2 
+ Si n=4, tendremos ER 


Por lo tanto, los cuatro términos serán 


4.2 
2235 
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Aplicación 3 
Determine los términos vigésimo y trigésimo 
segundo de las siguientes sucesiones: 


L (Gén) Ln) 

Resolución 

Debemos tener en cuenta que 

* vigésimo <> término de 
término lugar 20 

+» trigésimo segundo <> término de 
término lugar 32 


Luego, evaluamos en cada sucesión: 
L (4n) 
Sin=20 => 20%+20=420. 
Sin=32 => 32%+32=1056. 
vigésimo: 420; trigésimo segundo: 1056 


IL (7n-1) 
Sin=20 => 7(20)-1=139 
Sin=32'> 7(32)-1=223 
vigésimo: 139; trigésimo segundo: 223 


Aplicación 4 

Determine la forma del enésimo término de 
las siguientes sucesiones: 

Gn 

TD. 13097: 
MM. 58113 147... 


l. 2 


Resolución 
1. Se podría escribir de la siguiente manera: 

248.16 

DP 
Dado que los numeradores son potencias 
conseculivas de 2 y los denominadores 
son Impares consecutivos, se puede escri- 
bir de la siguiente manera: 

2. 2 93 91 
20-32 RAT 


Luego, su forma general sería d 


2n-1 
218 


E TAS 


En este caso sucede algo similar a lo an- 
terior; a partir del segundo término, cada 
término es igual al triple del anterior. 

Así tendremos que a¡=1 y ap,.;)=30,, 


IL 5; 8; 113 14; ... 
Observamos que entre dos términos con- 
secutivos la diferencia es constante. 
Así tendrernos 
a1=5 Y Qín+1)=0p+3. 
Pero podemos notar que también se puede 
expresar como 
a, =3n+2 


ya que nos da los términos de la sucesión. 


»: 


ta ma sea la única 


7» SUCESIONES POLINOMIALES 
polinomiales 


eral tiene la Joa 


Se denominan sucesiones 
aquellas cuya fórmula gen 
de un polinomio en 1. 


“a tiene por le 
omial ti pudiendose 


Toda sucesión polin ml 
mación un polinomio de grado%» 
lineal, cuadrática, cúbica, etc: 


Es decir, 


» +pn" 


| a, =Arf+Bró cnÉ 

| 
Ub T* 

( AE 


AA AS 


pis 
¿ino? 
¡érmi 
donde a, es término general 0 


mo (último término). 


CAPÍTULONI 


7.4, SUCESIÓN POLINO! 
ORDEN (SUCESIÓN L 
Llamada también sucesión aritmética o pro- 
gresión aritmética, es una sucesión de núme- 
ros en la que cada término, excepto el primero, 
se obtiene sumando al anterior.otro número 
fijo. Este número fijo se llama diferencia co- 
mún o razón de la progresión aritmética (PA). 


Ejemplos 


* 23,33; 43; 53; ... 
MUNI 
+10 +10 +10 


+ 48; 46; 44; 42; ... 


LSININS 


Una progresión aritmética es toda sucesión 
Cuyo término enésimo a, está expresado me- 
diante un polinomio de la forma 


( 


(€,=An+B | 


VAZFO 


ni Es 


(polinomio linea!) 
Ejemplos 
% —PQ;i a); 
348 M4 
52 d+ 3: 1 
+2 > 7.12 


17. 22 


3% Z S 
14. Cálculo dei término enésimo de u 


E iciiión aritmética 
ea la sion e 
la siguiente progresión aritmética: 
95038345... a, 
NIZA 
Fe 


no 


Se Observa lo siguiente: 
050, +1 
0354, + 2r 
a, +3r 


Sucesiones y Series 


donde 


-  4y: primer término 
= 4, término general o el enésimo término 
- lugar del término enésimo 

r: diferencia común o razón de la progre- 
sión aritmética 


sucesión aritmética 


Ejemplos 


» Veamos el término enésimo de la siguiente 
sucesión: 


Si Ii. 


Entonces 


mA ad, a: a 


83113 145 Ti 
A 


3 3 3 


Luego, 
dy y 


a,=8+(n-12)-3 
a,=8+3n-3 
a, =5+3n 
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Otra forma 


Luego, ay=5 yr=3 


a,=5+3n 


+ Analicemos el término enésimo en la si- 
guiente sucesión: 


2171... 


Entonces 


Luego, ay=25 y r=-4 
a,=25-4n 


Sea la progresión aritmética 
Ay; 47; Ag; Ag; ...; Ap 15 Gp 


La suma de dichos términos estaría dada por 
$S=4,+4,+43+...+0p_¡+0p 


Se observa que 

S=4,+0,+43+...+4y 
S=ay+(ay++Ha+20+..+(a/+-19 (0 
También 

S=4,+0p-1+0,-9+... +0] 
S=a,+(a,-1)+(a,-2)+..+(a,-(n-Dr) (MM 
Sumamos | y Il. 


25= (a,+4,)+(a,+4,)+(a, +a,)+(a,+a,)+...+(a,+a,) 
a 
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nota 

En toda progresión aritmética (PA) 
ay aa a 5, 

Se concluye que 
sir > 0, la PA es creciente 
sir <0, la PA es decreciente, 


Aplicación 5 

Determine la forma general de las siguientes 
sucesiones aritméticas y, en cada caso, halle el 
vigésimo término. 


E BIS 
ll. 12d Aito. 
Resolución 
1. Calculamos la razón de PA y luego su for- 
ma general. 
(143; 7; 11; 155. A 


ASIN 


1 


a,=4n-1 (forma general) 
d7y=(20)-1=79 (vigésimo término) 


Il. Calculamos la razón de PA y luego $ 10 
ma general. | 
(165,12; 8; 4; 0 | 
EE 
a,=-4n+16 (forma general) 
> dy=-400)+16 
a7y=-64 (vigésimo término) 


Aplicación 6 . 3 yo 
El quinto término de una $ sl 
decimotercer término de dicha a de los diel 
mética es 101. Determine la sum: 
primeros términos. 


ei 


Resolución A 
¡emas se Susie” 


Para este tipo de prob 
la siguiente expresión: 
a,=a/+(n-Dr 


CAPÍTULOV! 


Luego, 
az=a +41=37 
ay=a +12r= 101 


Restando estas dos relaciones tendremos 
(d,+121)-(4 +41)=101-37 
8r=64 
r=8 
Como 
ay +Ar=37 
a1+4(8)=37 
a)=5 
Nos piden la suma de los diez primeros térmi- 
Nos; recuerde que 


tn 


Necesitamos 
41050, +9r 
Q10=5+9(8) 
Q19377 


Finalmente, la suma de los diez primeros tér- 
Minos será 


E 
o 


* S=410 


Aplicación 7 

a Muy observador, por lo cual se 
Enero, Prol que su madre, en el mes de 
20,543; on ere en febrero, S/38; en mar- 
¿Cuánto có 5/48, y así sucesivamente, 
oe a Mamá de Iván en el mes de 


bre á 
Y Cuánto ahorró durante todo el año? 
Resolución : 


Serve 
tom, Mos que los ahorros: 33; 38; 43; 48; ..., 


a sucesión aritméti Í 

cesión aritmética, así tenemos 
soe fut, mar abr, 
S j : 


pde Ue ll 


Sucesiones y Series 


Su forma general es 5n+28. 
El mes de octubre ocupa el décimo lugar, por 


lo que para saber cuánto ahorró debemos ha- 
cern=10. 


En octubre ahorró 
5(10)+28=78 


Ahora falta averiguar cuánto ahorró a lo largo 
de todo el año. Así tenemos 
1 2 3 al Lc y BA E 
1,44 144 
33; 38; 43; 48; ...; 78; 83; 88 


Sumamos los ahorros. 
Ea 


S=121x6 
S=726 


Por lo tanto, habrá ahorrado en total S/726. 


Aplicación 8 

Un vendedor ambulante conviene en pagar un 
préstamo de la siguiente manera: el 1 de agosto, 
S/33; el 2 de agosto, S/30; el 3 de agosto, S/27; el 
4 de agosto, S/24; así sucesivamente hasta can- 
celar su deuda, ¿En qué día culmina de pagar 
toda su deuda y a cuánto asciende la misma? 


Resolución 
Del texto podemos observar lo siguiente con 
respecto de los pagos: 


(36233; 30; 27; 24; .. 
A S = 


Forman una sucesión aritmética decreciente. 

a,=36-3n 
Ahora veamos en qué fecha ya no pagaría 
nada, es decir, a,,=0. 

36=3n; n=12 

Significa que el día 12 no se paga nada; la deu- 
da se termina de cancelar el día 11. Ahora vea- 
mos a cuánto asciende la deuda. 

S=334+30+27+24+...+6+3 
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Luego, 
(EL) 
2 


S=198 


Por lo tanto, se cancela en 11 días y el total pa- 
gado fue de S/198. 


Es aquella sucesión de números en la que la 
diferencia común se encuentra al realizar la 
diferencia de la diferencia de dos términos 
consecutivos. 


Ejernplos 
+  8;15;24;35; 48; ... 


47 +9 +11 +13 
YSL NS 
+2 +42 +2 


e 7;17;31;49; 71; .... 
SIA 
+10 +14 +18 +22 


Una sucesión cuadrática es toda sucesión 
cuyo término enésimo a, está expresado me- 
diante un polinomio de la forma 


polinomio cuadrático 


Ejemplos 
Un A PO 
(n*+5) EA 
fBn*-1) - Paro 
Lan? 140 


222 * 


nO Chésimo de una 
do orden 


Sea dy; 4; Az; ...; Q, Una sucesión de segundo 
orden. 
Entonces, para hallar el término enésimo uti; 
zamos el término anterior al primero (ay) 
¿Ayy, Ay; Ag; Az; Ag; As; aa. 
> ad ESTOS SE 
dy, di da dy d, 


A 
Luego, 
a¡=4p+d0 
a)=4y+dy+d 
az=4y+dy+dy+da 


A¿=0y+dy+dy+dy ++ (0 


Sea 
S=dy+dy+dy+..+dn-1 


Veamos que 
dy=dy 
d,=dy+1r 
dy=d/y+2r (1 


dy ¡=4¿+(n-= Dr 
AAA 


(n- Dar 


S=ndy+—> 


Reemplazamos en (*). 


A r 
! z -|n+4 
| a+)" se Y ) 


CAPÍTULO VI 


Se observa que 


ARA LS at == , 5 | 
r ) r 
A dl +do o pr Fado | 


Entonces 
r P 
==, B=dy-5 y C=a 
Á Fl 0 y o 
2A4=r, A+B=d, y C=ay 


En la sucesión de segundo orden se concluye 
que 


“+ 0=An+Bn+C 


Aplicación 9 

Determine la forma general del término enési- 
MO de cada una d 
de segundo orden, 
L7 13, 21; 31,43... 
110; 24; 44,70; 109; ... 
JN 2,7: 13; 20; 28; óN 


e las siguientes sucesiones 


Resolución 


De lo Ateriormen 
Práctica Podemos 


* Enla Sucesión 


te demostrado, de manera 
realizar lo siguiente: 


Sucesiones y Series 


IL En la sucesión 


C= 2510; 24; 44; 70; 102; ... 
LX ARONA 
A+B=>,8"14 20 26 32 
NETO 
24=1,6) 6 6 
y se cumple que 
* 24=6 > A=3 
+ A+B=8 > B=5 
. C=2 


a =304+5n+2 


III. En la sucesión 


(= Ca, 2; 7,13; 205285... 
a SN NANI 
A+B=14 05 6 7 8 
YAA 


2A=1121 1 1 


y se cumple que 


Aplicación 10 

Calcule el decimotercer término de la siguien- 
te sucesión de segundo orden e indique la 
suma de sus cifras. 


2; 5; 10; 17; 26; ... 


Resolución 
Tenemos la sucesión de segundo orden 
C= 13,2; 5; 10; 17; 26;... 
NINA NN 
=1113 5 7 9 
A+B A o 
2A=,232 2 2 
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De ahí tendremos 
A=1; B=0; C=2 


Luego, el término enésimo es 


ay =00+1 


Nos piden el decimotercer término, entonces, 
para n=13 tenemos 


ay=134+1=170 


Por lo tanto, la suma de cifras será 
14+7+0=8 


Aplicación 11 

Un comerciante anota diariamente el importe 
de todas sus ventas durante el mes de junio, 
siendo estos los siguientes: S/90; S/92; S/95; 
S/99; S/104..., así sucesivamente, desde el pri- 
mer día del mes hasta el 30 de junio. ¿Cuál fue 
el importe de las ventas el último día del mes? 


Resolución 


Veamos los importes de las ventas. 


Entonces podemos observar que dichos im- 


Portes de venta forman una sucesión de se- 
gundo orden cuya form 
1 


Des 
aj =G nó + n+89 


a es 


Nos piden el im 
porte de venta del últi : 
del mes, es decir Edltimo, día 


reas 1 
00057603 (30)+89 
U30=554 
, el imy 
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Sea la sucesión cuadrática 
15:0,.181223 5 
INN 

3 AR 


Debido a que es una sucesión cuadrática, pre- 
senta la forma de un polinomio cuadrático, 


La =AnM+Bn+C | A%0 nez* (1) 


Ejemplo 
Sabemos que 


Reemplazamos los valores en (*). . 
aj=A(D'+B(1D+C=1 > A+B+C=l 
as=A(0)+B(9)+0=6 > 44+28+0b 
as=A(3P+B(5)Hc=13 > 9+3Bi0=Ó 

Resolvemos. 

A=1; B=2; C=-2 

Luego, 


a,=n*+2n-2 (término general) 


de combinación 


“Sea la sucesión cuadrática 


015 o; Az; Ag; «<< Op 
NL NANO 
Hd, +dy +dy 


SNA 
+ro 41 


Sabemos que 


AAA 
nm-D 

(n-YM ] 
A 


CAPÍTULO] 


Damos forma a la ecuación. 
(0-0, (DD 


DA 
(0-3 m-2) (1-1) 
ió 2!(n-3)! 
Es decir, 
Laa cad; O pere 
Del ejemplo anterior 
1:-6,183:225 ¿s. 
E 
E 
Luego, 
aC SC pi 2037! 
mel (n-1)! (n-1)! 9 (n-1)! 
0l(n-1)! 1Un-2)1 "21(n-3) 


a=1+5(n= D+(n-2(n-1) 
an=n"4+2n-2 (término general) 


» Nota 


Los dos métodos antes me 
Bueden ser aplicados 
Yor orden, p, 
Mos la re 
Telación 


encionados tambi 


para sucesiones de tma- 


ata este caso nosotros utilizan 
gla práctica. teniene 


Jo en cuenta la 
Obtenida en el pl 


unto anterior. 


Ta, Término ENÉ: 


N POLO» 
ÓN 


SIMO DE UNA s 
lAL BE un ORDEN ( 


UAL- 
Ulizando el método 


fa de combinación se ob- 
O siguiente: 
ta , 
a Sucesión cuadrática 
vlrlaxas . 
e 9030 «..¡ O, 
e La 
QA da 


Sucesiones y Series 


2. Para una sucesión cúbica 


4y; A); Az; Ay; As; ...; Q 
NS NS Ns 


n 


LS 


di de d 


3. Para una sucesión cuarta 


41; A; Az, Ay; A5; Ag; ... 
ARNO RON 
bi bi b 


Ls 
us ' 


Us 


Aplicación 12 
Halle el décimo término de la siguiente suce- 
sión: 


4; 12; 38; 88; 168; ... 


Resolución 
Tenemos la sucesión de cuarto orden. 


4; 12; 38; 88; 168; ... 
VESES! 
8 26 50 SU 
NE NENE 
18 24 30 
as MY 
6.6 


Luego, 
ay =4Cp+8CpI+18C5 "146057! 
n 
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(a-D,, 0-DO-2 
E 


(-1)(M-2D(M-3) 
1x2x3 


a,=4+8n-8+9(1*-3n+2) 
+ (M-6n%+11n-6) 


Reduciendo queda 
ay +31 -8n4+8 


Como nos piden el décimo término 
ay=10 +3x10'-8x10+8 
ajy=1228 


» 


8» S 
SIÓN GEOMÉTRICA 

Es una sucesión de números, en la que cada 
término, excepto el primero, se obtiene multi- 
plicando al anterior por otro número fijo llama- 
do cociente común o razón geométrica. 


En general, es de la forma 
¡CEI tt; ln 
SINS Y 

qx q tU 

Se observa lo siguiente: 

1=11xgP 
tp=1,xq! 
t3=t) xq? 
t¡=1 xq? 


tp=t xq" 
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Luego, el término general de una Progresió 
geométrica (PG) está dado por ll 


La, =t xq" 


donde 

- ty: primer término 

- — ty: término enésimo 

- — n:lugar del término enésimo 


- q: razón geométrica 
Ejemplos 
1 1 de la PA 
CAE 
3x2 $365 1252; 
1 n-1 2 2 2 
EZ | a == = 
2x ] a $ guia” 
pl 16584 
64x|5) 64: 32 163 85 -+ 
| 


Aplicación 13 
Calcule el décimo término de 
gresión geométrica e indique la sumi 


la siguiente PIO" 
a de sus 


cifras. 

4; 12; 38; 108; ... 

Resolución ] 

Tenemos la progresión geométrica 
4; 12; 36; 108; ... 


y se observa que 1 ¡24 y q=3: 


Luego, 
q =4x37 


Hallamos el décimo término- 


tip=4x3"=78 732 


Nos piden la suma de cifras. 


748+74+342=27 


CAPÍTULO/VI 


» SERIES 


1» DEFINICIÓN 

Se llama serie a la suma indicada de los tér- 

minos de una sucesión. Por ejemplo, se tiene 
4; %y; Ay; Ay; «..; A, (una sucesión finita) 


Entonces la expresión 
ay+ay+ag+a4+... +0) 


se llama serie y la denotamos por s,,. Sila suce- 
sión tiene n términos, se obtiene lo siguiente: 
$141 
$¿=01+0) 
$3=0,+4y+03 
5450, +3+43+04 


5/=0/+0)+03+4+...+Q, 


Rota 
Es incorrecto « nfundir us ( o 
Una Suma. 


Ejemplos 


1+10+13+16+4+19=65 


: 12+17422427432+37=147 
3+7+13+9] +31+43=118 


; R 
2 Notación SIGMA 


Ala sucesió 
esión q,: q.: 
seri 1 43; Az. ...; 4; ento; 
ie 01+apt a+. ¡e O nces la 


ón es «Fa, se escribirá e 
¡ón Sigma, es dedir n irá en nota: 


5501+0,+q 
Luego, 


3404+...+a,, 


Sucesiones SES 


3» PROPIEDADES 


n 


Y ca, =C0y+CAy+CA3+...+CQ 
¿=1 
=c(a,+4,+a3+a,+...+a,) 


n 
Y, (a¡+b;) =(a, +b,)+(a7tb))+(a3tb,)+... 


¡=1 
+(a,,+b,) 


=(a, +a3+a3+...+a,) + (b, +b2+b3+...+b,,) 


n o n n 
2 (a;,¡-a)= 2 Oir Y a; 
i= i= i= 


=(a,+a3+44+... +0, 1)-(4,+4,+43+...+a,) 
= Qp+1741 


Esta propiedad se utilizará con bastante 
frecuencia en la demostración de sumas 
notables, como veremos a continuación. 
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4» SUMATORIAS NOTABLES 


4.1, SUMA DE LOS n PRIMEROS NUI 


NATURALES 


Di=14243444+5+...+N 


Demostración 
Usamos la propiedad telescópica. 


n 
Y (+01 
i=1 


n 
Y (i+1)=n*+2n 
i=1 


n 
2 i+n=n"+2n 


DD 


6 


Demostración 
Usamos la propiedad telescópica. 


n 
Y (+0 -8]=(n4 19-10 


i=1 


n 
Y 6é+3i+D=n +3n24+3n 
i=1 
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Loa M4) 
3)i +3n 2 +n=0"+30243n 


¡=1 


bs 2% +3 +n 
2 


MD Bn+1) 


NÚMEROS 


Demostración 
Usamos la propiedad telescópica. 


n 
Y rn i= Di 
i=1 


n 
Nrarersiteai lenta 
É 
1 ¡A AA, PLA 
a apto 
$ 2 
S paatrt (1 
pa 


i= 


Aplicación 14 
Calcule la suma de lo: 
nos de las siguientes sucesiones: 
L 40; 46; 32; 58; ... 


5 veinte primeros a 


Mm 1137,3;-1; 
Resolución del ¡ón 
1. En principio, hallemos la formá 

no enésimo. 


(344 40; 4 46,3 52,5 58; «- 


rd: rá ed E 


a,=6n+34 


ct 


CAPÍTULO VI 


Ahora, apliquemos la sumatoria. 


2 20 20 

S (6i+34)=69/¡+2, 34 

1El i=1  i=1 
o )+20030 


20 
+ D)(61+34)=1940 


i=1 
II. Hallemos la forma del término enésimo. 


ENT 
e 


a,=-4n+15 


Luego queremos 


20 20 20 
Y) -4i+15=-4 Di + Y 15 
i=1 Í i=1 


í=1 


=-4(210)+20(15) 


20 
Y) (C4i+15)=-540 
i=] 


Obsé j : 
ri que para trabajar en forma prác- 
ca, inici al 

a, inicialmente, retrocedemos un término 
(anterior al primero). 


Aplicación 15 


a , 
j la suma de los veinte primeros térmi- 
Clas siguientes sucesiones: 
4,712,193. 
ls 11; 20; e, 


No: 


Resolución 


- Halle; á 
Ñ MOS Primero el término general. 
23 


Y 
v 


Sucesiones y Serjes 


Aplicamos la sumatoria. 


20. 20 20 

Y (0+3)= Y i?+ a 

i=1 i=1 i=1 

20x21x 

PIM coa) 

6 

20 

Y (1?+3)=2930 


i=1 


II. Hallemos primero el término general. 


(5,6; 11,20; 33; ... 


Us 


a, =2n-n+5 


Entonces aplicamos la sumatoria 


20 20 


20 20 
N Oé-i+5)=24- ¡+95 
i=1 i=1 i i=1 


A 


08 e xal_ ae +20(5) 


o. 
Y (21*-21+5)=5630 


i=1 


5» SUMATORIAS NOTABLES ADICIONALES 
Mostraremos otras sumaltorias notables que se 
derivan de las anteriores. 


305 NUMEROS 


DE 10S n PRIM 


Y oj=2+4+6+8+...+2n 


i=1 
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Demostración 
Se observa que 


n n 
Nai=2) i 
i=1 i=1 


i 


Sim] br] 


n 
Y 2i=n(n+D) 
i=l 


n 
Y Qi-D=14+3+5+7+...+(2n-1) 


i=1 


Pon ] 
| Y Qi-D=" | 


121 
) 


Demostración 
Se observa que 


n n n 
Y Qi-D= Y 2i-Y1 
ES i=l ¡1 
n 

22i-0=2 Y: 
e Sl ¡al 
n 

Poio =e[ en, 
i=1 2 

n 

2 Ci-D=n0+ Don 
E 


Y Qi-D)=n? 
21 
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DE LOS n PRIMEROS NÚMEROS 


LOS n PRIMEROS PRODUC, 
SECUTIVOS 


n 
Y iti +1) =1x2+2x3+3X4+...+n (n+1) 
i=1 


n(n+1) (n+2) 
1 A 


Demostración 
Se observa que 


n n n , n 
Niti+D= (+0 = D)é+ Yi 
i=1 i=1 i=1 i=1 


n DON+D n(a+D 
in 


n (+1) [Qn+1) | 
Zi A 


n 


Nit) =” Ena 


i=1 


OS n PRIMEROS PRODUC: 


NSECUTIVOS 


n 


Y i++) =1x2x3 42344306 


al +. +n0 ena 
n pa+230+) 
Demostración 


Se observa que 


n a 
NitisD+2= S (+30 
i=1 e i=1 


n 
n n a 242 i 
Sima) +32 2 
har j=1 ¡=1 


CAPITULONI 


i= 


O n(n+1) 
2 6 2 


SiúeDG+2) 
1 


S ¡(i+1)(1+2) 
¡=1 


¡ 


n 0 ní(n+1) 
S NN 


2 +0n+10+2] 


n 


a Dinar y 04D (1042 (1+3) 
4 


i=1 


Aplicación 16 
Calcule el valor de 
S=1 X3+2x443x5+4x6+...+20x22 
Resolución 
Se observa que 
(24142 (8+1)+3(4+D)+... 
+20(21+1) 
$5(1x242x343x4+... +20x21) 
+(1+2+3+...+20) 


» Nota 


SS 2 
Ps n 1 A 

S 

S 

= 


Ma uni 
la o Progresión geométrica (P.0), 
e sy a de encontrar la suma 
1326, O espenderá del valor de 
si “Tica, además de saber 
finita o infinita. 


Sucesiones y Series 


A UNA PROGRESIÓN 
FINITA 


RI 
A 
IAS ls 

q xq 


o también puede ser 


ARG RR Argo 


n lérminos 


Sumando dichos términos se obtiene 
S= +) xq xq xq. + xq? 


+ xq! (0) 


Multiplicando por q se obtiene 
qS= xq +0 xq 4. xt xq +... 
+4xgl+t xq" (MM 
Evaluamos por casos. 


l. Sig>1 
restamos (II) menos (1). 
qS-S=t,xq"-t, 
S(q-D=1,x(9”-1) 


| to (g"-1) | 
| 


q-1 ] 
2. Sig<l 
restamos (1) menos (ID 
S-qS=t-1,xq" 


sa-9=1, 0-4 


E 


» Observación 
Las dos expresiones pi 
dadas, de la suma de los términos de 


una P.G. son iguales. 
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Aplicación 17 


Halle la sum 
las siguientes progresiones geométricas: 


L 2; 6; 18; 54; 162; 486; ... 
IL 3;-6; 12;-24; 48; -96; ... 


Resolución 
L. Sumando se obtiene: 


S=2+6+18+54+ 162+ 486 +... 


3 3 3 3 


Se observa que 
t¡=2, q=3 y n=10 


Por lo tanto, 


_2x(3-1) 


3 =59048 


Il. Sumando se tiene 
S=3 -6+ 12 24 +98 +... 


E) E) E) AE a) 22) 
Se observa que 
4153; q=-2,n=10 
Porlo tanto, 
e) =-103 


n 
Ya= 


Demostración 
Los términos a sumar son 
0 izgl, 
Laja a? A gel 
SINSIOCA po 
a za xa a 
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a de los 10 primeros términos de 


uno, entonces 


1 x(9”-1) 


S= 
q-1 


Reemplazamos. 
Nas 1x(0-1) 


1 a-1 


o Eat 


i=1 


Aplicación 18 
Se tienen las siguientes series: 
M=1+2+4+8+16+... 


——__—— 
12 sumandos 


N=1+3+9+27+81+... 


APA AES 

8 sumandos 
Halle M-N, 
Resolución 


Se observa lo siguiente: 
* M=l4242428+...+21' 


22.1 


M= 7 =4095 


+ N=1+3+324+334...+37 


3-1 


N= 7 


=3280 


Nos piden 
M-N=4095-3280 
M-N=815 


5.7. SUMA PARA UNA PROGRES 
TRICA INFINITA 
Siendo 0 < |q| <1 

lilas la lie 


xq xq xq xq 


bi 


Se observa que es una PG de razón 7 
término 1. Como la razón es entera m; 


Y Primer 
'aYOr que 


¡ÓN geomÉ 


” 


CAPÍTULO VI 


Sucesiones y/Series 


O también puede ser mos=2-8,32_128, 512 
NS AID: TES IAN 3 15 75 375 1875 ” 
t5txg 1000055075 xd" A A 
E DWLAl fas 
Se observa que xi) a (2) (7) 
> bL>ABAUSAI > > a 
A E . Se observa que bis qa== 
Sumando dichos términos se obtiene 3 5 
Sagra. (1. Luego, , 
Multiplicamos por q. S= 3 
as= xq tg. (1 (5) 
Recuerde que los últimos sumandos de S y qs 10 
tienden a ser iguales a cero. E 07 


Restando (1) menos (II) se obtiene 
S-qS=t) 


infinita, 


donde S es la suma límite | 


Aplicación 19 
Calcule el valor de la suma límite de 


Sea la sucesión aritmética 
5; 12; 19; 26; 33... 
Observamos que 
s¡=5 
$2=5+12=17 
S3=5+12+19=36 
S¿=5+12+19+26=62 
S:=5+124+194+26+33=95 


Las sumas parciales son de la forma 
5; 17; 36; 62; 95... 


VA INTA 
12 19 26 33 
WU ss 
e 


Evaluando en forma general, las sumas par- 
ciales que se obtienen con los términos de la 
sucesión aritmética forman una sucesión de 
segundo orden. 
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Es decir, sea 


Ay; 43; Q3; Ay; «..; A, (sucesión aritmética) 


n 
Y a¡=a,+4,+a3+0,+..+0n 
¡=l 


Sabemos que 


a ca 
i=1 


2a, +(n-D)r r 


2 


2r 
n=an+tn "5 


Igualmente podemos expresarlo de la siguien- 
te manera: 


Generalmente es la relación Que más se utiliza. 
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MA DE LOS TÉRMINOS DE UNA Su. 
z GUNDO ORDEN 
Sea la sucesión cuadrática 
17; 26; 37; 50; 65; ... 
e A 
nd a a 
Observamos que 
s¡=17 
s=17+26=43 
s¿=17+26+37=80 
s¡=17+26+37+50=130 
s¿=174+264+37+50+65=195 


Luego, . 
17; 43; 80; 130; 195;... 
A 
Y Y 


Las sumas parciales que se obtienen con los 
términos de la sucesión cuadrática forman 
una sucesión de tercer orden. 


En general, sea dile 
as ió ral 
Ay; Ay; A; Ay; 05; ...; O, (sucesión CUA 


n 
Y a,=a,+0,+43+04+...HOn 
i=1 
Se observa lo siguiente: 
a,=41 
a,=0/+d) 
a¿=0,+d¡+d) 
ay=a,+d,+dy+d3 
az=a1+d,+dy+d3+ds 


a,=a1+d; +d,+d3+dyt + +0, 


Además, 
di=d; 
do=d,+r 
d¿=d,+2r 
d,=d,+3r 
ds=d,+4r 


d, ¡=d,+(n-D)r 


Reempl lazando obtenemos 


a,=41 

ay=ay +0) 

aj=a+2d,+r 
ay=a/+3d,+3r E) 
as=a1+4d,+6r 
a=a/+5d, +10r 


a,=0,+H(n-1)d,+(14+2+3+...+(n-2))r 


n n-2 o 

pS +1 
Yasna; (n-Dn y K(K+1) 6 
i=1 K=1 


2 2 


n 
Yasna ¿0-02 y (1-2) (n-Dn E 
= 2 6 


n 
Yasan+a 2Da,, (1-2) (n-1)n 
¡al 2 6 


También se puede expresar com 
En nuestro caso, 
1 


Os témminos q cuando tengamos que sumar 

mayor orde ja Una sucesión de segundo O 

Mali alt simplemente aplicaremos su- 
mino general de la sucesión. 


» Observación 
Para han 


ar la suma de los términos de 
Una Suc: 


bi SIÓN polinomial de cualquier or- 

+ ES má 

Cent Más recomendable utilizar el con- 
Oy las propied: 


lades de las sumatorias. 


Sa 
on DE CIFRAS USADAS EN UNA 
Porto NATURAL 


- Senera] 
cn el : as 
Meracj ; *' Conteo de cifras se utiliza en 
nas, 


1Ó, a 
% de unibro con cierta cantidad 


Suceslones y Series 


Aplicación 20 

Determine cuántas cifras se han utilizado en 
los siguientes casos: 

l.. La enumeración de un libro de 124 páginas. 
IL. La enumeración de un libro de 7284 páginas. 


Resolución 


L 152;3;...;9;10; 11; 12; ...; 99; 100; 101;...; 124 


3 numeros 25 números 


5x3 cifras 


Por lo tanto, el total de cifras utilizadas es 
9x1+90x24+25x3=264 


Otra forma 


0114125 valores 


Se observa que el número de cifras utiliza- 
das se obtiene de la siguiente forma: 
(124+1)x3-111=264 


LL cantidad de ceros 
a la izquierda de 
los 125 valores. 


IL. 1,2354 9; 10; 11; 12 .; 99; 100; .; 999: 


900 números 
900%3 cifras 


90 números 
90x2 cifras 


9 números 
9x1 cifras 


cifras utilizadas es 


tal de 
Por lo tanto, el to! 6285x4=28 029 


9x1+90x2+900X3+ 
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O 
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Otra forma 


abcd 


TE 
mr 


0000 
0001 
0002 


0009 
0010 
0011 


0008 
v009 
0100 
0101 


7285 valores 


0999 
1000 
1001 


Se observa que el número de cifras utilizadas 
se obtiene de la siguiente forma: 


(7284+1)x4-1111 =28 024 
M 


L cantidad de ceros 


a la izquierda de 
los 7285 valores 


En general, en la siguiente sucesión natural: 


12:34 8:67 0 NN 
uo 


se cumple lo siguiente: 


número de 
cifras utilizadas 


i 
Mm] 
] 


kocifras 


Aplicación 21 

Al enumerar un libro de abc páginas se sabe 
que se utilizaron en total (3aJaa cifras. Halle 
a+b+c. 
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Resolución 
Por condición 


(3aJaa=(abe+1)x3-111 


311a=(abc+1)x3-111 
e is el 


3 3 3 
Se concluye que a=3. 
> 311x3=(abc+1)x3-111 
348=abc+1 
abc=347 


a+b+c=14 


nesentar una sucesión numé- 
ia un sistema de numeración distinto 
| al decimal ra hallar el número de cifras 


112,3. N, en la que N= 


ho cifras 


se utiliza la siguiente relación: 


| (12 de cifras utili Lev 1)x=11.. Ln 
| po en base AN (m+D a 
| 


A he cifras 


Aplicación 22 432 páginas 
Se desea enumerar un libro de 8 ¿Cuántas 
en el sistema de base 5 y de ca respecto 
cifras más se utilizará en UN siste! 
a otro? 
Resolución raci 

A ume 
Evaluamos en cada sistema den 
+ Enbase5 

(a cifras) 


432-3212 > N=321% 


caPÍTULOVI 


Pa de cifras] 22 


utilizadas en =(432+1)x4-1111; 
base 5 olfras 


utilizadas en |=1732-156=1576 


número de cifras 
base 5 


+ Enbase8 
432=6603 —> N=660; (3 cifras) 


utilizadas en |=(432+1)x3-111g 
pt; 


ER de cifras] % 
base 8 


número de cifras 
utilizadas en [=1299-73=1226 
base 8 


1576-1226=350 


Propiedad 


En toda enumeración, si esta se realiza en me- 
Nor base se utilizarán 


a más cifras y si esta se rea- 
Za en mayor base se 


utilizarán menos cifras. 
Dela aplicación anterior 


(en base 5) < (en base 8) 


seutilizan se utilizan 


(1576 Cifras) > (1226 cifras) 


» Observación 


E 
mios Problemas se considerará: 


cif: Íci 
<> dígito<> lipos de imprenta 


tación de las abc páginas de un 
Me ado 2052 tipos de imprenta. 


Sucesiones y Series 


Resolución 
Se ha enumerado UBA abc. 
Hallamos la cantidad de cifras utilizadas. 


cantidad de cifras = (abc+1)x3- 111 


Por dato sabemos que la cantidad de cifras es 
2152. 


Luego, 
(abe+1)x3-111=2052 
3xabc+3=2163 
3xabc=2160 
abc=720 


a+b+c=9 


Aplicación 24 
Las páginas de un libro se han enumerado en 


base 9 y se han utilizado 1028 tipos de impren- 
ta. ¿Cuántas páginas tiene el libro? 


Resolución 


+ Del l al 100, se utilizarán 
(100,+1)x3-1119=155 cifras. 


+ Del a1000, se utilizarán 
(1000,+1)x3-11119=2100 cifras. 


Se concluye que la última página del libro tiene 
tres cifras, 


Luego, sea mnpy la última página. Entonces 


número de cifras 
utilizadas en 
base 9 


=(mnpy+1)x3-111y 


Por dato 
1028=(mnpy+1) 3-91 
1119=(mnpy+1Dx3 
373=(mnpy+1) 
mnpy=453) 
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Sucesión de Fibonacci 


Uno de los autores que contribuyó a divulgar los numerales 11 


bigos fue Leonardo de Pisa, más conocido como Fibonas 


tenía negocios en el norte de Álrica ANi, tuvo | 


<. También viajó por Egipto, Siria y Greci 
u libro Liber abac 


Des 


idquirió se plasman en 


Su Liber abaci es un tratado de arilmét ] 


problemas para praclicar la teoría expuesta H a Tí 
onardo Pisano 


de ello 
¿Cuánta S icirán en un año, 
77 comen ) ) 1 cada mes cual- 
k quí otra y 2 se reproduce a 
qe és 5 0] 
CA Fibor nur 
Ea 8: 13 
l 


an lugar a la famosa su | 
sión presenta diversas | 
jue resulte más sencillo, 
las hemos enunciado en casos particulares (aunque se 

calculado los primeros 


regulandades 1 nicas. Para 


cumplen en general) 


sucesión 


catorce terminos 


1 | 34 | 55 | 89 E 14 
se añade >| sexto (14 1420 arta 
éptimo (1+ 42494541 h 

, sale el saxo 


an posición 


suman los cuatro primeros términos y 


suman los cincos primeros términos y se añade 1, sale 


que ocupan posición impal (ty los ts) 
g que ocup: 


* Si se suman los tres primeros términos 
término (t¿), (14-24-58). Si se suman los cuatro primeros lérmin 


impar (t,; tz; t,: 1,), sale el octavo lérmino (ty), (112454 13=21) 


suman los tres primeros términos que ocupan posición par (to 
mino (t.), (143+8--1=13). Si se suman los cualro prim 


el septimo te 


434 p21+17 
(1+3+8+ + 


pan posición par (l,: L,. t;: 1.) y se añade 1, sale el noveno término (lo), dradoY 
. lor ! lo al cuadra 
toman dos tórminos consecutivos, por ejemplo: t,=3 y l¿=5 elevando al cul bién to? 
ando 32+52= a Ñ y e 25 tomantamble" 
mando 32 9+2 que es el noveno término de la sucesión Gap e decimoleros 


y t,=13, elevando al cuadrado y sumando 82+ 132=64+-169=293 que 9 


lérmino de la sucesión 


mr 
0 edu MT 
ritceel 
sedescolar: 


Adaptado de <htpil/re 


Sucesiones y Series 


Problemas resueltos 


as=04+5=124+5 > as=17 
a5=05+6=174+6 => aj=23 
a¿=23 


problema 1 
La suma del quinto y octavo término de una 
progresión aritmética es 195; la relación del 


tercer y duodécimo término es como 1 es a d, 


Halle el primer término de la sucesión. 


Resolución 

Sea la sucesión 

(a,): 1; a; 43; Ay; A5; Ag; Az; Ag; ...; yo; e. 
| | 

(ap+21) (a¡+dr) 


Por dato 


aer 4a¡+8r=a,+1lr 


+llr 4 
a 3a,=3r 
ay=r 


(a +71) (ayer) 


A; a 
—— 


AÑ 
. (0,+4r)+(a,+7r)=195 
S + 8r =195 
13r =195 > r=l5=q, 
Porlo tanto, el primer término es 15. 


Problema 2 


Setiene la sucesión (a, ), definida por 
q,= 3 isin=1 
On; si n>2 


Halle %, 


Mesolución 


la resol 


Sá definida le 


AUCesjó 
ió, Ss 
n (a,) es la siguiente: 


sl n22 
a a a 


Did: ; 
e Ys 


n=] 


lodos los iérminos están 


definidos Por a, yn 


ución debemos observar cómo 
ucesión y sus restricciones, 


Problema ¿ 
Dada la siguiente PA: -133; -125; 117; ... 


calcule la suma de los tres primeros términos 
positivos. 


Dada la sucesión, buscamos el término general. 


a a, 


¿133 ; 125; 117;... 


Luego, el término general es 
a,=8n-141 
Para encontrar los términos positivos, a,,>0 
8n-141>0 
nal. 
Entonces los términos positivos son 
18; Ag; Ago; Azp; .«. 


319 97 
3+11+19=33 
Otra forma 
En la sucesión des 
14d; 133; 125-1175 ..3-5;3; 11; 195. 
5487 +8 +8 término 
(" S positivo 


141 18. 

144 18 — , 
Xe) 
Luego, 3; 11 y 19 son los tres primeros términos 
positivos de la sucesión. 
Por tanto, 3+11+19=33. 
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Problema 4 

Dadas las sucesiones (a,,) y (0, ], halle cuántos 
términos comunes tienen ambas sucesiones. 
(a,): 5; 8; 11; 14; «..; 182 

[Om Y: 35 75 115 155 0. 199 

Resolución 

Por dato 


[a,) : des a 


[Dm] : 


10 3 75 115 18;...5199 
OSONA No Lead =100 
Ad +4 + +4 a 

, “ m=50 


> bp=-1+4m ; ms50 


Para encontrar los términos comunes iguala- 
mos ambos términos generales. 
2+3n=-1+4m ; n<60 ; m<50 
3+3n =4m 
| 
Si cumple 


6 Sicumple 


' 9 Sicumple 15 valores 


Si cumple 


, cumple 


Por lo tanto, hay 15 términos comunes, los cua- 
les son los siguientes: 


11:23; 3Sti.5 179 


Problema 5 


Un obrero observa que a su derecha y en línea 
recta hay bloques de 2 ladrillos. Estos bloques 
están separados 2 metros uno del otro; ade- 
más, el bloque más cercano al obrero está a 
4 metros. El obrero empieza a recoger los blo- 
ques y los apila en el lugar donde estaba para- 
do, llevando un bloque a la vez. ¿Cuántos ladri- 
llos recogió si al ir y venir recorrió 608 metros? 
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Resolución 
Sea n la cantidad de grupos de ladrillos 


Al ir y venir recorrió 608 metros, entonces solo | 
en ir recorrió 
Bao metros 
Luego, 
304=4+6+8+10+14+...+(2n+2) 
A 


n sumandos 


Dado que es una PA, el último sumando es 
(2442 (n-1) 
t,=2n+2 


Además, 


3009 (1 


304=(n+3)n 

16x19=(n+3)n 
 n=16 
Como hay 16 grupos de 2 ladrillos, 
habrá recogido 32 ladrillos. 


entonces: 


Problema 6 can dad 
A lo largo de un camino había pe ersom 
impar de piedras cada 50 metros: pa la únt 


estaba a, 
reunió todas las piedras donde e* 63065 rm 


min 


ue cal os 
ca piedra central, para lo q eE in A 
¿Cuántas piedras había lo la E SOS desde 
consideramos que empezó aC 


piedra central? 


cl 


CAPÍTULO VI 


Resolución 


Hay (2n+1) piedras en total. 

De la distancia recorrida, 
30 600=4(50+100+150+...+501) 
30 600=4x50(14+2+3+...+n) 
2x3x3x17=n (n+1) 

a l=n 

Nos piden la cantidad de piedras (2n+1). 

+ 2n+1=2(17)+1=35 


Problema 7 
Dada la siguiente progresión aritmética: 
13... abc: cba: ...: 

B3..; abc... cba;...; 754 

términos 


n términos 


Calcule la suma de todos los valores de a+b+c. 


Resolución 
De la PA 
APR, 254-0D8,, 
r 


abc-13=754- ¿ba 
> abe+cha= 767 
Obtenemos que 


A+c=7 
b=3 


05 valor 
es de a, b y c son los siguientes: 


Sucesiones y Series 


Piden la suma de valores de a+b+c. 
10+10+10=30 


Halle la suma de los 20 primeros términos co- 
munes de las siguientes sucesiones: 

- 7;,11;15;193... 

- Bra O ss 


Para la primera sucesión 
35, 75 11; 15; 195... 
ANSIA 
104 4 


£¿24a+3 
* Para la segunda sucesión 


(27.9; 16; 23; 30; .. 


ANA NIZA 


1=70+2 


Por condición 
4a+3=7b+2 
Tb=4a+1 


Analicemos solo para b puesto que para a se- 
ría lo mismo; luego los términos que coinciden 
serían 23; 51; 79; ..., los cuales forman a la vez 


cuya forma es 
1x=28K-5. 


Queremos la suma de los 20 primeros. 


20 
ye De (28K-5)=5780 
K=1 
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Problema 9 

Carlos y Miguel deben regar 1 árboles cada 
uno; para ello emplean un balde que tiene ca- 
pacidad para regar un solo árbol. El pozo que 
van a utilizar está ubicado en el punto de parti- 
da de ambos; el trabajo termina cuando dejen 
el balde en el mismo punto de partida. 


y 


pozo 


( Carlos EN 
EF p daps 


21m 14m Mim lám 
e 
Ex SES E 
=D A e E 
e 
a 
2m 4m 6m Bm 


Si al final del trabajo ambos recorrieron la mis- 
ma distancia, considerando despreciable la 
distancia que recorre cada uno al inicio para 
llegar al pozo, ¿cuál será la diferencia de las 
distancias que existen entre el pozo y el último 
árbol regado por cada uno? 


Resolución 


Para Carlos: 


2. árbol 32 árbol n2 árbol 


1D 35 4) 
pc Dl 
(14) 514) 7014) (2141704) 


Para Miguel: 


l% árbol 2%árbol  3%árbol 


n%árbol 
25 AO) 
1x2(2) 2x3(2) 371(2) nír+1)(2) 


Al final ambos recorren igual distancia 
300450104714) +...+(2n+1)(14)= 1x2(2) 
+2x3(2)+3x4(2)+...+n(n+1)(2) 
242 


2n+14+3 nín+1 
(E ja 


3 
A AA y 
n=20 


Para Carlos, la distancia del pozo al último ár- 
bol es (2(20)+1)x7=287. 

Para Miguel, la distancia del pozo al último ár- 
bol es 20x21=420. 

Por lo tanto, la diferencia de ambos resultados 
es 420-287=133. 


Problema 10 

Pedro y Eduardo comienzan a recolectar bote- 
llas plásticas para poderlas vender. Si el primer 
día Pedro recolectó 30 botellas; el segundo día, 
42; el tercero, 56; el cuarto, 72; y así sucesiva: 
mente; mientras que Eduardo el primer día 
recolectó 12; el segundo, 24; el tercero, 36; el 
cuarto día, 48; y así sucesivamente. Si cada bo- 
tella la venden a S/0,20, ¿cuál será la diferencia 
de lo recaudado por ambas personas durante 
los primeros 16 días? 


Resolución 
Para Pedro: 

dial díaz díad díad > ; 
30 42 
6 57 


6 

total de 0 aza a 
botellas 3 

Para Eduardo: día 16 
dar díaz das died “ p 

A e 

12 24 536,5 E j (12) 
— E » 16 


— 
12) 2012 302) 1) 


total de ¿sas 1632 
botellas 2 


CAPÍTULO] 


La diferencia del número de botellas es 
3040-1632=1408 

Como cada botella se vende a S/0,20, la dife- 

rencia recaudada es 1408(0,20)=S/281,60. 


Problema 11 


Determine la cantidad de términos de 3 cifras 
de la siguiente sucesión: 18; 25; 34; 45; ... 


Resolución 
De la sucesión 


133318; 25; 34 ; 4 ;.. 
E SINN IN 
A4B=1 45% +7 +9 +11 

2A= 0423 +42 +2 


> A=1;B=4;C=13 
a=02+4n+13 
Piden la cantidad de términos de 3 cifras. 
3 0=xyz 
Luego, 
100<x9z < 1000 
100<n*+41+13<1000 
100<n?+4n + 
m+4n+44+9 <1000 


91< (n+2)<991 


75..5n<294... 
8010. 
9:10; ...; 29 


e 22 valores 
omo n 
-. 11 loma 22 valores, entonces existen 22 


minos 
Que son de tres cifras en la sucesión. 


Problema 12 


Mi 
o £S renovador de calzado. El primer 
ñ pul negocio compuso 6 pares de 
e día, vd 9 pares de zapatos; el 
vamente el Cuarto día, 21 pares; y 
530 pa asta el día de hoy, que ha 
eres de zapatos. ¿Cuántos días 
esde que inauguró? 


e abrió 
“Datos, el s 
lercer az 


d 


Sucesiones y ¡Series 


Resolución 


Por dato 
I9día 22día 3%día 4% dia hos 
OE: , ' y y 
C=i53 69; 14 $ 21 5.3680 
AHB=L ADO 43 45 47 


24=. 42) +2 +2 

> A=1; B=0; C=5 
Luego, 

ap=00+5 
Entonces 

n7+5=630 

n=25 
Por lo tanto, el total de días que pasaron desde 
su inauguración es 24. 


Jorge va a una tienda a comprar un chocolate y 
el vendedor le regala un chocolate por su com- 
pra. La segunda vez compró tres chocolates y 
le regalaron dos, la tercera vez compró seis 
chocolates y le obsequiaron tres, la cuarta vez 
compró diez chocolates y le regalaron cuatro, 
y así sucesivamente. ¿Cuántos chocolates ha- 
brá recibido, en total, desde el primer día hasta 
la vigésima vez que fue a comprar? 


Resclución 
Del enunciado del problema 
I9día  2Pdia  3%día  4%día 


| ñ | | j 
(1+D ; (6+2) ; (6+3) ; (10+4) ;... 


E z y 14 


20.2 día 


Hallemos el término general. 

MAKETAS E 

= AENA er 
=042 +43 +4 + 

di 58 SIA ZA 


2a= + +1 +1 
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Luego, 


45 =hnt+5n+0 


nó 3n 
ny + 
Entonces el total de chocolates que recibe 


desde el primer día hasta el vigésimo día es 
igual a la sumatoria de dichos términos. 


e) E Dl 


2 2 2 n=l n=l 
(2,30) [mena], amo! 
22 al 6 2l 2 

n=20 
(2.32 1750 
A 


Por lo tanto, el total de chocolates que recibe 
es 1750. 


Problema 14 
Determine la suma de cifras del resultado de 
sumar lo siguiente: 
S=74+97+997+9997+...-+99...997 
perdia 
40 citras 
Resolución 
S=74974+997+9997+...-+99...997 
paa 
80 cifra 
S=(10-3)+(10-3)+(10%-3)+...+(10%-3) 


O sumandos 


S=(10+10%4+10%...+10%%)-(34+3+3...+3) 


SO sumandos 


S=(1111...11110) -240 
pa A 


Restando se obtiene 
UD cifra 
1111...11110- 
240 
S=1111...10870 
[etaatd 


Nos piden la suma de cifras de S 


77x14+8+7=92 
, 244 


Problema 15 


Luego de una reunión se observa que a las se. 
siones semanales asiste siempre un socio me- 
nos que en la anterior. Once semanas después 
se contaron 1225 apretones de mano al finali- 
zar la sesión. Si todos los socios celebraron el 
aniversario, ¿cuántos son estos? 


lesoluciór 

Sea n la cantidad de socios y, por dato, semana 

a semana hay un socio menos, pero luego de 

once semanas hay n-10 socios. 

+ El primer socio realiza n-10-1 apretones 
de mano. 

+ El segundo socio realiza n-—10-2 apreto- 
nes de mano. 

+ El tercer socio realiza n-10-3 apretones 
de mano. 

+ El cuarto socio realiza n=10-4 apretones 


de mano. 


alt á den ó 05. 
+ Elúltimo socio realiza | apretón de man 


tones de mano 5 


Por lo tanto, el total de apre 
=122 


14+4243+...+ (n-12)+(0-1 D 
1) sumandos 
1+e(n-11)1x(0-1D _ ¡995 
2 
> (n-10(m-1 1)=2450 


n=60 


Problema 16 pS ¿o hal 
En las 100 últimas páginas de st gia 
utilizado 350 cifras. ¿Cuántas Cl 
al numerar el libro? 

] ¿as 
Resolucion > 350 cil E 
De acuerdo al problema, seutilizan e, pos 


pane as son spras) 
las 100 últimas páginas, no 0 (400 cias 


(300 cifras), ni todas son e > 
En estas últimas páginas 


— 


CAPÍTULO.VÍ 


Sucesiones y Series 


100 páginas 


xnúmeros (1001) números 


Entonces analizaremos las páginas que termi- 
nan en cifra 6 


6; 16; 26; 36; ...; 96 


Dado que se deben utilizar 115 cifras, faltan 


EE 999 1000 1001 ma me 
3 cilras | cifras 1 cifra + 18 cifras = 19 cifras 
Luego, 
3x+4(100-x)=350 115-19=096 cifras 
x=50 


Entonces el total de cifras que se utilizan es 
1;2;..59;10;11;...¿99;100;101;...;999; 1000; 1001;...; 1049 


números DO mtmes 100 números 


poa A E 


Srl cifras 90 cifras 


total 
de cifras |=9x14+90x2+900x3+50x4=3089 
utilizadas 


Otra forma 
Se escribe la sucesión natural 
1,23;4;...; 1049 
a 
1 cifras 


número de 


dlls a =(1049 + 1)4—1111=3089 


Por lo tanto, se utilizan 3089 cifras en total. 


Problema 17 


De un libro se arrancan todas las hojas termi- 
nadas en cifra 6, con lo que se eliminan 230 
cifras de la numeración del libro en total. ¿Cuál 
£s el número máximo de páginas que puede 
tener el libro? 
Resolución 
Se e 

sabe Que se arranca una hoja, entonces son 

Páginas menos en el libro. 

Cuando se arrancan 


Cifra 6, se eliminan 1 
nsyen6. 


las hojas terminadas en 
las páginas que terminan 


l se limi . 
eli eliminan 230 cifras en total, entonces se 


im á 
nan 115 cifras en las páginas que termi- 


y ira 5 y 115 en las páginas que termi- 
On cifra 6, 


Pero cada uno de los números que siguen pre- 
sentan tres cifras. 
Entonces hay 96/3=32 números 

106; 116; 126... N 


A 


Por cantidad de términos tendremos 

N-106 

10 

> N=416 
La última página arrancada es 416. 
La última página del libro puede ser 416; 417; 
418; 419; 420; 421; 422; 423; 424. 
Por lo tanto, la máxima cantidad de páginas es 
424. 


+1=32 


Calcule la suma de todos los elementos de la 
matriz. 


Il 3 5 7 sis. 199 
33573 zan VOL 
5 7 9% M és. 103 
99 101 103 105 
Resolución 
En la matriz se tiene que 
1. 142 144 146 ... 1+98 
3 3+2 3+4 346 ... 3498 
5 5+2 5+4 5+6 ... 5+98 
99 9942 99+4 99+6 99+98 
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Sumamos por columnas 
S¡=14+345+...+99 
Sy=14+34+5+...+99+2X50 
S¿=14+3+5+...+99+4X50 () 
Sa=1 +3+5+...+99+6X50 


Sy=1+3+5+....+99+98X50 


50 
Ns (14+345+...+99)x50 


i=1 +(2+4+6+...+98)<50 


50 
Y S- (1+2+3+4+5+...+98+99)50 


i=1 


50 
Y 5¡= 247 500 


i=1 


Problema 19 
En la enumeración de las últimas 272 páginas 


de un libro se han utilizado 841 cifras. ¿Cuántas 
veces se ha utilizado la cifra 4 en total? 


Resolución 
Evaluamos la cantidad de cifras utilizadas en 
las últimas 272 páginas. 


272X3 cifras < 841 cifras < 272X4 cifras 
pie ci Vida doi 
816 cifras 1098 cifras 


Se concluye que hay n páginas de cuatro cifras 
y (272-n) páginas de tres cifras. 
Luego, 
nx44+(272-n)x3=841 
=> n=25 


Se afirmará que hay 25 páginas de cuatro ci- 
fras, siendo la última página 1024. 


Luego, hallamos cuántas veces se ha utilizado 
la cifra 4. 
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+  Enlas unidades 
abced 
(maes, 
0004 
0014 
0024 
0034 


: 103 valores 
0984 
0994 
1004 
1014 
1024, 

103 veces la cifra 4 en las unidades 


+  Enlas decenas: 
abcd 


lO veces 


0141 | ¡oveces 


VW veces 


0949 


jecenas 
10x10=100 veces la cifra 4en las d 
+ Enlas centenas 


abcd 
EE, 


0400 
0401 
0402 


100 veces 


: 5 
0499 4 enlas centend 


5 que 


100 veces la cifra 
le vece: 


Finalmente, el número d 
lizado la cifra 4 es 
103-+100+100=303 


CAPÍTULO, vi 


Test 


1, Dada la siguiente sucesión: 
4;7; 10; 13; 16; 1 ss 
determine la suma del decimosegundo y 
trigésimo cuarto término. 


A) 132 
D) 140 


B) 180 O) 146 


E) 120 


2. Si el décimo término de una PA es 73, el 
término de lugar 31 es 220, Calcule el quin- 
to término de la PA. 


A) 31 B) 38 O) 42 
D) 45 E) 28 
0. Setiene la sucesión [a,) definida por 
5 ysin=1 
a,= . 
An- y; si n>2 
Halle a,. 
A -2 B 3 O 4 
D) -4 E) -3 


Ala señora Felícita le venden un aparador 
a plazos. El primer mes pagó $/15,60; el se- 
Hundo; 5/18,60; el tercero, S/21,60; así su- 
Cesivamente hasta que pagó S/42,60 el últi- 


Pam ¿Cuánto le ha costado a la señora 
elícita su aparador? 
A) 
E 5/20 p) S/291 O) s/300 
e E) S/291 
Soma 
dique cua .. 
Pr términos tiene la siguiente 
8:13; 20; 29; 3965 
A 30 
D 93 B) 32 O) 2 
- E) 35 


10. 


Sucesiones y Series 


Si los cuatro primeros términos de una suce- 
sión cuadrática son m; m+6; 4m+2 y 7m, 
calcule la suma de cifras del sexto término. 


A) 9 
D) 15 


B) 12 O 3 


E) 7 


Dadas las siguientes sucesiones: 

(a, ): 5; 9; 13; 17; 21; ...; 81 

[047 p: 5; 12; 19; 26; 33; ...; 208 

calcule la suma de los términos comunes 
que tienen ambas sucesiones. 


A) 98 
D) 96 


B) 103 C) 105 


E) 99 


Jenny lee un libro de la siguiente manera: 
el primer día lee las 3 primeras páginas, el 
segundo día, las 6 siguientes, el tercero lee 
las 11 siguientes, el cuarto lee las 18 siguien- 
tes; así sucesivamente hasta el último día 
en que leyó 102 páginas. ¿Cuántas páginas 
tiene el libro? 


A) 523 
D) 414 


B) 405 O) 353 


E) 457 


Indique la suma de cifras del resultado de 
9+99+999 +... +999...999 


80 cifras 
A) 45 B) 46 C) 63 
D) 60 E) 65 
En las 60 últimas páginas de un libro, se 


han utilizado 160 cifras. Determine la canti- 
dad de páginas que tiene el libro. 


O) 138 
E) 139 


A) 108 B) 140 


D) 112 


, $ 
Doa El «550500700 +58 E Ciaves 
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Problemas propuestos 


Nivel básico 


1. Si el octavo y vigésimo primer término de 


una progresión aritmética son 45 y 97, res- 
pectivamente, calcule la suma de los 10 
primeros términos de la PA. 


A) 360 
B) 320 
C) 280 
D) 180 
E) 350 


Una persona camina diariamente 5 metros 
más que el día anterior. Si el primero de ju- 
nio de este año caminó 6 metros, ¿cuántos 
metros habrá caminado hasta el último día 
de julio de este mismo año? 


B) 9516 C) 9034 


E) 15600 


A) 8546 
D) 9330 


Un biólogo se dedica al cultivo de cierta 
bacteria. El primer día cultiva 33 bacterias; 
a partir del segundo día cultiva 8 bacterias 
más que el día anterior. ¿Cuántas bacterias 
habrá cultivado en 30 días? Dé como res- 
puesta la suma de cifras del resultado. 


A) 22 
D) 15 


B) 24 O 26 


E) 32 


Percy y María comienzan a leer un libro 
de 700 páginas. María lee 40 páginas dia- 
rias; Percy lee 5 páginas el primer día, 10 el 
segundo, 15 el tercero, así sucesivamente. 
¿Cuántos días debe pasar para que lean la 
misma cantidad de páginas? 


A) 16 
D) 14 


B) 12 O 15 


E 17 


5. Si los radios de una sucesión de cn 
CU 


los son 1 ml A 
a 4 ¿ga »», Calcule la 


suma de sus correspondientes áreas, 


O 
A nm? 
y um 


B) 21m 
4 a 

C)'5n 

) ¿am 

D) 1,31 m? 

E) 2,41. m* 


En la siguiente sucesión: 

1205 28105195 3042) == 

se cumple que la diferencia entre el 182y102 
término es 264. Calcule la suma de cifras del 


numeral correspondiente a la base vigesimal. 
A) 22 B) 23 Cc) 32 
D) 33 E] 2 


uma de los términos 


e : 
/. SiS=3n"+n nos da la S a 
1. SiS=31 > pig 


de una progresión arit 
nos, calcule el promedi 
términos de los lugares 


mética di 
vo aritmético de 
15, 20y 2. 


A) 116 B) 120 


D) 118 


8. Se tiene 8281 metros 
cuales se van a vaciar en - go! 
forma cúbica cuyoS e 
metros, 3 metroS, Y así Sul + es 

A estar llenos? as 
los recipientes deben pegue y 
pieza a llenar desde el má cala ¿cuán 
sucesivamente € 


n forma O el 
sado! 
tos recipientes Se han us 


) 13 
E) 14 


— 


A) 10 B) 16 


D) 12. 


9, Juanito ha formado una torre de latas 
como se muestra en el gráfico y le asigna 
un número a cada lata. Calcule cuántas 
latas utilizó si al sumar todos los números 
que figuran en las latas se obtuvo 1240, 


A) 96 
D) 124 


B) 120 


O 130 
E) 121 


. Se deja caer una pelota desde una altura 
de 20 metros. Cada vez que toca el suelo 
rebota hasta 3/4 de su altura máxima ante- 
tor. Encuentre la distancia total que viaja 
la pelota hasta llegar al reposo. 


A) 20 
D) 60 


B) 120 O) 140 
E) 200 


1. , 
Í. Femando tiene un libro de 4760 páginas, 


y decide arrancar 3 hojas el primer día, 5 

Rojas el segundo día, 7 hojas el tercer día 

e esivamente, ¿Qué día será cuan- 
Tanque la última hoja, si la primera la 

Arrancó el día miércoles? 

A) lunes 


) B) miércoles C) viernes 
Martes 


E) domingo 


Po 

rt de lapiceros, a Benjamín le 

de Primer E cantidad de lapiceros. Si 

Segunda e compra 1 y le regalan 1, la 

Vez compra ca 3 y le regalan 2, la tercera 

Mente, A 2 e regalan 3, y así sucesiva- 
a Os lapiceros recibirá en total 

Sima compra? 


Suceslones y Series 


A) 250 
D) 248 


B) 230 C) 240 


E) 256 


+ Para enumerar las 50 últimas páginas de 


un libro se han utilizado 179 cifras. ¿Cuán- 
tas cifras más se utilizaría, si se enumera 
todo el libro en el sistema quinario? 


Ay Mu 
D) 1358 


B) 1208 C) 1209 


E) 1359 


Nivel intermedio 


En una PA de razón entera, el primer y últi- 
mo término son de tres cifras, además, se 
cumple que la suma de los dos términos 
posteriores al primero y los dos anteriores al 
último es 1712; asimismo, la suma de todos 
los términos es 34 240. Si N es la suma de 
la razón y el número de términos de la PA, 
calcule cuántas cifras se utilizan para enu- 
merar un libro de W hojas (V es máximo). 


A) 167 
D) 420 


B) 324 O) 413 


E) 429 


'. Halle cuántos tipos de imprenta se necesi- 


tan para numerar las 500 últimas páginas 
de un libro que tiene 637 hojas. 


O) 1425 
E) 3989 


A) 1625 B) 1775 


D) 1745 


3. Dada la progresión aritmética 


340 Bs Ma ¿Y 

en la cual la suma de los tres primeros tér- 
minos es mayor que 170. Halle el mínimo 
valor de la suma de términos. 


C) 4728 


B) 3896 
E) 5974 


A) 3242 
D) 4964 


249 


17. 


19. 


20 


21 


250 


Lumbreras Editores 


Sea S=9+16+27+42+...+826; en la que A 
es la suma de cifras de dicho resultado. Sea 
la sucesión —1; 5; 15; 29; ...; 1797, en la que B 
es el número de términos y C es la suma de 
los 2 términos centrales. Calcule A+B+C. 


A) 998 
D) 995 


B) 996 e) 394 


E) 999 


En la siguiente sucesión: 

185 rn dr 

se cumple que la diferencia entre el 18.2 
término y el 10.* término es 264. Calcule la 
suma de cifras del 28.” término. 


A) 18 B) 20 Cc) 21 

D) 17 E) 16 
. Sea la siguiente progresión aritmética: 

a,b; aa; ... 

PA 


Ktérminos 


Si se sabe que el término central es bb, cal- 
cule la suma de cifras del último término. 


Halle el término 25 en la siguiente sucesión 
aritmética de 2.” orden. 
A Ns 


A) 1462 
D) 1470 


B) 1461 0) 1465 


E) 1463 


Sila suma del primer y séptimo término de 
la sucesión a2b; a3b; adb;..., es c7c2, cal- 
cule a+b+c. 


A) 13 
D) 14 


B) 12 11 


E) 15 
Si S,=234+464+69+.... 
y 


n sumandos 


calcule S, +S2+S3+...+Sp. 


B) 114980 


A) 114 354 


O 140 
D) 117 325 e 


E) 118630 


:. Sea la siguiente PA: 


ala+1)3; (a+ Daz; c; 0d; ... 

Siendo /,, el término enésimo de la PA, ade- 
más, S,= Si calcule la suma de los 10 pri- 
meros terminos de la siguiente sucesión: 
Si Sa Sai... 


A) 405 
D) 705 


B) 505 C) 605 


E) 805 


.. Dada la siguiente PA: 


MN; 60; ...; Xi. 0D4 5; 324; cd4y 


y termine 


y terminos 


además, a=b; c > d, halle x+y. 


A 176 
D) 206 


B) 186 O) 196 


E) 216 


“. Se ubican los números formando cuadra 


dos concéntricos del siguiente modo: 


43 45 47 49 ... 
41/15 17 19 21 
39/13 [3] 5]23 
371 9 7/25 
35 33 31 29 27 


mero que 


Calcule la suma de cifras del M y 
pcual 


cierra el 18.2 cuadrado, si el prime 
do está formado por el 3. 


»n 12 B) 15 Ss Es 
D) 17 y! 
6. Si S,:23;32, 41; 5 
Sa: 39; 46; 53; .-- 5 á ambas 

¿cuántos términos SON comunes 
sucesiones? 

o? 

B) 6 

a > Be 


Sucesiones y Series 


9]. Dadas las siguientes sucesiones: 
Si? 12; 17; 22; ...; 297 
S411; 18; 25; ... 
¿cuántos términos son comunes a ambas 
sucesiones? 


A 6 B) 5 
D),8 E) 9 


Nivel avanzado 


23, Se define una sucesión mediante 
a=4;0,=28(n-1)+4n; Vn> line N 
Además, A resulta de la diferencia entre ay 
Ay. Dada la siguiente progresión aritmética: 
ab; a(0+3),; (2D)2,; ...; ala+DJb, 
que tiene 41 términos, donde B=a+b+n y 
C es la suma de los 16 términos que pre- 
senta la progresión aritmética mostrada 
Ppb; pg4; pri; (q-Dr(r=0);... 


calcule A+B+C, 
A) 13351 B) 13350  C) 13352 
D) 13347 E) 13354 


2, Una esfera es soltada desde lo alto de una 
ar y se observa que recorre du- 
a en an Segundo 0,10 cm; durante 

; e 03x0,10 cm; durante el tercero 

ES bn he, durante el cuarto 7X0,10 cm, y 
. vamente. Si e] descenso dura un 


minu a 
Lo, calcule la distancia recorrida por 
a esfera, 


3 
Du Dim 04m 
Am E 6 

m 
Y En 
nta. . 

cuy E Me Sucesión: 3; 7; 12; 18; 95; .. 
Cuáles ey eS término de tres cifras y 
ComoroMer término de cuatro cifras? Dé 
*Puestala suma de ambos términos. 

1995 
2019 1996 cc) 1997 
A E) 1999 


Determine cuántas cifras se han utilizado 
para escribir los 1000 términos de la si- 
guiente sucesión: 

13; 18; 23; 28; ... 

Dé como respuesta la suma de cifras del 
resultado. 


A) 21 
D) 24 


B) 22 O 23 


E) 25 


¿Cuántos términos hay que considerar en 
las dos series para que la suma de ambas 
sea la misma? 

A ¡=14+24+34+4+5+... 
A,=100+98+96+94+... 


A) 45 
D) 67 


B) 56 C) 59 


E) 72 


Halle la suma de los 20 primeros términos 
de la sucesión 

9; 99; 999; 9999; 99 999; ... 

Dé como respuesta la suma de cifras del 
resultado. 

B) 27 O 18 
E) 21 


24. Calcule la suma de los n primeros términos 


de la serie S=69+6969+696 969+... 


y JUE 
99L 99 
y q ésa 
y 99L 100 
69| 1007*! +99n = 
O ls 
69 E 
Dl 99 
69[ 100" -09(r+1-100] 
sl 99 
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35, Halle el valor de 


S=a, +44, +40, +aadaay+... +04...Ay, 
—— 
n cifras 
a 
(6-1)? 
a 
(b-1)* 
a 
(6-1) 


A) S= 


x[0"*4+(b-1)n+b] 


B) S= 


x[0"*L(0-1Mn-b] 


O) S= 


x10"+*1-(b-1Dn+b1] 


e: n_n 
D) S= py (b- n-b] 


a 


(b-1) 


E) S= x10"*14 (b-1)n+b] 


28. Enlas últimas 36 páginas de un libro se han 


empleado 129 cifras en la escritura de es- 
tas. ¿Cuántas hojas tiene el libro? 


A) 509 B) 510 O) 1018 
D) 1020 E) 1022 


7, Para imprimir un libro se emplean 255 ti- 
pos de imprenta, luego se elimina el último 
capítulo que tenía 28 páginas y se reempla- 
za por otro de 40 páginas. Calcule cuántas 
páginas tiene el nuevo libro. 


A) 128 B) 130 CO) 133 
D) 135 E) 137 


'. En la enumeración de las páginas de un li- 


bro se han utilizado 324 cifras 1. ¿Cuántas 
páginas tiene el libro? 


A) 1011 B) 1012 C) 1013 
D) 1014 E) 1015 


El número de páginas de un libro está for- 
mado por las tres últimas cifras de 
E=s4224 32450? 

Si dicho libro se enumera en base 8, ¿cuán- 
tos tipos se utilizarán para su enumeración? 


1. En la distribución mostrada, indique la co- 


a e 
? Se escriben los números pares 


A) 3119 B) 3130 | 
C 
D) 3096 a o | 


En la numeración de un libro de (o 
páginas se han utilizado 811 tipos de ko m7 
prenta menos que en la enumeración de al 
las páginas de un libro de 3a2 páginas, a. 
lle cuántos tipos se necesitan para nume. 
rar un libro de 1a(a-4) páginas en baseg. | 


A) 444 B) 446 C) 448 
D) 450 E) 452 


lumna en la que se encuentra el número 
que representa el tercer año bisiesto au: 
mentado en un año del siglo XXI. 


PORS T 
113.57 
15 13 11 9 
17 19 21 23 
31 29 27 25 
33 35 37 39 


NP B) Q E 
a E) 


la formá | 


mostrada. 

2 

46 

g 10 12 
14 16 18 20 


Los términos de | bl 
¿Cuánto suman los 1éN 


298 
AÑ unan 
A e la fila 


central? 


c 
335 B32%B 5 
D) 4112 


CRITERIO DE DIVISIBILID N 


Capítulo 


Carl Friedrich Gauss 


Teoría de divisibilidad 


Arturo Sánchez Vásquez 


e 


CAPÍTULO VII 


TEORÍA DE DIVISIBILIDAD 


Objetivos 

+ Estudiar y conocer los princi lar le la divisibil 

+ Aprender a resolver 

esconocidas 


+ Aplicar los criterios de divisibili abra) siducs.o valores delas e 
de un numeral 


Introducción 

La teoría de la divisibilidad, que tiene como base la teoría de congruencias, es una parte funda- 
mental de la teoría de los números (teoría de la divisibilidad, teoría de los números primos, máxi- 
mo común divisor y mínimo común múltiplo). Esta teoría es conocida desde tiempos remotos; 
fue utilizada por los egipcios, hindúes y griegos. En sus inicios, solo diferenciaban los pares de los 
impares y luego introdujeron otros módulos. Este desarrollo se dio en función de la necesidad de 


saber si una cantidad podía repartirse en una determinada cantidad de partes de manera exacta 
O'inexacta. 


Actualmente, la teoría de la divisibilidad tiene diferentes aplicaciones, entre las más simples se 
Podrían mencionar las siguientes: calcular cuántos alumnos por carpeta y cuántas carpetas por 
aula se necesitan para cubrir una determinada capacidad; determinar la cantidad de panes, acei- 
tunas y huevos que corresponden a cada uno de los miembros de una familia numerosa; calcular 
la cantidad de dinero que se necesita para los pasajes de una semana (dependiendo de la canti- 
es la cantidad viajes por día); etc. Sin embargo, la teoría de la divisibilidad también 
siones de ese enla ingeniería informática, mediante la teoría de congruencias, para asignar po- 

'ernoria a ficheros de un ordenador a través de las funciones de dispersión; también 


Puede servi E : 
5 Servir para la generación de números pseudoaleatorios. 


El pre 
es Ñ 4 5 i 
E ente capítulo está organizado de la siguiente manera: primero encontraremos las defini- 


e OS y multiplicidad, así como los principios de divisibilidad; más adelante se 
Unuación, se A de eivisibilidad, todo esto se Remera con ejemplos y aplicaciones. A con- 
"esueltos, un po Una lectura relativa al tema de la divisibilidad, luego encontraremos problemas 
Ver. Se re, E que el lector se autoevalúe y, finalmente, problemas propuestós para resol- 

alme, a que el lector siga el orden indicado, ya que el capítulo está elaborado secuen- 


Nte, e da 
»*£s decir, de lo sencillo a lo complejo. 
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1» DEFINICIÓN 

La teoría de la divisibilidad es una parte de la 
teoría de los números que estudia las condi- 
ciones que debe reunir un número para ser 
divisible por otro, así como las consecuencias 
que se deriven de estas. 


2» DIVISIBILIDAD 

Un número entero A es divisible por otro nú- 
mero entero positivo B si al dividir A entre B, la 
división resulta entera y exacta, 


Ejemplos 
* MO >7€Z* 
o 13 


Se interpreta 
-  9lesdivisible por 7. 
- Tes divisor de 91. 
-  7divide a9l. 


* 4/0 > 4ez* 
0-11 


) Se denota 7]91 


Se interpreta 
- 44 es divisible por 4. 
-  4es divisor de -44. 


- 4 divide a-44. [se denota 4|-44 


* 010 >9eZ* 
0.0 
Se interpreta 
-  0esdivisible por 9. 
- Yes divisor de 0. 
- 9Ydividea0, 


En general, 


| Se denota 9/0 


+ , | 
»BeZ*; (A; K]cz | 


Se interpreta 
- Ases divisible por B. 
-  Besdivisor de A. 


+ Bdividezsa. | se denota B| A 
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3» MIULTIPLICIDAD 

Un número entero A es múltiplo dí 
ro entero positivo B si A es el resul 
tiplicar a B por otro Número enter 


2 Otro ny 


lado de my 
o. 


Ejemplos 
+ 91=(7)03) 


Se lee: “91 es múltiplo de 7”, 
Se denota 


91=()=m7 
*  -44=(Y6ID 
hi 
Se lee: “-44 es múltiplo de 4”. 
Se denota 
-44=(4)=m4 
1 
nadulo 


- 0=(9)10) 
| 
Se lee: “0 es múltiplo de 9”. 
Se denota 
0=0)=m9 
1 


módulo 


En general, 


Pa=(B0); AA 
' 


Bez'* 


Se lee: “A es múltiplo de B”. 


Se denota 
A=(B)=mB 
] 
módulo 
» Observación sungue el 
Se debe tener en cuenta palo jestri” 
A sofa serácnes ae 
desarrollo de esta le Orla E divisore 


jo solo 
giremos nuestro estudio 


enteros positivos. 


— 


¡Teoría de divisibilidad 


Conclusiones generales 
1. Decir que “A es divisible por B” equivale a 
decir que “A es múltiplo de B”. 


9, Un número entero positivo es divisor de 
otro número entero si lo divide de forma 


entera y exacta. 


Ejemplo 

Los divisores enteros positivos de 12 son 1; 
2,3,4,6y 12. 

En consecuencia, se tiene lo siguiente: 


» La unidad es divisor de todo número 


entero, 
Ejemplos 
8|1 -3|1 o 1 
038 0 -3 0.0 


Todo entero positivo es divisor de sí 
mismo. 


La cantidad de divisores enteros positi- 


vos de todo número entero no nulo es 
limitada. 


3. Los múltiplos de un número entero positi- 
vo B tienen la forma BK;KeZ. 


Ejemplo 


Los múltiplos de 
Kez, 


7 


7 tienen la forma 7K; 


OA 


Enco, 
Se: i i ¡gui 
; cuencia, se tiene lo siguiente: 


El eaes 
bm es múltiplo de todo entero posi- 
'0. 


Oak az a kez 


SiK=q, entonces 0= q. 


Los máúli 
A Pa de un número entero po- 
ued iti A 
cero, 'en ser Positivos, negativos o 


La canti 
page a de múltiplos de un número 
e Positivo es ilimitada. 


* Los múltiplos del entero Positivo B 
(B > 10) se denotará como B. 
Ejemplos 

- múltiplo de 10: 10 

- múltiplo de 117:117 


4. El divisor y el módulo son enteros positivos. 


an 


Decir que “A es múltiplo de B” equivale a 
decir que “B es divisor de A”. 


Aplicación 1 
Calcule la suma de los valores que puede to- 
marnsi6=n. 


Resolución 
Del dato del problema, reconocemos que n es 
módulo; ne Z*. 
Como 6 es múltiplo de n, entonces n es divisor 
de 6. 
Los divisores de 6 son 1; 2; 3 y 6. 
Por lo tanto, la suma de todos los valores que 
puede tomar n es 

14+24+34+6=12 


dota 
Tenga en cuenta lo siguiente: 
es del 12 son Il; -1; 2; 


-12. 


Podemos observar que en Z, la suma de 
divisores enteros de un número entero no 


nulo es cero. 
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Aplicación 2 
¿Cuántos números de dos cifras son divisibles 
por 7? 


Resolución 
Sabemos que 


divisible por 7 <> múltiplo de 7 
Además, 

ab=7=1K; KeZ 

K:2;3;4;... 14 
> ab: 14; 21; 28; ...; 98 


Por lo tanto, existen 13 números de dos cifras 
que son divisibles por 7. 


Otra forma 
La forma general de resolver este tipo de pro- 
blemas es la siguiente: 


10<7K< 100 
1,42... <K < 14,2... * 
> K:2;3,4;...; 14 
Finalmente, como K toma 13 valores, al reem- 


plazar estos en ab=1K, se tendrán 13 números 
de dos cifras que son divisibles por 7. 


Aplicación 3 


¿Cuántos números de tres cifras son múltiplos 
de 16? 


Resolución 
Se tiene que 
abé=T6S 16K; KeZ 
Entonces 
100<16K < 1000 
6,25<K< 62,5 


16 


>K: 
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Finalmente, como K toma 56 valores 
plazar estos en abc=16K, se teng + Al Teen. 


E rán 56 ny 
ros de tres cifras que son múltiplos it 


| 
Aplicación 4 
¿Cuántos números comprendidos entre ] 


430 son divisibles por 15 des 


Resolución 


Sea N uno de los números que nos piden. 


N=15=15K; KeZ 


entre 


120 < 15K < 430 
)+15 

8<K<286.. 
> K:9;10;11;...; 28 
HE o Ue 


=20 números 


Finalmente, como K toma 20 valores, al reem- 
plazar estos en N=15K, se tendrá 20 números 
divisibles por 15. 


Aplicación 5 
¿Cuántos números múltiplos de 12 
250 hasta 600? 


hay desde 


Resolución ¡den 
Sea JV uno de los números que nosP 


N=12=12K; KeZ 


desde hasta 
| j 
250 < 12K < 600 12 


20,8... €K<50 


> K:21;22;23; - ;50 
le 
50-20=30 números pa 
fe 
yes, al 
Finalmente, como K toma pe o ¿meros 
plazar estos en N=12K, se | 


múltiplos de 12. 


—_c 


Teoría de divisibilidad 


ndo NOS piden calcular la cantidad de nú- 
4 e son divisibles O múltiplos de un en- 


eros QU Ñ 
E tenemos dos casos particulares: 


tero positivo, 
Caso 1 
Cuando se consideran números enteros a par- 
tirde la unidad 

Aplicación 6 

De los 150 primeros números enteros positivos 
indique lo siguiente: Ñ 
L ¿Cuántos números son 8? 
IL ¿Cuántos números son 1 1? 


Ill. ¿Cuántos números son 6? 


Resolución 
L SeaA=8=8K; KeZ 
Luego, 
0<8K<150 
0<K<18,75 + 
> K:0;2,3;..18 


Como K toma 18 valores, al reemplazar 


éstos en A=8K, se tendrá 18 números que 
son 8, 


Luego, 


0< lIm<150 
0<m<1363,. 7" 


> m:0:33....13 


Com 
, om toma 13 valores, al reemplazar es-. 


'0S Es 
“2 B=1Im, se tendrá 13 números que 
Sson11, 


08 valores, al reemplazar estos 
-"*S lendrá 25 números que son 6. 


En conclusión, de la aplicación anterior, obser- 
vamos que, como se consideran los enteros 
positivos desde el 1, será suficiente dividir el 
último entero positivo entre el módulo y tomar 
solo la parte entera del resultado, 


Entonces, de los N primeros enteros positivos, 
¿cuántos son a? 


ABN 
cantidad N 
de números |= parte entera de (2) 
; a 
que son a 


Entonces otra forma de resolver la aplicación 
anterior es la siguiente: 


Sean los 150 primeros números enteros positi- 
vos: 1; 2; 3; 4;...; 150 


cantidad de parte entera 
o |= 150  |=18 
números 8 der 
cantidad de parte entera 
IL O 150  |=13 
números 11 TA 


de. — 


cantidad de) (Parte entera 
1. de -25 
6 


números 6 


Caso 2 
Cuando se consideran n números enteros con- 
secutivos y se analizan respecto al módulo n, 


(neZ*) 


Ejemplo 
Sean 3 enteros consecutivos analizados res- 


pecto al módulo 3. 


6; 7, 8 

Es > ida terna de 
Note que en cada terna 

SO rcreccomeculvos tay 

3-21 ¿n solo número que es3. 

2-1 0 

5 0; 1 
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En cada grupo de tres números 
enteros consecutivos solo hay 


uno que es 3 


En conclusión, en cada grupo de n números 
enteros consecutivos, siempre hay solo un nú- 
mero que es ñ. 


tidad de números ente 


s mayor que 1 pero menor q 

2 sin duda un número 
r nbién podria haber uno m 
Respecto al módulo 

15;,16,17:18 dos números 3 

16; 17,18, 19 un número 3 

17;18;10:20 un número : 

15,16;17,18,19 —= dos números Y 

16;17:18,19,20 —= un número 3 

| 

17,18;19;20,21 => dos números 3 


Aplicación 7 
De todos los números de tres cifras, indique lo 
siguiente: 

Il. ¿Cuántos números son 9? 


Il. ¿Cuántos números son 15? 


UL. ¿Cuántos números son m 
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Resolución 
Tenemos que 


abc: 100; 101; 102; 10: 


-50=900 números 


I.. Observamos que hay 100 grupos de 9 py. 
meros enteros consecutivos, y en cada uno 
de ellos solo uno es 9; por lo tanto, de tp. 


dos los números de tres cifras, 100 song 


Forma práctica 
Sila división resulta entera y exacta, se pro- 
cede del siguiente modo: 


. — 900 
20 


cantidad de numeros 


quesond 


II. La cantidad de números que 50n 15 es 


900 50 
15 


IL Cantidad de números que sonl!l 


7 BL8IS.. 


dida enton- 
Como la división resulló Pe 

. práctica. 
ces no podemos aplicar la forma P' 


ral. 
Luego, usaremos la forma gene 


Sea abe=11=11K; KeZ 


100 <11K < 1000 mí 
9,09... £K < 90,909... 


> Ko 1151812 


os 


90-9=81 nun 


al 
Jores: . 
Por tanto, como K Loma glwe tendió gro 
1, 58, 
plazar estos en abe=11K, $e. | 


meros de tres cifras que 


p REPRESENTACIÓN DE LOS NO MÚLTI- 
pLOS DE UN NÚMERO ENTERO POSITIVO 
Cuando un número entero no es divisible por 
otro entero positivo, es decir, en los casos de 
que la división resulta inexacta, se trata de los 
no múltiplos de un número entero positivo. 
Evaluemos el siguiente ejemplo de división 
por defecto y por exceso: 


» Observación 


R=T+2 si y solo si al dividi 
residuo es 2. 


Enla división entera inexacta, se cumple que 


(ar, 


Mient de 

1 al Que, en la divisibilidad para números 
visibles, se cumple que 

Fi " 

(eer,=módulo | 

ES 


E 
2 Y. módulo 


159 


Teoríalde divisibilidad 


Conclusión 


En general, si A no es divisible por B, entonces 


donde 


Aplicación 8 
¿Cuántos números comprendidos entre 240 y 
815 dejan residuo 5 al ser divididos entre 13? 


Resolución 


Sea N uno de los números que nos piden. 


N=13+5=13K +5; KeZ 


Luego, 


240 < 13K+5<815 3 , 
235 < 13K < 810 
18,07... < K < 62,3... * 


)-13 


=> K:19;20; 21; ...; 62 


62-18=44 números 


Finalmente, como K toma 44 valores, al reem- 
plazar estos en N=13K+5, se tendrá 44 núme- 
ros que dejan residuo 5 al ser divididos entre 13. 
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5» PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE DIVI- -  —2(40)=-80 


SIBILIDAD als) á 
5.1. RESPECTO A LAS OPE ÁSI. 

5. > A 
CAS CON MÚLTIPLOS DE UN M O (85) =0 
; ol7)=7 


Veamos las siguientes operaciones: 


. 40+24+16=80 


+ 40-14=28 Demostración 
E. an=a(nk)=n(aKk) 
7-7=7 ES ez 
an=n 
+ 65+25-30=60 
ld 4 4 
5B45-5=5 »» ciór : 
De lo: anterior, si aeZ'; además 


se liene que 


En general, seaneZ* » [K; Ky; Ko; Kg) Z; añ=ñ 


o o A . 
siA¡=n;4,=n;43=n * ap=alnkK)=a 


an=alnakK)=(andK =(axn) 


Demostración 
Sea A=M=nK; A =N=nKy; Ay=M=nK3 Ñ | 
Si se quiere calcular A, +4,-Ay 3l7)- Ñ 

l 


> A¡+A,-Az 
| 


nKy+nKo-nKy 


3, Potencia . 105 con expo 
* MÍKI+Ko>K5)=nk=n Analicemos los siguientes ejermP 
—_ nentes enteros positivos: 
. (8) =64 


Ve dE e Ys 
amos las siguientes Operaciones: (2) =4 


*  3(50)=150 + (10)=1000 
sl) ñ E 


_ al 


CAPÍTULO 


Teoríaide'divisibilidad 


En general, 
+ 
siKeZ a lajmpoZ 


Demostración 
a 
ES 


(y =n( nx Ko) 


Consecuencias 

Veamos las consecuencias que se obtienen al 
aplicar las operaciones básicas con múltiplos 
de un mismo módulo 


. dica) 
=5+6 
=5+[8%1) 
=5+1 


: de-3)=2l) ox) 
=8-6 


=8+2 


ARA co 


=94+Ó +(2X6) 


o 


9 +(2)(3) 
2 EN 
RA dilo 


De los tres últimos ejemplos, concluimos lo 

siguiente: 

= Todos los factores deben estar en función 
del mismo módulo. 

*» El producto también resulta en función del 
mismo módulo. 

+ Solo bastará multiplicar los residuos, te- 
niendo en cuenta si los factores están ex- 
presados por defecto o por exceso. 

+ Pueden ser más de dos factores y se cum- 
ple lo mismo. 


Ejemplos 


[5-cx)h3+s) 


B-006) 
e (isellisa]lis.2) 


11-006) 


En general, sean 1; 1; 3; ...; Fx los residuos por 
defecto o por exceso respecto del módulo n; 


neZ*, se cumple que 


(en)lrenJlnzr)o ren) 


=m+(1)()63)<-x(x) 
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Caso 1 ; 
Veamos qué ocurre cuando todos los residuos 


son iguales. 
Ejemplos 


o lidliralrao [74] Tramo. 
20.factores 20 factores 


20 


7+4 =7449 


> a-ollo-s)l-se..(5-5)=6+5x5x5x..x5 


1 24 factores 
24 factores 


o E 
9-5) =9+5%; exponente par 


. 6-3) allaodicóaaor. 
A A 


25 factores 


SEN 


(s- 3) = 8 3%, exponente impar 


25 fa 


En general, cuando los residuos son iguales y 
se tiene (1; 1; K) cZ*, se cumple que 


la+ró; sik es par | 


si K es impar 


| 
ER ) 


donder es el residuo Por defecto o por exceso 
con respecto al módulo n, 


Caso 2 


Veamos qué ocurre cuand 


O el residuo por de- 
fecto o por exceso es 1, 


Ejemplos 


e la)" =74 4 =7+1 
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En general, cuando el residuo es 1, es decir 
r=1; además, (n; K) c Z”, se cumple que 


y , las 1£ =n+l siK es par 


ln =n=k siK es impar 


Aplicación 9 
Calcule el residuo que se obtiene al dividir qe 
entre 3. 


Resolución 
Sea r el residuo. 


> 4% =S4r 
o 68 o 
(34) =3+r 
3+1=3+r 
r=1 
Aplicación 10 


Calcule el residuo que se obtiene 2 
entre 8. 


1 dividir di 


Resolución 
Sea r el residuo. 


y 78 =8+r 
o 45 o 
[Em =8+r 
8-1=84r 
8+7=8+r 


r=17 


CAPÍTULO 


Nota 
Cuando nos pidan hallar el residuo. en 
tenderemos que se trata del residuo por 
defecto. 


Aplicación 11 , 
Calcule el residuo que se obtiene al dividir 25% 
entre 7. 


Resolución 
Sea r el residuo. 


> 574 


Expresamos la base en función del módulo 7. 
25=7+4 
Reemplazamos en la expresión inicial. 


loa)” Ter 


(6) 


Falta expresar 4% en función del módulo 7. 
Cuando sea 
iguala 1. 


Posible, busquemos el residuo 


¡Teoría de divisibilidad 


Otra forma 
Sea r el residuo. 


> 25% Ter 


Hallemos el residuo que se obtiene al dividir la 
base entre el módulo. 


25=7+(0) 


Luego, se concluye que analizar 25% equivale 
a analizar 4%. 


Reemplazamos en la expresión inicial. 


474 

Buscamos residuo igual a 1. 
4 =64=7+1 
rl rez 
4 741 

> a = 741 

Luego, 
qa 342 
a 
42 =[7+ ) xa? 
482 7442 

Note que solo será necesario analizar 4?, 
4?= 74 2 


. r=2 


»» Recuerde 


Sial=n+1 


¡— no negativo 


o 


entonces a=n+1 


donde fa; K;nj cz? 
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Aplicación 12 ! 
Divida los números 3); 3%; 3%, 5% 5% 5%, 7? 71 
entre 8 y halle el residuo. 


Resolución 
. 3 =9=8+1 
- 30=81=8+1 [3?2=8+1 


+ 30=729=8+1 


. 5 =25=8+1 
e 5i=625=8+1 [5%=8+1 
+ 50=15625=8+1 


2 49-8 4 
. Petg=8+ 


. 7=2401=8+1 


Propiedad 
Todo número impar elevado a un número par 
no negativo es 841. 


Demostración 
vneZ;2n+1 es impar 


(2n+D?=41*+4n+1 
CEn+1M*=4n(n+1)+1 (9) 


Como n y (n+1) son consecutivos, uno de ellos 
es 2. 


> nín+1)=2=2K; KeZ 


Reemplazamos en (*). 
(n+1? =4(2k)+1 

? =8K+1=8+1 

TF no negativo 


(Qn+ 19. 8+1 


(Qn+1 
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Ejernplos 

- 39841 
345841 
« 263 =8+1 


nn 


x xyz7" “84 1 


Aplicación 13 
Halle el residuo que se obtiene al dividir 253% 
entre 8. 


Resolución 
Sea r el residuo. 


> 25305 =84+y 
953ab4 Dios 
253x253, =8+1 


(8+1)(8 +5) 


po 


r=5 


Analicemos el siguiente ejemplo: 
60=15 
Los divisores de 15 son 1;3;5Y 15. 


Luego, 


de los pe 


Por lo tanto, 60 también es múltiplo 

visores de 15. . 
s 

En conclusión, Si A=N, entonces AS 

de todos los divisores den. 


— 


Jeoría de divisibilidad 


Demostración 
Sea 
A=n=nK; KeZ 


o 


Además, b es divisor de n + n= b 
> n=b=bK; K¡eZ 
Luego, 
A=nK =(bK;)K 
A=b(K¡-K); (K¡-K) e Z 
. A=b 
Aplicación 14 


Siababy siempre es divisible por n, determine 
la suma de valores de n. 


Resolución 
Por dato 


abab; =n 
Di 7 
'eScOMPonemos polinómicamente. 
— 
ababy=aby x3? + ab3=n 


abab;=10x ab, =10 


Entonces 


> A=2x2x3xK=12K; KeZ 
Es 


6 


Observe que 12 es el menor número ente- 
ro positivo que contiene al 4 y al 6, es decir, 
12=MCM(4; 6). 


A=MCM(4;6) =12 


/6=6Ky; K¡eZ 
/ o 
*« B==—10=10K); Ke Z 
15=15K3; K¿ eZ 


6 10 
IPN 

> B=3x2x5xK=30K; KeZ 
[e E 


15 


Observe que 30 es el menor número en- 
tero positivo que contiene al 6; 10 y 15, es 
decir, 30=MCM(6; 10; 15). 


-. B=MCM(6, 10,15) =30 
En general, si un número es múltiplo de varios 


módulos, entonces dicho número será múlti- 
plo del MCM de dichos módulos. 


Ejemplos 
6 
- 482C, 
8 
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> 60=MCM(6; 10; 15) = 30 


Caso particular 


Veamos qué ocurre cuando el residuo es dife- 


rente de cero. 


Ejemplos 


A-3=MCM(4; 6) 


.. A=MCM(4; 6)+:3 


6+4 6 


+ Sea A > e 
yn 


NT5+4 
B-4=MCM(6;10,15) 


B=MCM(6;10;15)+-4 


C+2=MCM(4; 10) 


+. C=MCM(4,10)-2 
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En conclusión, si un número es múltiplo q; 

rios módulos con un mismo residuo no le 
entonces dicho número será múltiplo del Mo 
de dichos módulos más el mismo residuo por 
defecto o menos el mismo residuo por exceso 


Ejernplos 
44+2 
+ Sea 50=í o 
Nb2 


> 50=MCMÍ(4; 6)+2 


50=12+2 
6+3 
+ Sea pd 10+3 
15+3 


> 63=MCM(6;10;15)+3 


63=30+3 
6-3 

» Sea dí, 
8-3 


> 45=MCM(6;8)-3 
45=24-3 


Aplicación 15 gres cifras 
¿Cuál es el menor el 


que es divisible por 10; 12 y 15? 


ntero positivo de 


Resolución 


Sea abc el número pedido. 


lo 


1 


o 


1 


> abc= 


29, 


lo 


- 
a 


— 


CAPÍTULO MI! 


Luego, o o. 

abc =MCM(10;12,15)=60=60K; KeZ 
Como abc debe ser el menor posible, enton- 
cesK=2. 
Porlo tanto, el número pedido es 

60(2)=120 


Aplicación 16 

¿Cuál es el menor número entero positivo de 
tres cifras que al ser dividido entre 15 y 18 deja 
4 de residuo? 


Resolución 

Sea abc el número pedido. 
_— ,15+4 

> abc= : o 

1844 

Luego, 
abc =MCM(I5; 18)+ 4 
abc=90+4 


abc=90K +4; KeZ 


Como pi 
mo abc debe ser el menor posible, enton- 
ces K=2, 


Por lo tanto, el número pedido es 
90(2)+4=184 
Recomendación 
n lo: 
Es S Problemas que piden, por ejemplo, 


Cantidad q á 
e pa 
Que son húmeros enteros positivos 


* 10 Pero no ñ 


E 12 y 15 


010 
-CONVeni 
Pa Usar los diagramas de Venn- 


Teoría:de divisibilidad 


Ejernmplo 


En el gráfico se observa que 


pa de al] 


| que son a pero no b 


“cantidad de aa] 
S — 


que son b pero no a 


+ dy b<>MCM(ab) 


sección 


cantidad de números 
que son a y b 


.» a0b 


unión 


cantidad de neo) 
o e =m+p+n 
que son a o b 


¡pea de me) 


que no son a ni b 


Aplicación 17 
De los 400 primeros números naturales halle 


lo siguiente: 

IL ¿Cuántos son 6 y 8 

IL. ¿Cuántos son 6 pero no 8? 
II. ¿Cuántos son 6 o 8? 


IV. ¿Cuántos no son 6 ni 8? 
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Resolución 
Sean los 400 primeros números enteros: 


1; 2; 3; 4; ...; 400 


Luego, calculamos por separado lo siguiente: 


Es decir, hay 50 números 8. 


- 6y8<>MCM(6; 8) =24 


Es decir, hay 16 números 24. 


Usaremos el siguiente diagrama: 


Finalmente, respondemos según los datos ob- 


servados en el gráfico. 


IL. Hay 16 números que son 6 y8. 


II. Hay 50 números que son 6 pero no 8. 


III. Hay 100 números que son 6 o 8. 


IV. Hay 300 números que no son 6 ni 8. 
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Aplicación 18 
¿Cuántos números enteros positivos Meno) 
iguales a 300 son divisibles por 4 Pero no se 


Resolución 
Sean los 300 primeros números enteros; 
1; 2; 3; 4; ...; 300 


Luego, calculamos por separado lo siguiente: 


300 _ 
.n. 


75 
Es decir, hay 75 números 4. 


. 300 37,5 
8 


Es decir, hay 37 números 8. 


En este caso hay inclusión, ya que todo núme- 


ro 8 también es 4. 


Luego, tenemos el siguiente gráfico: 


sitios 
s enteros po: 
Por lo tanto, hay 38 números visibles 1 


on 
menores o iguales a 300 que 


4 pero no por 8. 
p pl ¿ou 


MÚLTIPLOS or EnO 
ASE DE UN ul 
ejemplo? 


ESPECTO A 
POTENCIA DE LA B 
Analicemos los siguientes 


an 10+3 
. aber to +3=10+ 


y7+2=1+2 


*  mn27 = MIG 


4 


Teoría de divisibilidad 


i=abx 10? +14=(10%)+14 


o 


Gal, = 9255" +31; =(57)+31, 


a6207= abx103 +207 = (103)+ 207 


+ ma132, = may x4 +132, =(43)+132, 


En conclusión, todo numeral es múltiplo de su 
base elevado a un exponente entero positivo 
K más el numeral formado por sus K últimas 
cifras en su misma base. 


Aplicación 19 
Sea N=abl,¿xmn13,+cd1001,. Halle el resi- 
duo que se obtiene al dividir Y entre 16. 


Resolución 


Expresemos cada numeral en función de 16. 


d abs =16+1 


* mal (42)+13,=16+7 


(241001, 1649 
Reemplazamos end 


vil). (65. 


Por 
O tanto, e] residuo es Cero. 
S, 
a AciprO b 
“emos el sig 


4B=6 


E ARQUÍMEDES 
uiente ejemplo: 


Luego, 
4B_9K 
9.9 
E 
97 


Como 4 y 9 tienen como único divisor comúna 
la unidad, entonces 9 divide a B. 


B=9 
En general, seanneZ* a (A;B¡K)CZ; si 
AxB=ñ 


donde A y n tienen como único divisor común 
a la unidad, entonces se cumple que 


¡ B=n 


Demostración 


Sea AxB=n 


> AxB=nK; KeZ 


Luego, 
AxB_nK 
no on 


_AXxB 
on 


K 


Como n no divide a A, entonces n divide a B. 


B=ñ 


Ejemplos 


+ AN=9 > N=9 


+ El único divisor común 


6 os la 
E E que comparten es 
y AS A unidad, es decir, no se 


a pueden simplificar. 


+ 70=11 > Q=11 
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Caso 2 
Cuando un factor y el residuo tienen dis 
On 


Caso 1 
Cuando un factor y el módulo tienen divisores en común, además de la unidad, pero ej in 
en. común, además de la unidad. dulo no. 
Ejemplos Ejemplos 
+ 6A=10 + 4A=13+8 
GA=10K; KeZ E 
3A=5K . 
5 1(4-2)=13 


3A=5 > A=5 
tt 


En forma práctica, se simplifica directa- sl diia 13 
mente.  A=13+2 
54-30 
pe ' En forma práctica, se simplifica direc! 
3A=5 => A=5 mente dicho factor y el residuo. 
“E Ñ 
AA = 1348 
+ 10B=15 E 
2 A=18+2 
10B=15K; KeZ 
2B=3K > 
2B=3 ES B=3 .* 3B=17+15 
TN Le 
3B-15=1 
En forma práctica, se simplifica directa- 3(B= )=17 
mente. 
10B -3 > B-5=17 
2B=3 ey Bid 2 B=17+5 
direc 


A e nfifica 
En forma práctica, Se simplific 


: ¡iduo. 
mente dicho factor Y el residu 


ñ E + 5¿C=11+J0 
¿p-11 > D-151 j 
C=11+2 
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3 s 3 
Cuando Un factor, el módulo y el residuo tie- 
y 


ren divisores en común, además de la unidad. 
Ejemplos 
. 4mi5e12 

3A-12= 5 

3(4-4)= 5 

4-4=5 

 A= 5 +4 


En forma práctica, se simplifica directa- 
mente. 


M5 
 A=54+4 
d 48=28+20 
48-20-28 
4(B-5)=28 
B-5=7 
A B=745 


En fi a ] e 
E Orma práctica, se simplifica directa- 
2 Mente, 


M8 90 
 B=745 
s A 
% Cu443 


B 
E 
B 
E 
LE 
E 


DO-se simplifica el mó- 
Pierden soluciones. 


Caso 4 


Cuando un factor y el residuo no tienen diviso- 
res comunes a parte de la unidad. 


Ejemplos 


* 7TA=11+6 


A 6 le sumaremos o restaremos el menor 


número 11 para que tenga séptima. 


7A=11+6+ (29) 


A 1 le sumaremos o restaremos el menor 


número 13 para que tenga quinta. 


os 

5B =13+1+ (89) 

5B=13+40 

B=13+8 
Ph hota 
Al res jivisibilidad, 
Ml E número ex- 
ESO 
presado efecto y por exceso. 
Ejemplos 
+ 34=13+7 

34=13-6 

o a=13-2=13+11 
. 78=31-10 

78=31+21 

DEB=31+8 
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Aplicación 20 El 
Determine el mayor valor de ab que cumpla 


2ab +7ab +12ab =133 


Resolución 
A partir del dato 


2ab+7ab+12ab =133 


andes, ] 


sa * 


3ab=1 
Por el principio de Arquímedes 

25 =15 
Por lo tanto, el mayor valor de ab es 


19x5=95 


6» ECUACIONES DIOFÁNTICAS LINEALES 
Llamadas así en honor al matemático griego 
Diofanto, quien fue el primero en estudiar di- 
chas ecuaciones de manera extensiva. 

Se denomina ecuación diofántica lineal en 
dos variables (x; y) si la ecuación lineal tiene 


la forma 
Ax+By=C | 
donde 
- FAB Cixy) eZ 
- AB%O 
»o! ción 


y suficiente 
ión diofantica li- 
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Ejemplos 
e 10x+15y=78; (x;y) ez 


> 78% MCD(10;15)=5 
Por lo tanto, no tiene solución. 
+ 30x+18y=186; (x,y)cZ 


> 186 = MCD(30; 18) = 6 
Por lo tanto, sí tiene solución. 


Luego, dividimos 30; 18 y 186 entre el 
MCD(30; 18) y obtenemos 


5x+3y=31 (*) 


Convenientemente expresamos todos los 
términos en función de múltiplos del me- 
nor coeficiente, es decir, en función de 3. 


(Beo)oráy= 30 
3+2x+3=3+1 
2x=3+1=3-2 
x=3-1=3+2 

> x=3K+2; KeZ 

Reemplazamos x en (5. 
5(3K+2)+3y=31 
15K+10+3y=31 
3y=21-15K 

> y=7-5K 


Luego, 


K. 
1 A 


Para determinar toda: 
1 
EE 


» observación 
Tenga en cuenta lo siguiente: 


Una ecuación diofántica lineal tiene 


as soluciones. 


infinil 

+ En los problemas que resolveremos 
las variables tendrán ciertas restric- 
ciones, PO! lo que tomaremos uña 
solución particular 

+ Las ecuaciones diofánlicas pl len 


serde más de dos variables e inclusi 


ve mayores que el primer grado. 


Acontinuación veremos una forma práctica de 
resolver las ecuaciones diofánticas lineales: 


Ejemplos 
« 5a+9b=31; (a; bj) cZ 
Para hallar a, eliminamos b, expresando 
todo en función de 3 y llevándolos a la de- 
recha de la igualdad. 
3a+2a+3b=30+1 
EURO 
> la= 34 l= 3- 2 


5 a=3-1=3+2 


Nuev: i 
6 amente, nos fijamos en la ecuación 
a+3b=3]. 


Para hallar b, limi 
lodo en función de 
Techa de la igualda 


Inamos a, expresando 
5 y llevándolos a la de- 
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+  15a+21b+350c=607 ; (a;b;c) cz 


Para hallar a, eliminamos b y c expresando 


todos los términos en función de 7. 


15a-+(2D0-+89c=607 


a+14a+21b+35c= 607 
AA 


a=7+5 


Para hallar b, eliminamos a y c expresando 


todos los términos en función de 5. 


(a+21 0+$30=607 


15a+b+20b+35c = 607 
A A 


b=5+2 
Para hallar c, eliminamos a y b expresando 
todos los términos en función de 3. 


(Da+(2)b+350=607 


3 

154 +210+2c +33c = 607 

e E 
3 


3+1 


de=3+1=3-2 


c=3-1 


Aplicación 21 

Andrés invertirá S/530 en la compra de balones 
de fútbol de dos tipos, cuyos costos por unidad 
son S/70 y S/30, respectivamente. ¿Cuántas Op- 
ciones tiene Andrés para realizar su compra? 


Resolución 

Esquematizamos. 
Tipo de balón 1 1 a 
Cantidad a | b 
Cosio unitario (8) 70 30] 
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Tenemos que 
70a+30b=530 
7a+3b=53 08) 


Expresamos todo en función de 3. 


a+6a+3b=51+2 
Aa 
a= 3+2 


Reemplazamos en (*). 


7a+3b=53 
do 


Por lo tanto, Andrés tiene 2 opciones de com- 
pra de balones. 


7» CONGRUENCIAS 

Se debe tener en cuenta que la teoría de la 
divisibilidad tiene como base la teoría de las 
congruencias; sin embargo, su desarrollo no 
está contemplado en este capítulo, así que 
solo haremos una breve mención al respecto. 


DEENNCIÓN 


Si A y B son dos números enteros y n es un en- 
tero positivo, se dice que A y B son congruen- 
tes respecto al módulo n si y solo si n divide 
a (4-B). 
Notación 


A=B(mód n) e n|(4-B) 


Teorema 
Dos números enteros, A y B, son congruentes 


respecto al módulo n si y solo si dejan el mis- 
mo residuo al ser divididos entre n. 


Notación 


A=B(mód n) 


Demostración 


ets le pe B= 5] 
SUP 


L asatecal Af A B=5+»] 
A=B (mód n), es decir 


A-B=n=nK; KeZ 


Sea r el residuo de dividir B entre n, 
B=n+r; O<r<n 
B=nK,+r; K eZ 

Luego, 

A=B+nK 

A=(nK, +r)+nK 
A=n(K¡+K)+; (K¡+K)eZ 
A=n+r 


A=n+r a B=n+" 


m [a=ñer a B=ñ+r)>4=8(médn) 


A=n+r| reZ 

o 0O<r<n 
B=n+r 
A-B=n 

. A=B(módn) 

Ejemplos 

+ 24=10(mód?7) 

Por definición 


7/(24-10) 
7 divide a 14 


14=7 
Por el teorema 


24=7+3 


10=7+3 


— 
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20. 10=-8 (mód 3) 
E Por definición 
3/[10- (8) 
3 divide a 18 


18=3 


Por el teorema 
10= 3+ 1 


-8= 3+1 


Aplicación 22 
Si 101=89 (mód rn), ¿cuántos valores toma n? 


Resolución 

Como 101=89 (mód n), entonces n divide a 
101-89=12 

Luego, 
n:1,23; 4; 6; 12 


Porlo tanto, n toma 6 valores. 


8) RESTOS POTENCIALES 
Sea 


Quo 

Potencia residuo o resto 
donde 

lun ezt 

Kez, 

O<r<n 


€ Cum) l 

ddr e que los restos que se obtienen al 
o Sucesivas po! i OE Al. E 
da entre n se q p tencias de a”; a'; a”; 

Les e qy £nominan restos potencia- 

, “SPecto al módulo n. 


est A 
ose he ciales de 7 respecto al mó- 
: Servan en la siguiente tabla: 


¡E 
¡En funcion del Reslos 
| módulo 9 polenciates 
| 
1 
7+3=3 
al 
ANA ñ 1 
Ñ | ! | 
Ns 
9 T18=3 
2 | 
1+4 4 
)+1 | ] 
7 9+7 7 3 
f 44 1 | 
7 921 1 
| : 
l | 
= hi = —3 
» 
; hit stos que 


P=94+7x7 
7=9+4 


Porlo tanto, solo será necesario multi- 


plicar los residuos. 
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Luego expresamos los exponentes en fun- 
ción del múltiplo del gaussiano y los rela- 
cionamos con sus respectivos residuos. 


ntefi3!? | 


Conociendo el exponente, hallamos el re- 
siduo. 


Sea 71% =9+r 
Como152=3+2 > r=4 


Conociendo el residuo, hallamos el expo- 
nente. 


Sea 70 =9+7 
Como r= 7 
> da=3+1 3 a:0;3;6;9 


b. Losrestos potenciales de 3 respecto al mó- 
dulo 5 se observan en la siguiente tabla: 


Cc. 


Luego expresamos los exponentes en fun 

ción del múltiplo del gaussiano y los .- in 
e 

cionamos con sus respectivos residuos, la 


e E 
=xponenteyl4) | Roslauo | 
E A PA | 

1 ] 

1+1 ; 

9 1 1 

443 e 


Los restos potenciales de 8 respecto al mó: 
dulo 5 se observan en la siguiente tabla: 


Luego expresamos los ex 
ción del múltiplo del gaussi 

s 
cionamos con sus respectivo qe 
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Observaciones 
fstamos analizando 


ak =n+r 


1, Como vemos en los ejemplos b y c, los res- 
tos potenciales de 3 y 8, respecto al módu- 
lo5, son los mismos, ya que 3=8 (mód 5). 


En general, si a > N y R es el residuo de 
dividir a entre n, entonces 

a=R (mód n) 
K 


La 


K (mód n); K 


Entonces los restos potenciales de a y R, 
respecto al módulo n, son los mismos. 


Por lo tanto, será conveniente trabajar con 
R;(R<n). 


Ejemplo 
Se tiene 25=4 (mód 7) 


Entonces los restos potenciales de 25 y 4 
Tespecto al módulo 7 son los mismos. 


Porlo tanto, será conveniente trabajar con 
las Potencias de 4, 


“ Al analizar los ro 


á stos potenciales, se pue- 


len haa 
Presentar los Siguientes casos: 
Caso 1 


Cuand E 
a 24 Yn tienen como único divisor co- 
Nala unidad. 


Eemplo 


Santo, 
Sr , 
Módulo ia Potenciales de 4 respecto al 


4 (4 y? 43 
Mód (9) j 
Tesiduos 1 417 1 
a 
g=3 


De donde obtenemos que 


Caso 2 

Cuando a y n comparten algunos divisores 

primos comunes, pero no todos. 

Ejemplos 

+ Sean los restos potenciales de 4 res- 
pecto al módulo 6 


4 ql ag 
mód (6) 
residuos 1 4,4 4 


g=1 
de donde se obtiene que 
4 =6+4 VKeZ' 


» Sean los restos potenciales de 9 res- 
pecto al módulo 15 


y glo ot 
mód (15) 
residuos 1 |9/6 9 6 


de donde se obtiene que 


x _ J15+9; K es impar 
9 = 


15+6, K es par a K>0 


»> Observación _ 
En este caso sí hay gaussiano, pe 

He rest iales jezan 
los restos potenciales no empie: 


arepetirse desde el principio: 
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Caso 3 
Cuando a y n comparten todos los diviso- 


res primos. 
Ejemplo 
Sean los restos potenciales de 12 con res- 
pecto al módulo 18 
122 1211212 12 ... 
mód (18) 


residuos 1 12 0 0 0 
de donde se obtiene que 


12% =18; KeZ* a K>l 


» Observación 
En este caso, no existe gaussiano 
ya que partir de un dele rminado 


e cumple que af=n, os 


valor d 


decir, el residuo será cero 


Aplicación 23 
Halle la suma de valores de a si 


35% -16+11 
Resolución 
Expresamos la base de la potencia en función 
de16. 
35= 16+ 3 
(mód 16) 


> 33= 
Entonces los restos potenciales de 35 y 3, res- 
pecto al módulo 16, son los mismos. 

Por lo tanto, será conveniente trabajar con las 
potencias de 3. 


2 a 303 
mód (16) 
residuos 1 [3/9 (1) 


g=d 


Sabemos que el residuo es 11, entonces el ex- 
ponente 


da=4+3 > a:3;7 


Por lo tanto, la suma de valores de a es 10. 
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Otra forma 


En 35% 16% 


pas, 
(6.3) -16+11 
16437 16+1 
> 35-16 +11 


Luego, buscamos los restos potenciales de 3 
con respecto al módulo 16, como en la prime- 
ra forma. 


» 
iales lambién pueden 


| 

| A 

| «determinar criterios de divisi- 
pb 

Ú 
DE DIVISIBILIDAD 

Es un conjunto de reglas que, al ser aplicadas 
las cifras de un numeral, ayudan a determina! 
si dicho numeral es divisible por OLr0; en caso 
de no serlo, se podrá hallar el residuo sin efec- 


tuar la división. 


9» Cr 


Ejemplo 

¿Cómo aplicar el criterio 
para N=abcdef? AN. 
Descomponemos polinómicamen 


o? 
N=ax10+bx10 4010 4+dX1 
sexto LexIO 


de divisibilidad porí 


encontrar el clero cales 


aremos 1OS restos PO entl 
d numeración al 
a de M y con resi ecto? 


Entonces, para 
lidad por 7, hall 
de 10 (base del sistem: 
cual se encuentra el numeral 


módulo 7. 


a 0ñ 10 


o 10? 107 10% 1 


mód (7) 
residuos 1 


2.64 
3 
residuos por exceso 1 


Teoría de divisibilidad 


mos en (*). Entonces, para encontrar el criterio de divisibi- 


Reemplaza lidad por n, hallaremos los restos potenciales 


l ) olimoecli-dralrr2)roh+)e (2) de K (base del sistema de numeración en el 
N=ali-21+ . E E cual se encuentra el numeral) con respecto al 
Ñ 52047-30+7-Ixc+7+2d4743e+7+1x/ médulo n. 
7-20-3b-1xc+2d+3e+1xf RKKKRKgEo 
de mód (n) 
y=T+(Ixf+3xe+2xd=1xc-3xb-2xa) FOSiduos 1 1 ray ty or, rs 
Y T 
7 Luego, Reemplazamos en (*). 
+ Nel és T=7 


a Nealr+r)+olren)eclsa) 
. N=7+r e T=7+r 


salina 
Siendo r el residuo de dividir 7 entre 7. 


N=N+a XI + NDA 1] n+CXx ra 
»llota E e E 
+Hn+dxr+n+exn+n+fx1 
Para hallar el criterio de divisibilidad ; 


Se cambió convenienten 


; Nen+(Ixf+nxe+xd+ryxcer xb+15xa) 
siduos por 


cto 6: 4 


pectivos re 


7 
tu : 


* En forma práctica N=n+T 
de divisibilida lasigu 
Ny cdef Luego, 
1 


3-123 o o 
> * N=n O T=n 
Entonces, alternamos a partir d 


hali3y2con-1,-3 y- 


* N=n+r O T=n+r 


Luego 


N=7. Siendo r el residuo de dividir 7 entre n. 
4 HU +30 
E 


Porlo 1; 
Orlo tanto, Para que / 


Lecce valor de. 


, solo $e depen- 


En ge E 
Neral, ¿ A 
Mia por ¿Cómo aplicar el criterio de divisi- 
Porn para N=abcg,? 

co il 
Na "emos Polinómicamente aN. Por llo tanto, para que V=n, solo depende 

Sax ba 
ES A del valor de 7 


+exKI+/xk0 (+) 
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Entonces 
» Nota Ñ . 
Tenga en cuenta lo siguiente *« N=2 > f=2fe (o; 2:4,6,8) 
*  Convenientemente usaremos los resi o a 
duos por defecto O por exceso N=2+1 + fesimpar 
+ No necesariamente usaremos restos e E 
potenciales para delerminar los erile- + N=5 + f=5; fef0; 5) 


rios de divisibilidad. 


N=54r S£ Abla 


9.4. CRI DPOR2 Os . N= 4 eS f+2e= 4 
En la tabla se muestran los restos potenciales N dE Poe Fedes Asu 
de 10 con respecto a los módulos 2; 4; 8; 5; 25 Ñ ] 
y 125. + N=25 > f+10e=25 
ES 
AA TF Pp 
Potencias | olaaa 1 == e 
a a N=23+r e d=Btr 
| Módulos | Restos potenciales * N= 8 eS f+2le+4d= 8 
2 rlolojolo olol..| o o 
3 A A — N=8+r O f+2e+4d=8+r 
4 ¡1p2]0 ojpojojo 
| A Lila tafololo ol + N=1235 > £+10€ +1008 =125 
5 litololo o olor! ] . 
E E A E o, A | OE TA 
| rojo ololo|o| | =125+r O def =125+r 
125 1h lala 
IA AE 100| ¡1d ee 1 ult Observaciones 
ÁS 1. En cada caso, r representa el residuo. 
Sea N=abcdef. 4 ) 
SN 2. Todo número impar es 2+1. 
L . . 
Luego, ens hemos visto anteriormente, 3. En divisibilidad por 4 
N= o 
n+T, donde F+2e=4 
n€12; 4; 8; 5; 25; 125) 
a á f+2e+8e= 
ecuerde, para que N=n, solo d ; 
valor de 7. "pEnOS e = e 
> ef=4 
f ab 
; mód 2=2! 4. Para el criterio de divisibilidad Po" ¿a 
f+2e ; mód 4=22 + 2105), solo se depende de la Ú 
T= F+2e+4d — ;mód 8=23 e d y nume 
el 
d ; mód 5=5! * 205), solo se po EE 
2 últim: 
f+10e ; mód 25=8? mad e sus pr del me 
4 iS 5”, solo se 
f+10e +100d ; mód 125 = 53 E 3 últimas cifras: 


formado por sus 


CAPÍTULO VI 


En general, para los criterios de divisibili- 
lad por 2” o 5” solo basta analizar el nume- 
ral formado por sus n últimas sUras: 

También se puede analizar de la siguiente 


q 


E 


Ejemplos 
* N=abcd=2 


manera: 
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+ A=abc63=4+3 


A=4+3 + 63=4+3 


* B=mnI75=8+7 


B=8+7 e 1715=8+7 


. C=pqr9=5+4 


C=5+4 > 9=5+4 


* D=abc6l=25+11 


D=25+11 + 61=25+11 


* E=mn258=125+8 


E=125+8 «+ 258=125+8 


Aplicación 24 
Halle la suma de valores que puede tomar b en 


mn6bb = 84 3 


Resolución 
A partir del dato se deduce que 


modo =8+3 =impar 


impar 


mn6bb = 8+3 e 


> 4x6+2b+b=8+3 
8+3b=8+3 
3b=8+3 
b=8+1 
=> b:1;9 


Por lo tanto, la suma de valores que puede to- 
mar bes 10. 
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Aplicación 25 Ñ 
Halle axb en bla 4)ba =25+8. 


Resolución 
Por numeración 


b>0 


a-420 > az4 


Por el criterio de divisibilidad 


bla-4)ba=25+8 + ba=25+8 
Luego, 


25; 25+8 
pS 
00 08 


50 


a 
10% 1101 | . al A 1405 
detalbase | "| 1 | 10 pp 110%] 10%]... 
ES y ol ] 

] 


T 
Módulos Restos potenciales 


| Potencias 


9 VETA 


3 1 1 


Sea N = abcdef 


Luego, como hemos visto, N=n +7, donde 
ne(9;3) 
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Recuerde, para que N=h, solo d 
, epe 
valor de 7. cli 


T= a+b+c+d+e+f 


para el módulo 9 y para el módulo 3 
Entonces 
- N=9 > T=9 
N=9+r eS T=09+r 
. N=3 o> T=3 


N=3+r e T=3+r 


»<c vación 
+ Para los criterios de divisibilidad por9 
| o se depende de la suma de las 
| cifras del número 
| For úmero es 9 o 3 más la suma de 
En cada caso, r representa el residuo, 
Ejemplo 
Sea A=42 865 
suma de cifras de A= 25=9+7 
> A=9+7 
También 


suma de cifras de A=25=3+1 


> A=3+1 

o o divisor 
Recuerde que todo 9 es 3, ya que 3.05 
de 9. 


> A=9+7 
a+ l8+1) 
A=3+1 


cAPITULOVII 


eoría de/divisibilidad 


» Observación 


. Para ambos criterios de divisibilidad, 


solo importa la s 


mas no el orden 
Ejemplos 


126=3 I5=! 


solo se 


Sino ta: 
Ejemplos 

80=9 
1+84+0=9=9 


1+30=81=3 


1+25=26=342 


Aplicación 26 


Si2alas 5 

%2=3+1, halle la suma de valores de a. 
Resolución 
Abatir del da 


E dato, se tj 
5347 » Se tiene que la suma de cifras 


AN 


Finalmente, nos piden la suma de valores dea. 
14+44+7=12 


Aplicación 27 


Si se tiene que L= ac(b+1)+2c1b(a+2) 
halle el residuo de dividir L entre 9. Considere 
que abc =9+5, 


Resolución 
Sabemos que 


abc=9+5 + a+b+c=945 
Luego, 


. aclbiD=9+a+b+c+1 
atro+ce 


» 2clblarD=9+a+b+c+5 
a 9+ (o, 5)+ 5 
= 9+1 
Reemplazamos en £. 
L=lo+0)+(6+1)=6+7 
Por lo tanto, el residuo de dividir L entre 9 es 7. 


Otra forma 
Podemos sumar las cifras directamente de £. 


L=ac(b+1)+2c1b(a+2) 


> (suma de cifras de L)= 2(a+b+c)+6 

= alos 5) +6 

=9+16 

d+ l9+7)=3+7 
Por lo tanto, el residuo de dividir L entre 9 es 7. 
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9.3. CRITERIO DE DIVISIBILIDAD POR 43 


En la tabla se muestran los restos potenci 


ales 


de 10 con respecto al módulo 11. 


HA E 
Potencias mM 10 | 10! 
de la base | 


Módulo 


1 La 


Residuos por 


Recuerde, para que N=11, 


valor de 7. 


T=f-e+d-c+b-a 


Entonces 
N=ñ o r=ñ 
N=Ter o Fer 
Ejemplos 
. 72439 


A 150 


> 7-24+4-3+9=15= 


72439 =11+4 


OS 
Ii dl 18 10 


Restos potenciales | 


solo depende del 


144 


> -44+2-5+1-7+2=-11=11 


425172=11 
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Todo numeral capicúa con una canti 
i- 


par de cifras es TL 


11 
zasbobra=0=1M1 
H cambian las cifras que le co- 
ond multiplicarse por el mis- 
! 1 o (1 0-1), el numeral sigue 
| ido el mismo residuo al dividirse 


namb ,s numerales, se tiene que 
-2+2=1=111 


Al dividir abed entre 1, deja 183% 


== - =11+r 
abed=ller —a+b-cidol 
11-11 

-apjén son 
Los siguientes numerales tambi 

- ¿cumple 
wr, dado que en lodos se CU ' 


(a+ bc vd)= Ter 


121 z . 
asctibir 


dl del 
En forma práctica, CN lugar 


TN 


coloca +: 7 


abed=11+" 


=e-=+ 


CAPÍTULO VII 


Aplicación 28 A 
Al dividir el numeral (x-1)4(x+2)9 entre 11, 


deja 2 de residuo. Halle x. 


Resolución 
En el numeral, 


(x-D4(x+2)9=11+2 
AS Y 1 
Esto se cumple si y solo si 
Ax-1)+4-(x+2)+9=11+2 


ari lad—x-2+9=11+2 
ax+l2=11+2 
x+6=11+1 
e=T5 
x=Tles 

o x=5 

9.4.CRITERIO DE DIVISIB 


le criterio fue demostrado al inicio del punto 
Nueve, 


Ejemplos 
3564 
3231 
10)+2(5)+3(6) + 1(4)=29=7+1 
> 3564=7+1 


(3). á 
)-3(0)-1(2)+2(8)+3(6)+1(5)=19=7+5 
> 342885=7, 5 


4 
il 
E 


91 
e 


» 


12. 
a 20 30-10+200+3(4)+1(6)=9=7+2 
146146 7 +2 
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nerales que tienen una for- 


on los siguientes; 


Un bloque de 3 cifras que se repite 


=20—3b-c+20+3b=: 


=0=7 


zis cifras iguales 


24 -3a-4+20+30+a0=0=7 


Aplicación 29 
Si 2ab4a es divisible por 7, halle b. 


Resolución 
A partir del dato, 


2abla=7 
313.311 


eS -3(2)-a+2b+3(0)+a=7 


2b+6=7 
b+3=7 
b=4 


os 


En la tabla se muestran los restos potenciales 
de 10 con respecto al módulo 13. 


= 8 T 
| 


| Potencias ¡gol ¡9! |10?|10* 10% 10% [10% ... 
de la base | | 


Restos polenciales 
| 


ES E Y 


| Módulo | 


ad 
13 


» Residuos por exceso 


Lumbreras¡Editores 


SeaN= ep 


4; 


Luego, como hemos visto 
N= 13 +T 

Recuerde, para que N 

valor de 7. 
T=f-3e-4d-c+3b+4a 


Entonces 


Ejemplos 
. 584 3 


1431 
16-400 -30+169)=-46-15+6 


5843 =13+6 


ADO) -18)-AD)-365)H6)=87=13+11 


793258 =13+11 


dh hlota 


unos numerales que tienen una for- 


particular son los siguientes: 


+ Unbloc e3 cifras que se repite 


Ja +3b-c-4a-3b+c=0= 


+ Un bloque de seis cifras iguales 


aaa 
1 


13 


la+3a-a-da—=3a+a=0=13 


=13, solo depende del 


Aplicación 30 
Halle el valor de b si se sabe que al dj 
ab2as entre 13 deja residuo 8. dle 


Resolución 
Según los datos, se cumple que 
a a 2a 5 -13+8 


Ss 3a-b-4(2)-3a+5=13+8 


LIDAD POR (n'1) 


En estos criterios de divisibilidad, el módulo es 


nó+1;KeZ*. 
s la base del sistema den 
| numeral. 


donde n e umeración 
en el cual se encuentra € 


Cuando K=1 


(al=1), (1+0) 
Para n=10 
N=abcd 
abcd 1) 


Ahora expresamos la bas! 
y 11 (la base +1). 
E 


CAPITULO/VII 


Ejemplo 
Sea el número A=2738 


Expresamos A en función de (base — 1). 


A=2738 


IA 


2+7+3+8=20=9+2 


> A=9+2 


Expresamos Á en función de (base + 1). 


4-3133 


2+7-3+8=10=11+10 


> A=11+10 


Apartir del ejemplo anterior, generalizamos: 
s Para expresar el número en función de 
(b; 

ase=1), se suman las cifras del número. 
Para expresar el número en función de 


( 


men 
ase+1), se multiplican las cifras del nú- 
Mero, de derecha a izquierda, por +1; —1; 
Hal 
Ejemplo 


Sea el Número B=52615, 


o 


Ex Es 
Presamos B en función de (base — 1) 


B=5 
17615, > (base-1)=7 
cotas 
A 


615 En 
1 JE 
1 118 (base + 1)=9 


5 
S ib 


¡Teoría de divisibllidad 


Cuando K=2 


(2-0; (122+1 
Paran=10 


N=a;bc:de;fg 


N=ax10'+bcx10'+dex10%+78 
SS == _ 
N=ali0%) + 50102) +de(10) +3 (9 


Ahora expresamos la base en función de 


99 ((base)? = 1) y 101 ((base)? + 1. 


o E o 
. 1 > Ba) Sa 


+ 1020=101-1 > a 


Reemplazamos en (*). 


Ejemplo 
Sea el número A=78548 E 
Expresamos A en función de [base - 11 
A=7 85 48 
pd 


74-85 +48 =140=99+41 


> A=99+41 


2 
Expresamos A en función de L(base) +11 


A=18548 
Ll 1 


7-85+48=-30=101+71 


> A=101+71 
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A partir del ejemplo anterior, generalizamos 
para Lbase)? - 1] y (base + 1). 


Ejemplo 
Sea el número B=12132, 


Expresamos B en función de L(base? - 11 
132, > (base)?-1=15 
1+21, +32, =24=15+9 


> B=15+9 


Expresamos B en función de L(baseY + 11. 


B=1213% > (base) +1=17 


RE 
1-21, +32, =6=17+6 
> B=17+6 
Cuando K=3 


(3-1) ; (7 +1) 


Para n=10 


; 
N=aibcdiefg:hij 
AA RS NAS 


N=ax10'+bcdx10'+ef9x10*+hi 
3— 2 —f. e pS 
IET 


Ahora expresamos la base en función de 


599 ((base)* 1) y 1001 ((base)* +1), 


o o E mn 
«10020001 > (6554) 35541 


: O. 
+ 107=1001-1 > A 
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Reemplazamos en (*). 


| 

| a ES 

|. N=1001+ Aj - efg +bcd-a 
¡ EE TR 


Ejemplo 
Sea el número A=85 104 875 


Expresamos A en función de Ltbase -11 


A= 85 104 875 


o 


1 1 1 
85+104+875=1064=999+65 
> A=999+65 


= 
Expresamos A en función de L(base) +. 
A=85 104 875 
í = 


85-104+875=856=1001+856 


> A=1001+856 


. izarmos 
A partir del ejemplo anterior, generaliza 


3 3 
para [(baseY -1] y L(base) +1). 
Ejemplo 
Sea el número B=111011105 . 


3 
1). 
Expresamos B en función de [(base) ) 


Entonces 
(base)*-1=7 


Luego, 


11,+1017+110,=14=7 


> B=7 


— cf 


Teoría de divisibilidad 


Expresamos B en función de [(baseY* +1] 


Entonces 
(base)'+1=9 


Luego, 
11,-101,+110,=4=9+4 


> B=9+4 


Conclusiones 

l. Para el criterio de divisibilidad por (n*-1), a 
partir de la derecha se separan bloques de 
k cifras y se suman. 

- Para el criterio de divisibilidad por (n*+1), 
a partir de la derecha se separan bloques 
de k cifras y se alternan multiplicándolos 
Por+ly-1, 

En ambos Casos, se considera el último 


bloque de la izquierda aunque no tenga 
k cifras, 


Importante 
o i j Ó 
mx Se tiene una ecuación en función 
Un módulo, se Puede analizar así: 
. 
Es correcto hacer lo siguiente: 


2a=341 


Noe 
s 
Correcto hacer lo siguiente: 


(5 


Recuerde que cuando se puede simplificar 


el módulo y no se simplifica, se pierden so- 
luciones. 


Observe que en (*) también cumple 


a: 5,8; 14; 17;... 


Entonces, lo correcto sería simplificar. 


PA 


II. Cuando se conoce la base de un numeral, 
se pueden aplicar distintos criterios de di- 
visibilidad. 

Potencia de la base 

6+ 3 

36+13% 


216+1135 


A=12113,= [mas —1]: [ase +1] 
5+(1+2+1+1+3) 
7+(3-14+1-2+1) 
35+(13, +21 +1) 
37+ (135-215 +1) 


215+ (1135 +125) 


217+(113; 126) 


Además, nó se debe olvidar que si ses se 
también A será múltiplo de todos los di 
sores de n. 
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Carl Friedrich Gauss: 
El príncipe de las matemáticas 


Johann Carl Friedrich Gauss nació el 30 de abril de 17 
en Brunswick, Alemania, y murió el 23 de febrero de 
en Gottingen, también en el pals teuton. S1 


investigaciones pueden lock 


ant 


temáticas como en fisica y astron Posiblem. 
la teoría de números sea la rama de las matemáll 
en la qu influencia ejercida por Gauss haya sido ma- 
yor. Pero ni muchos menos la cosa se queda ani Las 
aportaciones de Gauss a la geometría Cie 
matemático, a la estadística o a la geodesia son 


mente notables 


rofiere a las matemáticas en ge- 
a su padre una operación que 


dores que tenía a su cargo. 
a con 


fue un niño prodigio en lo que 


n particular. A los 3 años de edad corri 


bajar 

ocurrida cuando contab: , 

5 lo entre 

ando en el colegio, en uno de esos tipicos momentos de barul 13 
ar todos los M 


la respuesta 


más conocida de su infancia « 
7 años de edad 
niños de esa y su profesor y, G. Búlner castigó a toda la clase con sum 


desde el 1 hasta el 100. Casi de forma instantánea Gauss tenia 


meros natura 


co 5050 se cul 

117688, ingresó en el Gymnasium loca! (escuela secundaria) y aprendió principle” si 

ásica. Su formación malemática continuó a través de instrucciones particulares Memétco 

la lectura de libros, entre los que se encuentran obras de arte como los Principios ps adquirió 

de la filosofía natural, de Newton, o el Ars Conjectandi, de Bernoulli, Tal fue la ame conan 
en el Gymnasium, que, a los 15 años, el duque de su ciudad natal apoyó cl 

ra que siguiera estudiando en el Collegium Garolinum de Brunswick. aritmól 


laa á 

4 : ; anir de a dé 
¡ss publicó en su obra Disquisitiones Arithmeticae. En ella, a P con teoria d 
dos relacionados * 


ca modular (congruencias), reunió una gran cantidad de resulta: ntribuyó e 
E ión CO! 

ley de reciprocidad cuadrática entre ellos). Esta publicación 

a la sistematización de dicha rama de las matemáticas. 


En 1801, 


números 


tundame 


com” 
sianos 
s". En Ev ¿aus 
Matemática: 


Adaptado de "Carl Friedrich Gauss: el Principe de las 


¿I _IDQÓxoÉQKAAAAAA 


292 


Jeoría de divisibilidad 


Problemas resueltos 


Problema 1 

% El Bur Khalifa es un rascacielos ubicado en 
Dubái. Tiene una altura de H metros y es con- 
siderado el edificio más alto del mundo (has- 
ta el 2018). Sia Hle faltan 4 unidades para ser 
divisible por 13 y le sobran 2 unidades para 
ser divisible por 7, halle la suma de cifras de 
H. Considere que H está comprendido entre 
800 y 900, 


Resolución 
Del enunciado, 


13+9 
222000 


H=MCM(13;7)+ 9 =91+9 


H= 


Además, 800 < H < 909 


800 < 91K +9 < 900; Ke Z 
Ú 
9 


H=91(9)+9=808 


Porlo tanto, la suma d 
8+2+8=18 


e cifras de H es 


Prendidos entre 214 y 
4 


e 214<24K < 1295. 
)+-24 


89... <K<539.. 


<= K::9;10;11;...:53 


24-8=45 números 


Por lo tanto, al reemplazar el valor de K, se tie- 
ne 45 números divisibles por 24, 


Otra forma 
Entre 214 y 1295 se tiene 


215; 216; 217, 218;...;1294 
A 


214=1080 números 


solo si la división 
sulla entera y 
exacta 
cantidad de 1080 ae a 
números 24) 24 


¿Cuántos números de tres cifras que terminan 
en 2 son divisibles por 14? 


Entonces 
100 < 14K < 1000 es 
7,14... <K<T71 4... * 
ón=5) 


> K:8;13;18;23 
KA 


13 núrneros 


5 


tes 
Por lo tanto, al reemplazar el valor de K se ti 


ición del 
ne 13 números que cumplen la condició: 


problema. 
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Problema 4 
¿Cuántos números de tres cifras que terminan 


en 4 no son divisibles por 13? 


Resolución 
Se tiene 


Entonces 
100 < 13K < 1000 
7,69...<K<T69 * 

> K: 8; 18; 28; 38; 48; 58; 68 


Entonces, como K toma 7 valores, al reempla- 


zarlos tendremos 7 números que son 13. 


Nos piden los que no son 13, entonces al total 
de números de 3 cifras que terminan en 4 le 
restamos los que son 13, es decir, lo resolve- 


mos por el complemento. 


( total de | 
|números/” | abá=13 ] 


| números | 


abi 


9x10=90 —- 7=83 


Porlo tanto, 83 números cumplen la condición 
del problema. 


Proble 


Delos 1400 primeros enteros 


(39 positivos, indique 
lo siguiente: 


L- ¿Cuántos son 12? 
II. ¿Cuántos son 15? 
IIL ¿Cuántos son 18 


D 
€ Como respuesta la suma de los resultados 


olución 


Se tiene los números: 1: 2; 3; 4; ... 149p 


Recuerde que cuando empieza en 1, dividimos 
y tomamos como respuesta la parte entera. 
L a. 116,6 
12 . 
Entonces hay 116 números que son 12. 


IL 


1. =—==77,7 
Entonces hay 77 números que son E 


Por lo tanto, la suma de resultados es 


116+93277=286 


De los números de 4 cifras, indique lo siguiente: 
L ¿Cuántos son divisibles por 12? 

ll. ¿Cuántos son 182 

TIL ¿Cuántos son 287 

Dé como respuesta la suma de los resultados. 


Resolución 


Se tiene 


1000; 1001; 1002; 1003, ...; 9999 


Recuerde que 


divisible < > múltiplo 


| 


¡ cantidad d e|_ 9000 750 
L |] | E 
| números 12) 
cantidad de El 9000 _ 500 
US 


| números 18! 


cl 


CAPÍTULO VII 


1 idad de 
Eo ra E A 
"números 28 


Ñ > N=28=28K; KeZ 
1000 <28K < 10 000 
35,71... <K < 357,1 


K:36; 37; 38; 39; 


Luego, al reemplazar K, tendremos 322 nú- 


meros 28. 


Por lo tanto, la suma de resultados es 
750+500+322=1572 


Problema 7 
¿Cuántos números de tres cifras son 6 pero no 8? 


Resolución 
Se tiene 


j 100;101,102;103; 


Notamos que hay números que son 6 y 8 a la 
Vez, entonces serán MCM(6; 8) =24. 
Luego, 


> 
«| Cantidad de 900 
Fic 6j7 EN 150 


+ | Santidad de 900 
Números 24 )94 537,5 Nocumpto 


Si cumple 


3 04 =24k. Kez 


1000 
A ).2 
Es 56 
CAB 
1 


Mia Números 


Enton 
00es, A 
o az Números de tres cifras que 


Teoría'de divisibilidad 


Reemplazamos lo calculado en el diagrama de 
Venn-Euler. 


Por lo tanto, hay 113 números de 3 cifras que 
son 6 pero no $. 


¿Cuántos números de cuatro cifras son 6 pero 
no 18? 


Se tiene 
1000; 1001; 1002; 100: 


-294=9000 


Notamos que todo número que es 18 también 


es 6, entonces hay inclusión. 


Luego, 
idad de 
. cábiida o 2000 1500 Si cumple 
números 6 
= =500  Sicumple 


18 


cantidad de] 9000 
números 18 


Reemplazamos lo calculado en el diagrama de 
Venn- Euler. 


(1500) 


Por lo tanto, hay 1000 números de cuatro cifras 


que son 6 pero no 18. 
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Problema 9 

Se encuestó a 164 personas. De las mujeres, se 
encontró que a 1/4, 1/6 y 1/5 de ellas les gus- 
ta ir en sus tiempos libres al cine, al teatro y 
al museo, respectivamente. ¿Cuántos varones 
fueron encuestados si se sabe que son meno- 
res en cantidad que las mujeres? 


Resolución 
Sea M la cantidad de mujeres encuestadas. 


cantidad de 
mujeres que les [= n xM 
gusta ir al cine E 


> M=4 


Análogamente al paso anterior, se tendría que 


M =6 AM =5 
4 
M4 o 
> M=F6 
da 
5 
Luego, 


M=MCM(4;6;5)=60=60K; Ke Z* 


Sea V la cantidad de varones encuestados. 
> V+M=164; V<M 


104 GU Nocumple 


120. Si cumple 


Por lo tanto, fueron encuestados 44 varones. 


Problema 10 


Un reciclador de botellas, al final de la semana 
cuenta las botellas que recicló de 12 en 12, de 
15 en 15, y de 10 en 10; en los tres casos le que> 
daron d botellas. Si la cantidad de botellas es el 
mayor número posible de tres cifras, indique la 
suma de sus dos últimas cifras. 
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Resolución 
Sea B la cantidad de botellas que recicló 
Se sabe que a 


> B=MCM(12;15;10)+4 
B=60+4=60K +4; KeZ 


Por condición del problema, B es el mayor nú- 
mero de 3 cifras. 


máximo 
ñ 

> 60K+4<1000 
h 
K 

Finalmente, 


B=60(16)+4=964 


a1rtras cifras 
Por lo tanto, la suma de sus dos últimas cifa 


es6+4=10. 


Problema 11 sii 
N es un número que cuando se divide . c 
12; 15; 18 y 21 se obtiene como a e 
13 y 16, respectivamente. Halle el pro! ae 
las cifras de MN si se sabe que Nes € 
número de cuatro cifras. 

Resolución además 
Sea N el menor númer 


o de 4 cifras, 


R 
mplazamos en (9), 


A 
> N=MCM(12,15:18,21)-5 


-1260-5=1260K-5; KeZ 
N=1260 € 
1 
N=1255 
Porlo tanto, el producto de las cifras N es 
1x2x5x5=50 


Problema 12 

Andrés tiene pegadas entre 400 y 500 figuras 
en su álbum. Si las cuenta de 8 en 8, le quedan 
5; silas cuenta de 13 en 13, le quedan 6. Halle 
la cantidad de figuras que pegó Andrés y dé 
como respuesta la suma de sus cifras. 
Resolución 


Sea F la cantidad de figuras que ha pegado 
Andrés, 


Se sabe que 
400<F<500 (+) 
E 
¡+5 4D)=8+45 
13+6+ 69=13445 
Entonces 


ro ON 
MMS 13)e 45 


F=im 
AS =104K 445; ez 


¡Teoría de divisibilidad 


Problema 13 


Indique el número por el que siempre es divi- 
sible N=ababab,. 

Resolución 

Tenemos que N=ababab,. 


Descomponemos polinómicamente en blo- 


ques a N para encontrar alguno de sus fac- 
tores. 


N=ab3x3'+abyx32+ab, 
N=91xab, 
N=91 


> N'= (divisores de 91) 


Los divisores de 91 son 1; 7; 13 y 91. 


7 

N=E. 4 
o 

91 

Problema 14 


Al dividir abba; entre 8, se obtiene 2 por resi- 
duo. Al respecto, señale la alternativa correcta. 


A) a+b=4 

B) a+b=4+1 
(9) atb=ial 
D)'a-b=4+1 
E) 2a+b=4+1 


Resolución 
Se tiene que 


abba = 8+2 
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Por descomposición polinómica 
axS+bx5+bx5+a=8+2 


126a +30b=8+2 
(ss sJa+ [8 6o=8+2 
SU a 


> 6a+6b=8+2 
3a+3b=4+1=4-3 


arb=4-1 


Problema 15 


Dino compró pantalones y casacas a 5/70 y 
S/190, respectivamente, gastando en total 
S/1860. Indique si compró más pantalones o 
más casacas y cuánto más. 


Resolución 

Si compró P pantalones y C casacas, se tiene 
70xP+190xC=1860 
7xP+19xC=186 


Expresamos todos los términos en función del 
módulo 7. 


1P+19C=186 () 
Talres)c=7+4 
E 
5C=7+4 
¡ 
5 Sícumple 


12 No cumple 


Reemplazamos C=5 en (*). 
7P+19(5)=186 
7P=91 
P=13 


Por lo tanto, compró 8 unidades más de panta- 
lones que de casacas. 
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Problema 16 


Un alumno muy ordenado, al finalizar sy ú 
anual, se percató de que tenía resueltos y e 
blemas. Para relajarse, expresa dicha dni 
en los sisternas de numeración binario, Quina- 
rio y senario, siendo las últimas cifras en cada 
caso 101; 3 y 25, respectivamente, Si N está 
comprendido entre 1000 y 1360, halle la suma 
de sus 2 últimas cifras. 


Iución 


Se tiene 
101, =8+101 
N=1..35=5+3 
La -36+25p 
Entonces 


jempre | 


impar / 


N= 5+3+ 60) 


¡ recado 


| mayor módulo, 


> N=MCM(8; 5; 36)+ 53 
WN =360+53=360K +53; KeZ 


Se sabe que 


1000 < N < 1360 


1000 < id 53 <1360 
Luego, 

N=360(3)+53=1133 
Por lo tanto, la suma de sus dos 
es 343=6. 


ifras 
cimas ÍA 


— 


¿problema 17 


] <> 
8 gar dividir ab10ab1 1ab12ab13ab14¿ entre 35 
k > obtiene 15 de residuo, ¿cuántos valores pue- 


de tomar ab? 


Resolución 
Se tiene que 


POP 2 


¿bi0abllabl2abl3ab14, = 35+15 


Como el módulo 35=8*-1, entonces aplica- 
mos el criterio de divisibilidad. 
5xabp+105 +11 +12; +13; +145 -35+15 
5x20,+40=35+15 
ab¿+8=7+3 
abi +5=7; 6< aby <6? 


> db: 9; 16; 23; 30 


Por lo tanto, ab puede tomar 4 valores. 


Problema 18 


Pa de teléfono fijo de Valentino es un 
le e. ¿ de E cifras, Cuando Alejandra 
adi, apor su número, él le dice que, al di- 
¡A Por Pri entre 8; 9; 11 y 25, se obtie- 
¡ Os 7; 5; 8 y 17, respectivamente. 


Alej 

i dp di correctamente, indique 
o de : , A 

Número. las tres primeras cifras de dicho 


solución 


ea ab á 
deba el Número telefónico, 


o 


E 
$ 
i 8+7>5a€s impar 
a (945 VIE] 
| Medea 9+5+ 9) MCM(9; 11)+ 41 
E A NA 55 
ñ Per 41 


25417 


eoría de diVisibilidad 


00+17=17 si cumple 
3 25+17=42 No cumple 
50+17=67 Si cumple 
75+17=92 No cumple 
Luego, 
ba=17 


ha=8+7 > ba=443 


1+3 17 No cumple 


> ba=67 


Ahora hallamos c. 


T6c de 57=99+41 


74+6c+dc+67=994+41 


6c+dc=99-33=99+ 66 
pete h 

PS 0 
6c+ => c=3 A d=0 
de 

66 


Verificamos que cba=8+7 
cba=367=8+7 Sicumpe 


Por lo tanto, el producto de las tres primeras 
cifras del número es 


axbxc=(7)(6)(3)=126 


Probiema 19 


Si N= labba6”"* se expresa en el sistema de 
numeración undecimal, indique su cifra de 
menor orden. 


Resolución 
En el sistema undecimal, 


N'=...x¡=11+x; nos piden x. , 


Entonces, expresamos N en función de 11. 
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Empezamos con 


labbasb 
11-11 


-1+6=5=11+5 


> labba6=11+5 


Luego, 


N=Tabbab"" =1l+x 


o 8 


olñes =11+x 


Ss 5 Ti+x 


Luego, los restos potenciales de 5 respecto al 
módulo 11 son 


5 (5) 52 505 5... 
mód (11) 
residuos 115) 3 1D 9 1.. 


=5 


Como el exponente = mn8 = 5+ 3 


> residuo=x=4 


Por lo tanto, la cifra de menor orden es 4. 


Problema 20 


Sin e Z*, halle el residuo de dividir A entre 17. 
A=20+3/310+2_o98n45 


Resolución 
Tenemos que 


A=280+3 4 gin+2_98n+5 


A=2% (25) 4 32(34)" _ 95 (94777 


E | 300 


Expresamos todos los términos en funció 
2 1ó 
de 17. A 


n 


A= ali d' Sh oli.) = salir y 


e 
de 7 - (ia 
a=17-17+2 

A=17+2 


Por lo tanto, el residuo de dividir A entre 17es2, 


Problema 21 

Six e Z, determine la suma de cifras del menor 
valor de x que tenga tres cifras, tal que 
3x=1 (mód. 8) 


Se tiene que 
3x=1 (mód. 8) 


Por definición, 


3x-1=8 
3x=8+1 
3x=8+1+8 


x=8+3=8K+3 KeZ 


Como x tiene 3 cifras. 


> x= 8K+32100 
| | 


menor 13 
valor 


x=107 cel valor 


7 del me 
Por lo tanto, la suma de cifras 


de x de tres cifras es 8. 


—Ñ 


eoríalde/divisibllidad 


Test 


1 sil0= m, indique la suma de valores de m. 6, 


A 7 B) 8 ¡AN 
D) 17 E) 18 
A 0 y A=ñ, 
4+1 
indique el valor de n. 
A) 24 B) 18 O 15 
Dm E) 10 
a dd 
15+14 


indique el residuo que se obtiene al dividir 
B entre 30. 


A 1 
D 17 


B) 7 O 18 


E) 28 


: Halle el residuo que se obtiene al dividir 


ablOL, entre 8. e 


di 


B) 3 
D 6 


OS 
E) 7 


A Leo an 
03 A= 31421, indique el residuo que se ob- 


tene al dividir A entre 3l. 


03 
D?7 


B4 O 6 


E) 10 


si N=(a2+a3+a4 


SiA= 7- Mos s)l5_ ), halle el residuo que 
se obtiene al dividir 4 entre 7. 


N 1 
D) 4 


B) 2 G) 8 


E) 5" 


abcabce siempre es divisible por 


A) 3 
D) 13 


B) 8 C) 12 


E) 17 
Si abc59d =8+1, halle el valor de d. 


A 1 
D 6 


B) 3 O 5 


E) 7 


Si adaala=3+1, halle la suma de valores 
dea. 


ma 
D) 10 


B) 5 038 


E) 12 


Siaba=5 y ced=11, halle a+d. 

B) 6 o 7 
E) 9 

Je alle el residuo 

que se obtiene al dividir NV entre 8. 

B) 2 03 

E 7 


A 1 
D) 5 


5 en 93 1073 22 Claves 
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Problemas propuestos 


Nivel básico 


¿Cuántos números de tres cifras del siste- 
ma de numeración octanario son divisibles 


por 6 y por 4? 
A) 36 B) 37 C) 38 
D) 40 E) 42 


¿Cuántos números de 4 cifras son 6 y 15 


pero no 12? 
A) 1350 B) 750 C) 450 
D) 180 E) 150 


¿Cuántos números de la forma ab6 existen 


que sean 12? 


A) 12 
D) 17 


B) 14 O 15 


E) 20 


Halle el residuo de dividir A entre 16. 
A=n10101, x ab232,mn131¿xba156 


A) 6 B) 7 O 8 
D) 9 E) 10 


¿Cuántos numerales de la forma abc4 de- 
jan residuo 10 cuando se dividen entre 18? 


A) 50 
D) 100 


B) 51 C) 99 


E) 101 


Una embarcación de marineros naufragó. 
De los sobrevivientes, los 5/6 son casados 
y los 2/9 resultaron ilesos. ¿Cuántos se aho- 
garon si inicialmente eran 60? Considere 


que la cuarta parte de los sobrevivientes 
eran mujeres. 


A) 20 
D) 26 


B) 22 O 24 


E) 28 


7. Jesús puede ahorrar S/30 diarios, pero cada 
día que se encuentra con su amiga María 
gasta S/7; y si no se encuentra con su amiga 
María, sale con Rosa, con quien gasta S/8. Si 
todos los días salió con una de dichas ami. 
gas, ¿cuántos días deben transcurrir como 
máximo para que ahorre S/223? 


A) 8 B) 9 
D) 11 


O) 10 
E) 12 


2, Halle el producto de las cifras del mayor 
número de cuatro cifras del sistema deci- 
mal, tal que al expresarlo en los sistemas 
de numeración de base 7; 9; 12 y 15 termi- 
nen en 1; 3; 6 y 9, respectivamente. 


0) 256 
E) 700 


A) 40 
D) 432 


B) 216 


Halle la suma del menor y del mayor valor 
que puede tomar ab, tal que 


ab1+3xab1 abT+5xabl+7xab1+.. 
rsoxabl=38 


O 10 
E) 121 


4 
se agrupan 


A) 100 B) 105 


D) 115 


10. Si los estudiantes de UN aula 
de 10 en 10 o de 12 € 
8 estudiantes. Si se jan col 
las, cada una con la misma Ca! 
tudiantes que la inicial, ahora ello cuán 
tudiantes se agrupan de 15en 15. grupo 


y ul 
estudiantes faltarían para forn 
más de 15? 

0) 6 
5 
pa 9. as 


—l 


CAPÍTULO VII 


Nivel intermedio 


11. Delos asistentes a una función de cine, se 
observa que la cantidad de adultos y de ni- 
ños son 18+10 y 12+7, respectivamente. Si 
todos pagaron su entrada, pagando cada 
niño y cada adulto una cantidad de soles 


que son 12+3 y 18+5, respectivamente, 
halle el residuo que se obtiene al dividir la 
recaudación total entre 6. 


A 1 B) 2 
D) 4 E) 5 


12. Al expresar 


10 2 6 
L=2xm13 +4xm15 +6x017 +8x10190 


—68 
+..+60xn71 
en la base 8, ¿cuál es su cifra de menor 


orden? 
NI Ba O3 
D:4 E 6 


Ms E 
3. Si el numeral abc5 es divisible por 41, in- 


dique el residuo que se obtiene al dividir 
Tabc entre 41. 


A7 


B) 9 
D) 20 j 


C) 14 
E): 21 
14, 
ea Un numeral comprendido entre 
y 80 000 que sea igual a 45 veces el 
'* sus cifras. Dé como respuesta 
Sus dos cifras de mayor orden. 


B) 10 


Producto d 
la suma de 


Ag 
Du C) 12 


E) 16 


154 
“Male el m 
'enor . 
ser dividido pc de cuatro cifras que 


ade an ss 31 deja 5 de residuo; 
ES » 'ertir A 
Mimo el orden de sus cifras, 


esp Se ral divisible por 9. Dé como 
Suma de sus dos últimas cifras. 


Teoría de divisibilidad 


N 3 B) 5 O 56 


E) 10 


'. Halle la suma de los valores que puede to- 


mar b si a5baa=28. 


A) 6 
D) 13 


B) 10 O 1 


E) 15 


Halle el residuo que se obtiene al dividir 
baba entre 7 si se sabe que 56ab4=9+4 y 
7ab25=11+8. 


A) 1 
D 5 


B) 2 a 3 


E) 6 


+5. Si al dividir el numeral a31095 entre 182 se 


obtiene 1 de residuo, halle el mayor valor 
de (a+b). 


N 7 
D) 12 


B) 9 O nm 


E) 13 


. Determine la cantidad de cifras del menor 


número formado solo por cifras 3 que se 
debe sumar a aabcabc45a para obtener un 
número que sea 7+3. 


A) 2 
D) 5 


B 3 4 


E) 6 


00. Fabiola invirtió S/2357 en la compra de cua- 


dernos de 3 tipos: 11 cuadernos anillados, 
231 cuadernos plastificados y 13 cuadernos 
simples. Los costos unitarios de cada tipo 
son una cantidad entera de soles menor 
que S/18 cada uno. Halle el precio del costo 
unitario de los cuadernos plastificados. 


O) S/9 
E) S/17 


A S/7 B) S/8 
D) $/12 
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21, 


Sean 
A=437024g 
B=(a+bXa+b)JMa+ b)...(a+b) 


ab cilras 
Si al dividir A entre 7 se obtiene 2 de resi- 
duo, halle el residuo que se obtiene al divi- 
dir B entre 8. , 


A) 1 B) 2 E) 3 
D) 4 E) 5 
, Se sabe que 


ab54cd46=99+1 
ed-ab=53 


Halle el valor de axbxc Xd si cada letra 
diferente representa un valor diferente. 


B) 216 C) 252 


E) 360 


A) 196 
D) 280 


Compré cuadernos de S/l; S/4 y S/12. 
¿Cuántos cuadernos de cada uno de estos 
precios compré si en total compré 40 cua- 
dernos, gastando un total de 5/1007 


A) 23; 6; 2 
D) 28; 9;3 


B) 26;8;1  C) 27,10;5 


E) 29;7,4 


Calcule el residuo al dividir £ entre 8. 
E=101%41051%4 109108... 4405101 


. Calcule las dos últimas cifras del desarrollo 
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de S=1!4+31451+...+2005! Dé como respues- 
ta la suma de dichas cifras. 


A) 10 
Dn 


B) 14 O 8 


E) 9 


25, Si al dividir N entre 9, el residuo es 5 halle, 
ed. 
N=200201202203204...9979989991000 1001 b(b+1) 


A) 1 
D 5 


B) 3 O 4 


E s6 


77. Si 406 “0b6=]3+9 
halle el mayor valor posible de a+b, 


B) 17 C) 16 


E) 10 


A) 18 
D) 13 


oq == lala 
2%, Exprese el numeral abc34¿ en base3. 


Dé como respuesta la suma de sus dos úl 
timas cifras, 


Cc) 2 
E) 4 


B) 1 


2, Se tiene que A=9"-8; neZ?. 


SiA es divisible por 7, indique la forma den. 


n3 

B) 3+1 

(0) 3+ 2 

D) 5+1 

E) 5-1 
20. Aun acto teatral ingresaron 1370 Cari 
' El total de ca 


entre jóvenes Y niños. E e os ¡60 
que ingresaron es los 3/11 en anteojos 
la cantidad de personas pa cantidad de 
es igual a dos séptimos de ¡orense 
reera parte de se 

¿Cuántas mujert 


e los 
1 total de ajños 


jóvenes, y la te 
llegaron tarde. 


tarde si es 1/5 de ¿ 
s, la cantida , 
mero de mujé 


tarde; ademá 
nor que el nú 


res 


A) 31 
D) 101 


8.5 23ba3ba3b....a3b=36, calcule la suma 
q 
51 cifras 


de los valores de ab. 


» 128 
D) 125 


B) 138 O 136 


E) 140 


02, Al dividir un número entre 11, el residuo es 
3; al dividir otro número, también entre 11 A 
el residuo es 6, Halle el residuo al dividir 
el producto de los dos números entre 11 y 
dé como respuesta el número de sistemas 
de numeración en los cuales dicho residuo 
al cuadrado se expresa como un numeral 
cuya cifra de menor orden sea máxima. 


n2 B) 3 O 4 
D 5 E 6 
3. Sea N=32323232... y; 
o E 
2015 cifras 
Halle la suma de las dos últimas cifras al 
Expresar N en base cinco. 
3 B) 4 O 3 
D 7 E) 9 
AS (49 a; 
4...444)0 
21097 
85 cifras 
¿cuántos Valores toma ab? 
2 
B 
2 93 gm 
me Nivej Avanzado 
* Dela 
“Buiento Sucesión de segundo orden 
( e 5117; 140 
¿ alle y uma de cif 
¿ divi dilo q ras del sexto término, que 


deja residuo Máximo. 

Ao 
D) y Ds O 18 
S E) 20 


Teoría de divisibilidad 


45. Un comerciante invierte 1680 soles en la 
compra de polos, camisas y pantalones, 
cuyos costos unitarios son 60; 96 y 120 so- 
les, respectivamente. Determine cuántas 
prendas adquirió como máximo si compró 
al menos dos prendas de cada tipo. 


A) 25 
D) 21 


B) 24 O 23 


E) 20 


7. Sicabab=27+5 y a(a+3)ba(2b)=37+3 
halle a+b-c. 


A) 3 B) 5 O 6 
D) 10 E) 1 


Halle la suma de valores que puede tomar 
= =2 3 
aben5xab0 =11+1. 


A) 396 
B) 420 
O) 460 
D) 484 
E) 880 


METICA. 2. == e 
39, Si 51247 =11+5 y ARIT=5+4 


halle el mayor valor que puede tomar CA. 


A) 99 
D) 86 


B) 98 O 96 


E) 84 


20. Consideremos la expresión 
Elm=d+(n+D%+(n+2+...+(n +9Yn eN 
Entonces podemos decir que E(n)=11, si 
A) no existe n e N/E(M)=11 
B) n e(11R-1/k e N) 

O) n e(f11k+2/k e Ny 
D) n e(11k+1/k eZ) 

de 
E) ne(11m+1/me Zj) 
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41. Se sabe que aqar” =5+2, Determine el 
menor resto de dividir aaa entre 7. 


12. ¿Cuál es el residuo que se obtiene al dividir 


E=29+1496K+4493 entre 7;K eZ? 


A) 1 B) 2 O 6 
D 5 E) 4 
43, Si ababab. 
patetico 
60 cifras 


calcule la suma de valores de a+b. 


A) 1 
D) 14 


B) 12 O 13 


E) 15 


“2, Indique la secuencia correcta después 
de determinar si la proposición es verda- 
dera (V) o falsa (F). 

l. Sia y b son números enteros no divisi- 
bles por 3, entonces la suma o la dife- 


rencia de ellos es un múltiplo de tres. 

. Sia y b son múltiplos de cuatro con 
a>b>0, entonces el cociente L es un 
múltiplo de cuatro. E 


II. Si a y b son múltiplos de cinco con 


a,b>0, entonces MCD(a; b) es un 
múltiplo de cinco. 


A VVVv 
D) FVF 


B) VFV C) VFF 


E) FFF 


Mr 
40, Si 36la =56+35, halle el residuo de divi- 
dir aaa entre 17. 


A 5 
D) 13 


B) 1 O 9 


E) 16 


46. 


10 
( 


50. 


1, Determine la última cifra al llevar al siste. ] 


o Si 3x+9y=15 y Gx+10y=14, entonces A 


i +. 
49. Si mnanmnns=.217 calcule M 


Karla invirtió S/4544 en la COMPra de pan 
talones y casacas, cuyos costos por unidad 
eran de S/112 y S/180, respectivamente, 
¿Cuántos artículos compró en total si la 


cantidad de pantalones adquiridos fue la 
menor posible? 


A) 20 
D) 26 


B) 22 O 2 


E) 28 


ma decimal el número 


(666.669 ' 
200.0 


a IN 
abeb, cilras 


B) 1 03 6 
D) 6 E) 8 


2x+y es siempre divisible por a5; además, || 
x, y €Z. Calcule a. 


05 
E) 7 


B) 4 
D) 6 


23 C) 4 


Indique la secuencia z 
determinar si la proposición e 
(WM) o falsa (F). 

L -3=-9 (mód 6) 

IL. 19=-5 (mód 7) sn D 
IM. x=5 (mód8) > xb 


SM 


B WE yA 


A) VVV 
D) FFV 


ITA 


E 


Estudio de los 
o divisores enteros 
positivos de un número 


Arturo Sánchez Vásquez 


CAPÍTULO VI 


ESTUDIO DE LOS DIVISORES ENTEROS 
POSITIVOS DE UN NÚMERO 


Objetivos 

+ Aprender a clasificar los núr e. diia 
positivos 

* Reconocer las propieda Wivos. asi como 
sus aplicaciones 


“Apr 


ción acerca de sus divisore 


ler a descomponer 


"ner inlorma- 


Introducción 


Qué sabemos de los números primos? Sabemos que la sucesión de dichos números es infinita, 
Jue no si A Ñ E 
0 siguen una regla general y que no hay fórmula alguna que determine todos los números 
os. Pi A E ye A a 
Pierre de Fermat (1607-1665) enunció que 2% +1 es un número primo para todo n natural; 


sin 
bargo, Leonhard Euler (1707-1783), en 1732, comprobó que para n=5 se obtiene el número 
Mpuesto 4294967297=641x6700417. 


A pesar del desord. 
más lascinantes 
vo (excepto 
<om0 Euclides, 


en que presentan los números primos, son estos los números enteros positivos 
dentro de las Matemáticas, ya que con ellos podemos formar cualquier entero po- 
a unidad). Estos números pudieron atrapar por su belleza a grandes matemáticos 


Enlaa ; » Fermat, Euler, Gauss, Riemann, Ramanujan, entre otros. 
lualid, á : S e s 
ejemplo a Importancia de los números primos es vital en la seguridad informática, como 
, el : . S s 

"APtop es as transacciones bancarias (virtuales o con tarjetas), protege nuestra computado- 
tallar la Cripto ir havegamos por internet; en general, prolege datos digitales. Aquí entra a 
de teoría de e e . qUe tiene como base la aritmética modular (que mencionamos en el capítulo 
le Wisibilidad) y los números primos, principalmente. 

cont, ido del presente á 
Primo; Py la clasificaci 
Mero, bado Erastót 


apitulo está organizado de la siguiente manera: al inicio de la teoría 

¡ÓN de los números enteros positivos, las propiedades de los números 

me Tteros Positivo, enes, el teorema fundamental de la aritmética y la clasificación de los 

SOreg £nteros me En grupos de dos o más números; más adelante veremos elestuclo de 

Mero, las E de un número entero positivo, la descomposición canónica ms 

»1a función den de descomponer a un entero positivo como el producto de dos de 
er y finalmente algunos complementos importantes, 
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1» CLASIFICACIÓN DE LOS NÚMEROS EN- 


TEROS POSITIVOS 
Dado el conjunto de los números enteros posi- 
tivos Z*=41; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; ...). 
Los elementos de este conjunto pueden clasifi- 
carse según alguna característica en particular, 
Así, por ejemplo, si los clasificamos por su can- 
tidad de cifras, tendríamos lo siguiente: 
+ Números de una cifra 

(1: 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9) 
+ Números de dos cifras 

£10; 11; 12; 13; 14; ...; 98; 99) 
+ Números de tres cifras 

£100; 101; 102; 103; ...; 998; 999) 
así sucesivamente, 


Y si los clasificamos por su paridad, tendría- 
mos lo siguiente: 
+ Números pares 
(2; 4; 6; 8; 10; 12; 14; ...) 
+ Números impares 
11; 3; 5; 7;9; 11; 13; 15;....) 


En el presente capítulo, clasificaremos los nú- 
meros enteros positivos según la cantidad de 
divisores enteros positivos que tiene cada uno. 


A continuación, veamos la cantidad de diviso- 


res enteros positivos que tienen los primeros 
enteros positivos. 


"ICACIÓN SEGÚN LA CANTIpAp 
ES ENTEROS POSITIVOS 


Son aquellos enteros positivos que tienen úni 
camente uno o dos divisores enteros positivos 
Estos son la unidad y los números primos 


Es el único entero positivo que tiene un solo di- 
visor entero positivo, que es él mismo. 


Son aquellos enteros positivos que tienen exac- 
tamente dos divisores enteros positivos, que 
son la unidad y el mismo número. También se 
les denomina números primos absolutos. 


Ejemplos 


| 
| 
| 
| 


os compuestos 


en más 


que tien 


Son aquellos enteros positivos 
de dos divisores enteros positivos. | 


Ejemplos 


entero 
positivos 


Estudiode losa /ViSores enteros positivos de un número. 


h A” E 
¿ garesumen, tenemos lo siguiente: y por lo tanto, b también sería divisor de N. 


> N=b; I<b<a<N 


Números enteros 
lo cual contradice lo supuesto. 


positivos 


ps peon 
Todo número compuesto est 1 formado de 


E y ( 
Números | Números 16 
simples | compuestos limenos un número primo. Por lo tanto, 
(AA == stará analizar los divisores primos que 
Tienen Tienen más se lor 
ol a id allíla 
| La | | Números primos 0 
| unidad | | primos absolulos P 
(Dra EBS Es » 


Tiene un Tienen exactamente | PAI 
solo divisor. 2 divisores. | : 

La sucesión de los números primos es infinita. 
d Observación 2:35 5,7; 11; 13; 17; 19; 23; ... 


+ La unidad es el único enter 


vo que liene un solo divisor entero Demostración 

positivo, Sea p el mayor número primo y 
. El ri hn . e al a 

] primer número primo es N=2x3x5x7%...xp+l; N>p 


El primer número compuesto 


Teo Entonces 

> rema + si /V es primo, ya estaría demostrado. 

UN nú A 

húmero es compuesto, entonces su Me- + si N es compuesto, tendría al menos UN 
913,5, 7 5 NIP, 


divisor primo que no es 


Nor divi 
divisor mayor que 1 es primo. 
e N no es divisible por €: 


stos nNÚMEeros 


y mostración ya pa 
a primos. 
divi Un número compuesto y a es su menor 
"viSOr mayor que 1 . 
3+1 
> N=dI<a<n ] $e 
, 7+1 
la es pri . | 
tema, Primo, ya está demostrado el teo- ha 
, 
Sib | 
eN / á úmero primo 
pS MES i e habrá un M ' 
Le 259 di Por lo tanto, siemp! ral sn 
mayor que P es decir, la suci 
Ci Ces dec 
a meros primos €5 infinita. 
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»» Observación 


Los números primos menores que 100 


son los siguientes 


+ HavA números primos de una cifra 
+ Hay 21 números primos de dos cifras. 


+ —Hav 25 números primos que son me- 


nores que 100. 


El único número primo a es d. 


Demostración 


Sea N un número primo a, 
> N=a=ak; ke Z* 


+ Sik=1, entonces N=4 
Por lo tanto, N tiene dos divisores que son 
lya. 


+  Sik+l, entonces N=ak. 
Por lo tanto, N tiene por lo menos tres divi- 
sores que son 1, a y ak; es decir, NV es comn- 
puesto y contradice lo supuesto. 


Consecuencias 


1. Elúnico número primo 2es 2, es decir, nin- 
gún número primo mayor que 2 es 2 Por 
lo tanto, el único número primo par es 2, 
es decir, todo número primo mayor que 2 
es impar. 


2. Elúnico número primo 3 es 3, es decir, nin- 


gún número primo mayor que 3 es 3. 


3. Elúnico número primo 5 es 5, es decir, nin- 


gún número primo mayor que 5 es 5. 
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Aplicación 1 


Si ab es primo, halle la suma de valores qu 
e 


puede tomar b. 


Resolución 


Como ab es primo y mayor que 2, entonces 


ab es impar. 
Además; ab +5 


Ejemplo: 31 


3. Ejemplo: 53 


Ejemplo: 97 


Ejemplo: 79 
> 1+3+7+9=20 


Por lo tanto, la suma de valores que puede lo- 


mar b es 20. 


2 y 3 son los únicos números consecutivos que 


son primos. 


Demostración 
Supongamos que exist 


consecutivos que son primos, 
be ser 2y 


en otros dos números 
Por ser conse- 
por la propi*” 


cutivos, uno de ellos del 1 
2esel2,10 


dad 2 sabemos que el único primo 

cual contradice el supuesto. ó 
áni ámeros Col 

Por lo tanto, 2 y 3 son los únicos NúM 


secutivos que son primos. 


Propiedad 4 qa impares 
3, 5 y 7 es la única terna de núm 
consecutivos que son primos. 


Demostración 
Sean n, (n+2) y (n+4) 


consecutivos. 


res números 


n una terna 


Recuerde que €l 
wos solo uno 


res conseculi 


Estudiodelos:divisores enteros positivos:de un núme 
ro, 


Veamos. 
O) (n+4) 
pol ¿> 
332 310 
2103 3-2 (M 


32 33 (1D) 


Además, por la propiedad 2, se sabe que el 
único número primo 3 es el 3. 


Luego, 
n  (n+2) (n+4) 
De (1) 3 5 7 
De (11) 1 3 5 
De (IM) 1 1 3 


Porlo tanto, 3; 5y7es la única terna de núme- 
Tos impares consecutivos que son primos. 


Propiedad 5 


T ú : 
odo húmero primo mayor que 2 tiene la for- 
Mad+l04-1, 


Demostración 


Sea ñ 
Nun número primo mayor que 2. 


Por | i 
._* Propiedad 2 se sabe que todo número 


p 
e Mayor que 2 es impar. 

lemás, si dividi 

, limo. i 
Testos son 0,1;2y3 ida 
Luego, 
doy 

A E : No cumple porque es par 

s 4H esturimo 


4+ 0 
AS No cumple Porque es par. 
1443] p 
=9) Puede ser primo. 

4 
tanto, 

» lodo núm, 


Nero prim Y 
oa +1 041, primo mayor que 2 


Ejemplos 
* 3=4-1 * 13=4+1 
+ 5=4+1 * 17=4+1 
+ 7=4-1 + 19=4-1 
+ 11=4-1 + 23=4-1 
; 

»> ir 


pre se cumple, es de- 
s4+1 041, no significa 


) es primo. 


+l, pero 49 no es primo. 


Todo número primo mayor que 3 tiene la for- 
ma6+106-1. 


Demostración 
Sea N un número primo mayor que 3. 


Por la propiedad 2 se sabe que 
+ todo número primo mayor que 2 es impar. 


+  elúnico número primo 3 es 3. 
Además, si dividimos N entre 6, los posibles 
restos son 0; 1; 2; 3; 4 y 5. 


Luego, 

No cumple porque es par y 3 
Puede ser primo. 

No cumple porque es par. 
No cumple porque es 3 

No cumple porque es par. 


Puede ser primo. 


i 3 
Por lo tanto, todo número primo mayor que 
tiene la forma 6+1 0 6-1. 
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Ejemplos 

+ 5=6-1 + 17=6-1 
+ 7=6+1 + 19=6+1 
+ 11=6-1 + 23=6-1 
+ 13=6+1 + 29=6-1 


» Importante 
Lo contrario no siempre se cumple, es de 
cir, si un número es 6+1 0 6-1, no implica 


que sea primo 


Ejemplos 


+ 25=6+1, pero 25 no es primo 


*  77=6-1, pero 77 no es primo. 


3» MÉTODO PARA DETERMINAR Si 
NÚMERO ES PRIMO O COMPUESTO 
Sea N un número entero positivo, el cual que- 
remos saber si es primo o compuesto, enton- 
ces seguiremos los siguientes pasos: 


UN 


Paso 1 
Se calcula la raíz cuadrada aproximada por 
defecto de N. 


Paso 2 
Se considera todos los números primos meno- 


res o iguales a dicha raíz cuadrada aproximada 
por defecto. 


Paso 3 

Se determina si N es o no divisible por cada 
uno de los números primos indicados en el 
paso anterior y en orden (2; 3; 5; 7;....). 

Paso 4 

Podemos concluir lo siguiente: 


Si N no es divisible por ninguno de dichos 
números primos, entonces N es un núme- 
ro primo. 


» SiN es divisible Por al me 
chos números primos, ent 
número compuesto, 


NOS UNO de qj. 
ONCES N es yn 


Aplicación 2 

¿211 es número primo o compuesto? 
Resolución 

Sigamos los pasos mostrados. 


L 4211 
14<211<15? 
Y211=14 


2. números primos <14 


A 
2,3;5;7;11;13 


guno de dichos 


4. 211 no es divisible por ninguno 4 


j to, 
números primos, por lo tan 
mero primo. 


Aplicación 3 a 
¿301 es número primo O comp 


sto? 


Resolución 
Sigamos los paso 


1. /301 
172<301<18% 


/301=17 


2. números 


GT 
23571051317 


s mostrados. 


primos $17 


4, Basta con que 301 sea divisible por uno de 
dichos números primos para afirmar que 
301 es un número compuesto. 


4» LA CRIBA DE ERATÓSTENES 
Entre los primeros métodos que se emplearon 
para obtener los números primos, se encuentra 
uno llamado la criba de Eratóstenes, en honor 
a Eratóstenes de Cirene (273 -194 a.n.e.), ma- 
temático, astrónomo y geógrafo griego, quien 
fue director de la biblioteca de Alejandría. 
Eratóstenes ideó un método que funcionaba 
como una criba, es decir, como un filtro, un 
colador, que le permitía realizar un tamizado, 
dejando Pasar los números compuestos y rete- 
niendo a los números primos. 
A ed este método con 
00 a y llar los números primos en 
L Ma eS 
812, que ona número pE0DO; que es 
Sima > le es se demostró es el único 
e Pe. el Iminamos (tachamos) to- 
entes números que son 2. 


D3+567809 


10 
Uns seres 
24 25 26 27 28 29 30 
34 35 36 37 38 39 40 
*% 45 46 47 48 49 50 
5t 55 56 57 58 59 $0 
6% 65 66 67 68 69 70 
M 75 396 77 78 79 80 
$ 85 86 87 88 89 90 
3 95 96 97 98 99 100 
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2. Ahora tomamos el primer número que 


quedó sin tachar, que es el 3, el cual es pri- 
mo, y eliminamos todos los siguientes nú- 
meros que son 3, ya que ninguno de ellos 
es primo. 


DV00QD 4567 89% 
11 42 13 4 45 +6 17 18 19 20 
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
41 42 43 44 45 46 47 48 49 30 
5+ 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
61 62 63 64 65 66 67 68 49 70 
71 72 73 714 +5 76 717 78 719 80 
8+ 82 83 84 85 86 87 88 89 90 


2 
$ 
$ 
Ral 
> 
5 
>] 
P 
2 
[to] 
o 
$ 


De la misma forma, tomamos el primer 
número que quedó sin tachar, que es el 5, 
el cual es primo, y eliminamos todos los si- 
guientes números que son 5, ya que ningu- 
no de ellos es primo. 


00+067 83391 


1.42 13 H 45 16 17 48 19 20 
24 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
31 32 33 34 35 36 37 38 39 0 
ar 42 43 44 45 46 47 48 49 50 
5 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 
132 73 74 75 76 77 78 79 80 
$1 82 83 84 85 86 87 88 89 %0 
91 99 93 94 95 96 97 98 99 100 
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4. Finalmente, tomamos el primer número 
que quedó sin tachar, que es el 7, el cual 
es primo y eliminamos todos los siguien- 
tes números que son 7, ya que ninguno de 
ellos es primo, 


O0O0QOQ0+1060:2 9 410 
11 42 13 +4 45 46 17 48 19 20 
24 22 23 24 25 26 27 28 29 30 


9+ 92 93 94 95 296 97 98 99 100 


5. Ahora podemos afirmar que, de los 100 
primeros números naturales, los que que- 


daron después del tamizado son todos nú- 
meros primos: 


2;3,5;7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; 31; 37; 41; 43; 
47; 53; 59; 61; 67; 71; 73; 79; 83; 89 y 97 


5» TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA 


Ñ Ñ a 


er número compuesto | 
puede resolverse 


en factores pri- 


| 
Mos de una manera única”. 


Carl Friedrich Gauss 


Disquisitiones Aritmetica J 


Como ya vimos, todo número compuesto está 
formado por al menos un número primo, por 
lo tanto, todos los números se pueden expre- 
sar en factores primos. 
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Ahora demostraremos que h; 
única de expresar cada nú 
primos, excepto Por el orde, 
los factores primos, 


AY una Manera 
Mero en factores 
"en que aparecen 


Demostración 


Supongamos que hay más de Una forma de 
descomponer al número Compuesto N en fac. 
lores primos. 


Sean 
* Nez* 
* 4; y b¡números primos 
N=a, X¿X03X...Xxg,=b1 Xb¿Xb3X...xb, 
donde 
a1<ay<a3< 
b¡S<b,<b3 


Si cancelamos los primos iguales, entonces 
queda 


A Ub) Xb3X.0X by 
N=a)xa)xa%X... Xd, =D) XDXD3X.=X ón 


, ú rimos 
donde todos los a; y b¡ son números P 
diferentes entre sí. 


Entonces 


Es decir, a; divide a algún bj» 3 
Sol Amer 
que todos los a; y b; $0N núm 


rentes entre sí. 


esto 
4mero comp! 
Por lo tanto, el núme: , 

Ñ tores primoS 


puede expresar en fac ea 
nera única, excepto por € 
cen los factores primos: 


queal 


Ejemplos 
+ 10=2X5 
+ 12=2x2Xx3 


+ 16=2x2x2X2 
+ 36=2x2X3X3 
- 60=2x2x3X5 
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6 DESCOMPOSICIÓN CANÓNICA (1D. C.) 
Arepresentar un número compuesto N en fac- 
lores primos, según el teorema fundamental 
dela aritmética, pueden presentarse factores 
primos repetidos, los cuales se pueden agru- 
par y ordenar; es decir, V se puede representar 
como una multiplicación indicada de números 
primos diferentes entre sí elevados a exponen- 
tes enteros positivos. Dicha representación se 
denomina descomposición canónica. 


Ejemplos 

+ 10=2x5 D.C. 
+ 12=2x3 D.C. 
+ 16=2 D;C, 
* 36=2x3? D.C. 


* 60=2%x3x5 D.C. 


Aplicación 4 
¿Cómo se Puede obtener la D.C. de 720? 


Resolución 


Veremos al 
una: ñ 
de, Sunas formas de realizar la D.C. 


L Divid; 
'idiendo entre sus divisores primos 
720 


2 
360 2 
18012 
125 
720=2! x3? 
4513 Lx3x5 
1513 DC. 
5|5 
1 
2 Sand 
0 los Criterios de divisibilidad * 
e 10 (termina en cero) 
"4 (po 
Por 
+ el Numeral formado por sus 


¿95 últimas cifras) 


9 
(Porta suma de sus cifras) 


3. Combinando los dos puntos anteriores 


10 
720 
lt N9g 
72x10 
vo» 
9x8 2x5 
Léon 
2 
Luego, 
720=2*x3?x5 D.C. 
En general 
donde 


- Pr P2P3, --- Pp SON Números primos dife- 
rentes entre sí. 


- (y, 43, Az, ..., A, SON enteros positivos. 


Ejemplos 
e 1024=21 D.C. 
+ 1001=7x11x13  D.C. 


» importante 
Todos los divisores primos de N están 
iempre en la descomposición canónica 


Aplicación 5 
Halle el mayor valor que puede tomar a+b en 
N=ax(a+1) x ab D.C. 


Resolución o 
Si N se encuentra descompuesto canónica- 


mente, entonces ] 
+ ay(a+1)son dos números consecutivos y 
primos a la vez, es decir, 2 y 3, respectiva- 
mente. 
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+ ab=2b es un número primo. 


Por lo tanto, el mayor valor que puede tomar 
a+bes1l. 


Aplicación 6 

Halle el menor valor que puede tomar m-+n en 
e 

A=m(m+2)(m+4)mn DE 


Resolución 
Si A se encuentra descompuesto canónica- 
mente, entonces 
*  m,(m+2) y (m+4) son tres números impa- 
res consecutivos y primos a la vez, es decir, 
3,5 y 7, respectivamente. 
+ mn=3n es un número primo 
l 


3+1=4 
> men 3+7=10 


Por lo tanto, el menor valor que puede tomar 
m+nesd. 


Aplicación 7 
Si A=35"4+35"41; n e z+ 


halle la descomposición canónica de A. 


Resolución 
La idea es buscar factores primos y por la for- 
Ma que presenta A es conveniente factorizar. 
A=35"(1435) 
A=35"x36 
A=(5x7/'x2?x32 


AS RR xr D.C. 
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Aplicación 8 


Se sabe que N= abab,. 


Si al expresar ab, en base 10 resulta un ni 
A Nú- 
mero primo, halle las formas en que se pued 
cd e 

descomponer N canónicamente. 


Resolución 

La idea es buscar factores primos y por la for. 
ma que presenta N es conveniente descompo- 
nerlo polinómicamente. 


N=abab,=ab¿x3?+ab, 
N=10xab, 


N=2x5xabz (*) 


Sabemos que aby expresado en base l0esun | 
número primo. 


Finalmente, reemplazamos en (5. 
+ aby=3 > N=2Xx3X5 p.C. 


| 
| 
| 
1 
+ abj=5 > N=2x5' D.C. | 


AB: ,C. 

= adbj=7 > N=2x5x7  D 
ec $ elementos 

JS 
Euclides, en Su obra Le ¡gunas 
(aprox. 300 a.n.e y enunció adas Y 
E A qe acionadA 
posiciones que están Fe e amen 
rectamente con ri a Jargo e 
tal de la aritmética sin s] isriones 
Gauss quien, en Su a p 
s “rita en 

Arithrneticac Les rita ey 
cada en 1801), enunc! 


¿premá 
primera vez el leore 


la aritmética. 


Estudio delos divisores enteros positivos de Un número 


y CLASIFICACIÓN DE LOS NÚMEROS EN- 
senos POSITIVOS EN GRUPO DE DOS O 


más NÚMEROS 
74.NÚMEROS PRIMOS ENTRE Si (PES 
Dos o más números enteros positivos se deno- 
minan números primos entre sí (PESD), primos 
relativos o coprimos cuando el único divisor 
común que comparten es la unidad. 


» Importante 


Si dos o más números st 


no poseen algún divisor c 
primo y esto lo podemos verificar 
descomposición canónica. 


Ejemplos 
divisores 
*120,23,4,6,12 
35: (0) 5,7, 35 


Divisor común: 1 
2 12y35 son números PESI. 


También 
12=%x3 DC. 
358=5x7 DC, 


Como 

en O poseen algún divisor común que 
ri 

PRL ¡MO entonces 12 y 35 son números 


0:200:6:9,18 
100:72 
Divisores Comunes: 1 y 3 


+ 
8y21 NO Son números PESI. 
También 


'O Pose, 0 

e Es 

' un divisor común, que es pri- 
meros PESI. 


8:(0;2;4,8 
20: (D); 2; 4; 5; 10; 20 
25: (D); 5; 25 
Divisor común: 1 


> 8; 20 y 25 son números PESI. 


También 
g=2 D.C; 
20=2x5 DC: 
25=5* 1E, 


Como no poseen algún divisor común que 
sea primo, entonces 8; 20 y 25 son núme- 
ros PESI, 


¡Cuidado! 

5 es divisor común solo para 20 y 25. 

- 2 y4son divisores comunes solo para 8 
y 20. 

-  Sidecimos que es divisor común de los 
números 8; 20 y 25, debe ser un divisor 
común para los 3, con dicha condición 
solo cumple la unidad. 


divisores 
10: MD; 2 O; 10 
15: O; 3 O; 15 
50: (1); 2; 6); 10; 25; 50 
Divisores comunes: 1 y 5 
>, 10; 15 y 50 no son números PESI. 


También 
10=2Xx5 D.C. 
15=3X2 p.C. 
50=2x5  D.C 


n divisor común que es pri- 


Como poseen U ; 
0; 15 y 50 no son números 


mo, entonces 1 
PESI. 
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» nota 
*  Sidos o más numeros 


no implica que dichos numer 


son PESI, esto 


Ss sean 
primos 


Ejemplos 


Y son PES] y ninguno es primo 

10 son PES] y sola uno es pr- 
mo 

11 PESI y los de n pr 


r si dos o más núme- 


sta analizar los fac- 


en su descomposición 


W es PESI con (144) 


] 
Ma=2e3? Dc 
p2 
3 


O solo 

omo olo depende de los factores 
primos, entonces decir que Y es PES] 
s PESI 
¿5 (D.C.,), tiene los 
ros factores primos 


con M4 ecquir 

m 14 ¡uivale a decir que Nes 
con 6, ya que 6 
mis 
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Aplicación 9 
Si el numeral aa y 12 son PESI, halle la Sum: 
valores que puede tomar q. de 


Resolución 
Sabemos que aa y 12 son PESI, 
Como 12=22x3 D.C. 
—, A 2; (a esimpar) 
> ak. a 
3: (suma de cifras=3) 
Luego, 
2a+3 
az3 
E 


Por lo tanto, la suma de valores que puede lo- 


mara es 13. 


los números primos 


sae 4 


Propie | 


Dos números enteros positiv 
siempre son números PESI. 


'0S Y consecutivos 


Demostración 

Sea tan) eZ* cris 
cea pa q un givisor 
PESI, entonces comparen al mel 


común diferente de |. nan 


y (a 
Sea n un divisor común deay 


tonces 


a+l=n E 
E 


>n=1 ¡Contradicción! ¿PES 
son núme! 


Por lo tanto, Q Y (a+ 


CAPÍTULO VIII 


Propiedad 2 
Dos números impares positivos y consecutivos 
siempre son números PESL 


Demostración 

Sea fa;n) cz? 

vaeZ*:(2a-1) y (La+1) 

son impares positivos y consecutivos. 

Ahora, supongamos que (2a-1) y (2a+1) no 
son números PESI, entonces comparten al me- 
nos un divisor común diferente de 1. 

Sea n un divisor común de (2a—1) y (2a+1); 
nel ynz2 (porque los números son impares). 
Entonces 


datl=n y 
2a-1=n * 


2=n 


3nñ=l y n=2 ¡Contradicción! 
Porlo tanto, (2-1) y (2a+1) son números PESI. 
Propiedad 3 


Si A as 

' en un conjunto de dos o más números ente- 
ri iti E 

0s Positivos Uno de ellos es la unidad, enton- 
ces dichos números son PESI, 


Demostración 

Est ea 

2 demostración es trivial, ya que el único 
a e Que comparte en común la unidad con 
en 9 de los números es el 1. Por lo tanto, 

05 números son PESI. 
Propiedac 4 
Len un con 
ol d a 

teros junto de más de dos números en- 


S Posit 
ESI llvos al menos dos de ellos son núme- 


e 
A » tonces todos los números son PESI. 
Mostración 
Se; ms 
by 4% 78 


NE 
TOS Entero, e 
s 


93; Ag; Ag; ...; Aj 
nces comparten al 
501 común diferente de 1. 
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Sea n un divisor común de 4; A; Ag; 


Or 
n*l 


Entonces n también sería un divisor común de 
4, y a), es decir, a, y a, no serían PESI, lo cual 
es una contradicción. 


Por lo tanto, a;; 4); 43; 44; ...; A, SON Números 
PESI. 


Casos particulares 

1. Más de dos números enteros positivos y 
consecutivos siempre son PESI. 

2. Más de dos números impares positivos y 
consecutivos siempre son PESL 


Sea (A; B) cZ*;A>B 

Si A y B son números PES, entonces se cumple 
que 

>  Ay(4+B) son números PESLI. 

+  Ay(A-B) son números PESI, 

+ By(4+B) son números PESI. 

+  By(A-B) son números PESI. 


Demostración 
SeaneZ* 
tal que n es un divisor común de A y B. 
Luego, 
A=n a B=n 
Por propiedad 
A+B=n » A-B=n 
Entonces n es divisor común de 
+ Ay(A4B) + Ay(4-B) 
+ By(4+B) , * ByU-B) 
Pero como A y B son números PESI, entonces 
n=1 
Por lo tanto, se cumple que 
+» Ay(A+B)son números PESI. 
+  Ay(A-B) son números PESL. 
» By(4+B)son números PESI. 
+ By(A-B) son números PESI. 
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7.2. NÚMEROS PRIMOS ENTRE si2A2 


(PESI 2 A 2) 
Dos o más números enteros pos 
minan primos entre sí2a2sial tomar todas las 


combinaciones posibles de 2 en 2 en todos los 
casos resultan ser números PESI. 


itivos se deno- 


Ejemplos 
divisores 
+ 9:1;3;9 
16: 1;2;4;8; 16 
35: 1;5;7;35 


Analicemos los números de 2 en Le 

- 9y16son números PESL. 

- 9y35son números PESI. 

-  16y35 son números PESI. 

Por lo tanto, 9; 16 y 35 son números PESI 
2a2. 


divisores 
A, 


«  8:1;2438 
25: 1,5; 25 
45: 1; 3; 5; 9; 15; 45 


Analicemos los números de 2 en 2. 

-  8y25 son números PESI. 

-  8y45 son números PESI. 

- 25y45no son números PESI. 

Porlo tanto, 8; 25 y 45 no son números PESI 
2a2 


Propiedad 
Si dos o más números son PES] 2 a 2, entonces 
dichos números siempre serán PESI. 


Demostración 
Sean 4, dy, Ay, Ay, ..., A, Números PES] 2 a 2. 


Entonces 


por definición de números PESI 2 a 2, a, y 
a, son números PESI. 
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+ por la propiedad 4 de Números PES 
> si 
y a, son números PESI, entonces q E E 
44, ---y A, SON Números PESI, meta 


Ejemplo 


9: (1; 3,9 
16: (1); 2; 4,8; 16 
25: M; 5:25 


Analizando los números de 2 en2, se tiene que 
+ 9y16son números PESI. 

+» 9y25 son números PESI. 

+  16y25son números PESI. 

Por lo tanto, 9; 16 y 25 son números PES! 242. 
Además, su único divisor común es Ja unidad, 


por lo tanto, 9; 16 y 25 son números PESI. 


va propiedad, lo contrario NO 


pre se umple; es decir, si dos 0 
5 ocesaria- 
más números son PESI, no necesa 
men on PESIZ2a 2 
livisorr 
y 
25 
7,35 
divisor común? l 
mero: 
9,25 os 105 


Por lo tanto. * 
PESI. Sin emba 


¿end 
números de 2 n 


ys PESI 
. Oy 25 son número : 
smeros PES 
p 9y 35 sor núme / ss 
5 y s 
. 75 y 3 no son F A : caes 
95 y 3510 50 
5 y 33 


Por lo tanto, 9; 
pEsI2a2. 
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Aplicación 10 
si12; 95 y aa son números PESI 2 a 2, halle la 


suma de valores que puede tomar a. 


Resolución 
Como 12; 25 y aa son números PESI 2 a 2, en- 


tonces 
+ 12y25 son números PESI. 


+ day 12 son números PESI. 


Luego, 
12=22x3 D.C. 


2 (a es impar) 


> al. 


3 (suma de cifras+3) 


. aay25 son números PESI. 
Luego, 
25=5? D.C. 
> da%5 
az5 


Vemos que 


3a=lo a=7 


Por lo tanto, la sum 


Mara es, a de valores que puede to- 


0 E 
S 
Dl TUDIO DE LOS DIVISORES ENTEROS 
STivOs DEN 
“a la de A 
Positivo Ny posición canónica del entero 


pS xay3 RA | 
De 


Consideraciones 


1. Siun número primo es divisor de N, se de- 
nomina divisor primo de N. 


2. Siun número simple es divisor de N, se de- 
nomina divisor simple de N. 

3. Si un número compuesto es divisor de N, 
se denomina divisor compuesto de N. 


4. Se denomina divisor propio de Na todo di- 
visor diferente de N. 


Ejemplo 
Veamos los divisores enteros positivos de 12. 


s propios 
12: 354: 6; 12 
== 


A 


Tenga presente que los divisores primos de 
un número se encontrarán siempre en su des- 
composición canónica. 


12=22x3 D.C. 


pd» 


dad es el único eritero positivo 


) 


que no tiene divisor p 


+ gue la unidad tie- 


En el ejemplo anterior, podemos observar la 
cantidad de divisores que tiene el número 
12, cómo se subdividen estos, que sus divi- 
sores suman 28, etc. Sin embargo, para Un 
número con mayor cantidad de divisores se 
debe conocer una forma general para estu- 


s divisores; en estos casos debemos 


diar su ; 
m canónica 


empezar por la descomposició! 
del número. 
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8.1. CANTIDAD DE DIVISORES DEN, CD(N) Luego, 


Para calcular la cantidad de divisores de un 12 1) > 0) e 

número, primero analizaremos cuando un nú- 

mero tiene solo un divisor primo. le Ñ 

Ejemplo + - 
CD(12)=CD(22)xCD(3!) 


Observamos que 


E. HE - CO(12)=(02+1)0+1)=6 
5=51(D.C) >1;5' ¿CD(5)=1+1 
25=5*(D.C) > 1; 5), 5* :CD(5)=2+1 + Veamos el desarrollo para el número 60. 
195=5%(D.C) > 155545 :CD(5)=3+l 60=2%x3x5 D.C. 
a . . Ahora obtenemos los divisores de 2, 3y5y 
rez*, (0.0) 1551,5%5% 5*:Co(5)=+1 los combinamos para obtener los divisores 
de 60. 


En general, si p es primo, Q. eZtyN=p" (D.C.) 


se cumple ivisores ] 
co(p9=a+1 | > 
ERA 1 
Ahora veamos cuando un número tiene de dos pan 
a más divisores primos. 1 a ó a 
Ejemplos —— 6 


+» Veamos el desarrollo para el número 12, el 
cual ya sabemos que tiene 6 divisores. 


12=2x3' D.C, ME x 
Y 3 5 _— 
x 


Luego obtenemos los divisores de 2 y 3ly 
los combinamos para obtener los divisores 


de 12, x ae 
E 7 aye o 
divisores divisores | a: a e 
o de 3! de 12 Ñ 
E ME) : ivisores. 
Observamos que 60 tiene 12 di 
x 1 21 
1 o Luego, 
Xx 3 ———— 3 Y 0) Xx 0 
60= 
A ; 
2 ll , , ! q? 
3 x 1 ———— 4 y E 5) 
da a 
—— lo Xx 
12 cora ya 


Verificamos que 12 tiene 6 divisores. 
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Estudio'de los'alVisoresjénteros positivos:delun (número 


Podemos deducir, entonces, que para hallar la 
cantidad de divisores de un entero positivo, pri- 
mero lo descomponemos canónicamente, lue- 
go aumentamos una unidad a cada exponente 
delos factores primos y los multiplicamos. 


En general, 
N=ajtxaz? x ago XK... X Opos 
AE 
D.C 


Entonces 
CD(M)=(0,+1)l02 +I)(03+1)x...x< (07) +1) | 
dota 
La CD(W) es una función nur 
multiplicativa, ya que 


CD(N)=CDla7)xCD(a:2) Colas) 


xCDlaf*] 


cuando af; 


son PESI2 42. 


Ejemplo 


PESI242 


Entonces 


£0(60)=cnt22)«co(3!).cnís!) 


A ME 


Pro : 10; 15; 18; 30; 45; 90 
divisores 
Compuestos 


Entonces 


CD(90) = CD(simples) + CD(compuestos) 
Y A 


12= (143) + 8 


CD(primos) 


L, Se encuentran 
en su D.C 


Se cumple que 


CD(W) =| CD(simples) | +CD(compuestos) 


Aplicación 11 

De los divisores de 180, determine lo siguiente: 
L ¿Cuántos son propios? 

11. ¿Cuántos son primos? 

lIL ¿Cuántos son simples? 

IV. ¿Cuántos son compuestos? 

V. ¿Cuántos son 10? 7 

VI. ¿Cuántos no son 12? 

VII. ¿Cuántos son pares y cuántos son impares? 


Resolución 

En primer lugar, hallemos la cantidad de di- 
visores de 180, para ello lo descomponemos 
canónicamente. 


N=180=22x32x5!  D.C. 
> COM=04+D04+D0+D=18 
L  CD(propios)=CD(N)-1 
(No se considera el mismo número) 
CD(propios)= 18-1=17 
IL. CD(primos)=3 
Estos están en Su D. C., son 2; 3 y 5. 
IL CD(simples)=1 +CD(primos) 
CD(simples)=1 +3=4 
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IV. CD(compuestos)=4? 


v 


vL. 


CD(M)=CD(simples) +CD(compuestos) 
1 
18 


CD(compuestos)=14 


co(10)=¿? 
Garantizamos que los divisores de N ten- 
gan el factor 10=2X5. 


N=2x5x (2x3?) 
| 


Aquí hay 6 divisores. 


1; 2; 3; 6; 9; 18 
T 


Cada uno de ellos se 


multiplica por 10. 
A 


10; 20; 30; 60; 90; 180 
A A 
Estos son lo divisores de 


180 que son 10, 


Entonces, para calcular la cD(10), factori- 
zamos un 10 y calculamos la cantidad de 
divisores del número que queda, la cual 
resultará ser la respuesta. 


N=2x5x(2! x 3?) 


(1+1)(2+1)= 6 divisores 


colíó)=6 


col+12)= ¿2 
En primer lugar, hallemos la co(13) y luego 


por complemento hallaremos lo que nos 
Piden. 


colia)= 
N=2x3 Lx (3! 51) 
ón (14D0(041)=4 divisores 

col2)=4 

Luego, 
col+12)=com-co(13) 
Co(+12)=18-4 

- Co(+13)=14 


VII. CD(pares)=¿? 
CD(pares)< >colo) 
N=2 x[2 32 x5!] 
ALU BSO] 
(141)(2+D(0+1)=12 divisores 
=> CD(pares)=12 
Luego, por complemento hallamos la can. 
tidad de divisores impares. 
CD(impares)=CD(N) -CD(pares) 
CD(impares)=18-12 
CD(impares)=6 


Otra forma 

En primer lugar, hallaremos la CD(impares) 
combinando solo los factores primos im: 
pares, ya que si tomamos al número primo 
2 resultaría un divisor par. 


(2+1)(1+1)=6 divisores impares 


p.C. 


N=2 


=>, CD(impares)=6 


Luego, por complemento, 
CD(pares)=CD(W)-CDGmpares) 
CD(pares)= 18-6 
CD(pares)=12 


(+2) 


CD(impares) =CD 
zero primo, 


entonces 


Como 2 es un AúM 


Col +2)=CD(PES! con 2 


Aplicación 12 


Sin=2x32x58x7' DC. 


dis ys] 

determine lo siguiente: pe sonP 

L La cantidad de divisores Be pal 
con 2. pe son k 


divisores de 


IL. La cantidad de 
con 3. 


CAPITULO Vil Estudio de los divisores enteros positivos'de un número 


111. La cantidad de divisores de N que son PESI 
con 5. 

1. La cantidad de divisores de N que son PESI 
con 7. 

v. La cantidad de divisores de N que son PESI 
con 250. 

VI. La cantidad de divisores de N que son PESI 
con 55. ' 
VII. La cantidad de divisores de N que son 21 y 

PESI con 25. Ñ 
VIll. La cantidad de divisores de N que son 20 
y PESI con 91. 


Resolución 
Se tiene que 


N=2xR2 587! D.C. 
> COW) =(4+102+D(3+D(+1)=120 


» Recuerde 
Sipes primo y A es PES] cor 
no es múltiplo de p. 


L.. CD(PESI con 2)=CD(+2) 


NA) D.C. 


(241)03+1)(1+1)=21 


“+ CD(PESI con 2)=24 


Además, por complemento podemos ha- 


llar la cantidad de divisores de N que no 
Son PESI con 2. 


e PESI con 2)=CD(N)-CD(PESI con 2) 
Dino PESI con 2)=120-24 


CD(no PES] con 2)=96 


* CD(PESI con 3)=CD(+3) 


a) D.C. 


; M0ENARy=a0 
dd <D(PESI con 3)=40 


III. CD(PESI con 5)=CD(+5) 
N=35*x[ 2x3? x7! DIE 
(nEÍDaY 


CD(PESI con 5)=30 


IV. CD(PESI con 7)=CD(+7) 
N=7x [21x32x58] — D.c. 
1)+D6+1)= 


CD(PESI con 7)=60 


¡> 


Y. CD(PESI con 250) 
250=2!x5% D:C. 


Entonces buscamos los divisores de N que 
no son 2 ni 5. 


N=2x53x e2xm| ¿ DE 


(4+D(1+D=6 


CD(PESI con 250)=6 


VI. CD(PESI con 55) 
55=51x11' D.C. 


Entonces buscamos los divisores de N que 


no son5nill. 


nastx[2mx3txt) DS 


(43 DE+D0+D0=30 


CD(PESI con 55)=30 


. co(21 y PESI con 25) E 
Primero garantizamos que los divisores de 
N sean PESI con 25. 

25=5* D.C. 


vI 
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Entonces buscamos los divisores de N que 
no son 5. Luego, garantizamos que estos 
divisores tengan el factor 21=3xX7. 


n=5x[2ix3tx7]  D.C. 


v 


3x7x(21 x3!) 
ESA 


(141) 0+1)= 10 
CD(21 y PESI con 25) =10 


VIII. CD(20 y PESI con 91) 


Primero garantizamos que los divisores de 
N sean PESI con 91. 


91=7x13 b.C, 
Entonces buscamos los divisores de N que 


no son7 ni 13, Luego, garantizamos que es- 
tos divisores tengan el factor 20=2?x5, 


N=1x p.C. 
2xsxl22x 32 x5?) 
> 

(24+1)(24+1)(2+1)=27 


CD(20 y PESI con 91)=27 


Aplicación 13 
Determine la cantidad de divisores de 72 que 
son cuadrados perfectos. 
Resolución 
Los divisores de 72 son los siguientes: 

1;2;3; 4; 6; 8; 9; 12; 18; 24; 36; 72 
Los divisores cuadrados perfectos de 72 son 1; 
4;9 y 36. 
Ahora, los encontraremos a partir de su des- 
composición canónica. 


12=2%x3? D.C. 


72=(9! 1? 1 
(2x3 xo 
(0DOrN=4 
== 


Elevarnos al e uadra 


ado 


Por lo tanto, la CD(R?) es 4. 
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De la descomposición canó 


Otra forma 


ICA, separamos 


los primos al cuadrado y los Combinamos 
en. 


tre ellos. 
72=2x3? D.C. 


1 d 
ERE ERE 
1 | = 1,2 | 
po , 
AA 3— 3.2 | 
(+Dx(1+1D=4 


col42) =4 


De forma análoga, se puede hallar la canti- 
dad de divisores cubos perfectos o de algunas 
olras potencias de un número. 


Aplicación 14 

Sea N=2%x3"x7? D.C, 

determine lo siguiente: ele 

L. La cantidad de divisores de N queso 
drados perfectos. 

IL La cantidad de divisores de N 4 
bos perfectos. 


ue son Cu 


Resolución 
L Piden CD(4?), entonces 
(2 e) 3 
. N= 
ANCANAD=2 
1 
N (22) (3 x (72) x3 
AA 
(400D0 +1)=24 


cols?) =24 


s 
11. Piden CD(%?), entones 


2 
Ñ ne 


20006 


2 
2 3) y 32x1 
pri 


pnarn=6 


. N= 


co(12)=6 


ES Yi e/Un número 
tudio delos divisores enteros positivos d mel 


Aplicación 15 

sea N=ax(a +1)? D.C. 

Halle el valor de b si se sabe que N tiene 37 
divisores compuestos. 


Resolución 
Observamos que a y (a+1) son números pri- 
mos, entonces a es igual a 2. 


Luego, 


N=2x3P D.C. 
Además, 


CD(M)=CD(simples)+CD(compuestos) 
(1+2) 37 
> CD(N)=40 
(+D0+1D=40 


“ b=7 


V oe 
famos los siguientes casos: 
Caso 1 


Si . 
PS primo, sus únic 


entonces os divisores son 1 y p, 


SD(p)=p+1 ] 
Eemplos ná 


" 50(2)=2+1=3 
5D(3)=3+1=4 
DM=17+1=18 


Caso 2 


ip es . 
Primo 
yaez+ 
a € 2*, entonces pes la D.C. 
Mplog 


. 25=5* D.C. 


so(s?)=1+5! 452 2 %-1_ y, 
5 
* 125=5 D.C. 
4 
sD(5*)=1+5!+52 +5 = —=150 


* 5 D.C. 


guH_] 
5-1 


SD(5%)=1451+5%4534... 45% 


En general, sea p* la descomposición canónica 


> Soap) =1+p+p0+p*+...+p" 


Caso 3 
Analicemos cuando en la descomposición 
canónica del número hay 2 o más números 


primos. 


Ejemplos 

+ Los divisores de 12 son 
1; 2; 3; 4; 6, 12 
SD(12)=28 


12=(2) 6) p.c. 
1 1 
o 3 


+ Y 
soq)el1+2+2)1+30 


Aplicamos la propiedad 
distributiva 


1 
sD(12)=1 +3142142 23 


so(12)=1+3+2+6+4+12 
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Entonces 
so(12)=(1+2! +22)/(1+3) 


sD(12)=sD(22)xsD(3!) 

E a 
so E Su 
SD(12)=(7)(4)=28 


» Los divisores de 60 son 
1; 2; 3; 4; 5; 6; 10; 12; 15; 20; 30; 60 
SD(60)=168 


+ E 
sD(60)=(1+2! +22)(1431)(1+51) 
a 


A 
Aplic 


propiedad 
distributiva. 


SD(60)=(1+3+2+6+4+12)(145!) 


Aplicamos la propiedad 
distributiva 


SD(60)=14+54+3+4+15+2+10+6+30+4+20 
+124+60 


Entonces 
sD(60)=(1+21+22)(1+31)(1+ 51) 
sD(60)=8D(22)xsD(31)xsp(s!) 


so0=[ 2 Jen e 7) 
2-1 3-1 A 5-1 
- SD(60)=(7)(4)(6)=168 


En general, 
= 4% 10 
Sea N=afl xa32 x a93 Xp 
DC 
Entonces 


SD(N)=SD(af1)xsD(a$2) 


xSD(a52)x...xsD(af%) 
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Finalmente, 


» 


una función numérica multipll 


D4)=SD(aj1)xSD(aj?)xSD(a7 )x 


«sD(a(*) 


, a v aj son PESI2a2, 
. » > DE 
h 


sabemos que 


oy presente 
1 embal debemos tene! 
Sia embargo 


que lo anterior equivale a 


D.C. 


niego, A «spÍ5!. 
so(2*)> sols iS 


$D(120) = 
) = 360 


A $120) = 15016 


p.C 


el 
ento : 
xo e 


34 
ue) =2 


yl 
> so(90) = SD(2 ) 


sp90)=(3 


Estudio dejos divisores enteros positivos'de un número 


Veamos los divisores enteros positivos de 90. 


1:2:3; 5; 6; 9; 10; 15; 18; 30; 45; 90 


divisores 


primos compuestos 


divisores 
simples 


> $D(90) = SD(simples) + SD(compuestos) 
y — 1 
234 = (1+10) +223 
4 
SD(primos) 


L_ Se encuentran 


en su DC 


Entonces se cumple que 


SD(N)= |¡SD(simples) | + SD(compuestos) 


Aplicación 16 
Del número 180 determine lo siguiente: 
" a de sus divisores 
A Ea de sus divisores propios 
Ma de sus divisores simples 

; La suma de sus divisores compuestos 
e La suma de sus divisores 12 

La suma de sus divisores 10 


á Resolució, 'n 


Primer lu; < 
Mente a 180, Sar, descomponemos canónica- 


N=180= 


MD 
D(W=546 


IL. SD(propios de N)= SD(N)-N 
SD(propios de N)=546-180 
SD(propios de N)=366 


II. SD(simples de N)=1 +SD(primos de N) 
SD(simples de N)=1+(2+3+5) 
SD(simples de N)=11 


IV. SD(W)=SD(simples)+SD(compuestos) 
—  —_ 
6 Ú 


SD(compuestos de V)=535 


En primer lugar, garantizamos que los divi- 
sores de N tengan el factor 12=2?x3. 


N=2x3x(3! x5)) 


so(12)=12+36+60+180=288 


Lo que es equivalente a 


2 1x5! 
N=2 x3x (8x5!) 


sol13)=12(1+3+5+15) 
so(12)=12x8D35) 


: N 
so(12)=12 xsD(5) 
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vi. solí0)=> 


En primer lugar, garantizamos que los divi- 
sores de N tengan el factor 10=2X5, 


Es decir, 
N=2x5x (2! x32) 
= 
Aquí hay 6 divisoros. 
1; 2; 3; 6; 9; 18 
1 
Cada uno de ellos 
se multiplica por 10 
y se suman. 
A 


SD(10)=10+20+30+60+90+180=390 


Lo que es equivalente a 


N=2x5x(2! x 32) 


SA 


SD(10)=10(1+2+3+6+9+18) 
sD(10)=10xsDÍ2! x 3?) 


so(10)=10xsD(+,) 
10 


En general, si a es un divisor de N, 


so(a)=axsD[*) | 


Aplicación 17 

Halle la suma de los divisores de 4200 que son 
múltiplos de 15 y PESI con 7. 

Resolución 


Descomponemos 4200 canónicamente. 


4200=2%x3!x5*%7 D.C. 


Ahora debemos garantizar que los divisores 

de Ñ sean PESI con 7. Entonces buscamos los 

divisores que No son 7. Luego, garantizaremos 

que los divisores de Ntengan el factor 1 5=3X5. 
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Es decir, 


1 
=7! , 
a209=7 (355 De. 


1 
15x[sD(2? x5)] 
15xLSD(2)x5D(5)] 
15x(15x6) 
15x90=1350 


SD(15 y PESI con 7)=1350 


Aplicación 18 

Halle la media aritmética de los divisores del 
número 504. y 
Resolución / 


Tenemos que 
7 SO(50) (y 
MA(divisores de 504)= 206504) 
Descomponemos canónicamente a 504, 
501=2x32x7! p.C. Ñ 
Luego, 
coG501)=(3+10+DU+D m 
so(s04)=sD(2*)«sD(3*)xsD" 


> $D(504) =(150D(8) 


Reemplazamos en (5. 


REO 
MA (divisores de 50 


igui sos: 
Veamos los siguientes ca: 


Caso 1 
Si p es primo, 


ivi 5 son 
sus Únicos divisore: 


1_ pH 
> SID(M= +57 1xp 


Estudlo.de'los divisores enteros positivos de'un 'número 


iemplos 
OE 
+ SD(2)= ==> 
y 08)_4 
+ SID(3) 3 
SD(23) 24 
+ SID(23)= DE 
Caso 2 


Sip es primo y ae Z*, 
p*esla descomposición canónica. 


Ejemplos 
* ses! D.C. 
sD(5)=D(5) 
5 
5 D.C, 


sio(25)=", a 
15 5 


SID(95). 44541 
o 


sib(25)= $D(25) 
25 
2 E 


SiD(125)=1 11 yl e 
1 En 5? pa 


* D5=5i 


Sio(125) +5? 4541 
AA 
S1D(125)=5D(125) 
125 


En Senera] 


1 
A 
p? 


p? a 


+ Sta 
Pola descomposición canónica. 


> (pr) LL. 1 


pl 


Caso 3 


Ahora analicemos cuando en la descomposi- 
ción canónica del número hay 2 o más núme- 
ros primos. 
Ejemplo 
Los divisores de 12 son 1;2;3; 4; 6; 12. 
Luego, 

sina2)=l,1,1,1, del 

112346 12 
SID(12)= 124+6+4+3+2+1 


> sip(12)= 3002 


Descomponemos canónicamente a 12. 


00010) 


Aplicamos la propiedad 


distributiva, 


A A A 
SID(12)=)+ 5 SE 
Entonces 
(12)= Li) 
¡a (+ 2 413 


sip (12) =siD(22) x sip(3!) 


Sot, [so] 


sua 2% E 
so(22)xsD(3') 
2x3 

Como 12=2?x3' es la D.C. 


SID(12)= 


so(2? x3) 
2x3 


SD(12) 
12 


> SID(12)= 


. SID(12)= 
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En general, 
= A xq 03 ee 
N=aj! xa" xa3" X...Xx 0 


De 


siD()=SID(at)xsiD(as?)xsID(as2)x...x 


siD(aj%) 
CEE 
Es 


DP» Not 
La SID) es una función numérica multipli 
atva cue 
SIDUV)=SID(aj!)»SID(a32)xSID(a;*) 
siD(aj!) 
cuando af; az; a; y aj son PESIZa 2 
Ejemplo 
Sea 60=2%x3'x5! DC 
Entonces va sabemos que 
$1D 160) = 2.60) 
60 
Sin embargo, debemos tener presente que lo 
anterior equivale a 
vo 2 X eN 5 DE 
PESI2 a 
SID(60) = Sibl2%)sib(3!)sip(s!) 
SID(60) == 
| sibi60)=2,2,6_14 
| 10375 5 
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Aplicación 19 
Halle la suma de las inversas de los divisore 
de 180 que son múltiplos de 12. j 


Resolución 
Primero descomponemos 180 canónicamente, 


180=22x32x5' D.C. 


Ahora garantizamos que los divisores tengan el 
factor 12=22x3' 


180=22x3?x5! D.C. 


180=2? x3x(3! x5!) 
: 


Aqui hay 4 divisores 


153,515 


me cada uno 
multiplican 
se suman 


O A 


so(12)=5+35*55*180 


Lo que es equivalente a 


n=2x3x(31x51) 


12 
s(í2)=«s($) 
12 12 
N 
2 1 so(+) 
sio(12)=55 70 
12 
O 1 N 
sota) =xso(;5) 


En general, si a es divisor de N, entonces 


Aplicación 20 
Halle la media armónica de los divisores del 
número 120. 


Resolución 
Sabemos que 


CD(120) 


MH(divisores de 120) =="2 
SID(120) 


e) 


Descomponemos canónicamente a 120. 


120=2%x3!x5! D:e: 


Entonces tenemos que 
% C0(120)=(8+1D(14+1)0+D=16 


+ siD(120) = 3D (120) 
120 


sio(120) - 5D(2%)SD(3)x SD(5) 
120 


SiD(120) = 15(4(6) _ y 
120 


Reemplazamos en (+), 


* MH(divisores de 120)=16 


y 34. PRgy 
25 “PRODU 
Pd TOS DE LOS DIVISORES DE Ns, 


Eo Para de z 

"a des, 

10 Voores o el tema de producto de los di- 
Ordemos lo siguiente: 

vi 


Sa 
SS divisor q 
de i € N, entonces (Y) es otro di- 


CAPÍTULO VIII Estudio de losidlvisores enteros positivos de un número 


Además, se cumple 


(2) 


Ejemplos 


Si 2 es divisor de 40, entonces S= 20 es | 
otro divisor de 40. , | 
Además, 2x20=40. | 


* Si 5 es divisor de 40, entonces 28 es | 
otro divisor de 40. 
Además, 5x8=40 

«+  Si3 es divisor de 36, entonces 30, 12 es 
atro divisor de 36. 
Además, 3x12=36 


Ahora, mediante lo siguientes ejemplos, va- | 
mos a deducir la fórmula para hallar el pro- 
ducto de los divisores de un número entero 
positivo. 
+ Los divisores de 40 son 
1;2; 4; 5; 8; 10; 20; 40 
Entonces 


PD(40)= 1x2 x 4 x 5x8x10x20x40 


))33))) Jo 


PD(40)=40x20x10x8x5x4x2 x 1 


(PD(40)* =40x40x40x40x40x40x40x40 


S factores 


(PD(40))' =(40)% 


1 


1 
[tenso]? = [40 +7? 


8 
PD(40) = (40)2 


Como CD(40)=8 


CD(40) 
> PD(40)=(40) 2 


l 
l 
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+ Los divisores de 36 son 
1; 2; 3; 4; 6; 9; 12; 18; 36 
Entonces 


PD(36)=1 x 2 EAN 
(%) 


NETA 


PD(36) =36x18x12x9x6x4x3x 2x1 | 


(PD(36)”=36x36x36x36x36x36x36x36x 36 


9 factores 


(PD(36)* =(36% 


pa 


pl 
=L(36)]? 
9 
PD(36)=(36)2 


[oc (36) sl 


Como CD(36)=9 
CD(36) 
> PD(36)=(36) 2 
En general, sea CD(N)=K 
Los divisores de N son 
d1= 1) da de. di di dd =N 
Entonces 


PD(M)=1x da x da X...xdy-3 dy. xN 


133 33) Jo 


PD(NW)=N Xx dy-1 % dy-9 X...x de x de x 1 


(PONY =NxNxN x...xNxNxN 
SAI Y 


h factores 


(PD)? =(ny 
! 
[eo Y [ay Y 


PD(W)=(N) 


Como CD(N)=k, 
í a 
Chi) | 
LPDIN)=(w) 2 ] 


Aplicación 21 
Halle el producto de los divisore 
son múltiplos de 10. 


S de 150 Que 


Resolución 
Primero descomponemos 150 canónicament 
e, 
150=2'x3x5? D.C. 


Ahora g earantzaniés que los divisores tenganel 
factor 10=2!x5 


> lea D:C: 


150=2x5x(3x5) 


—=— 


Aquí hay A divisores 


Se multipl 
uno por 10 
multiplican entre sí 

ero ri 


PD(T0)=(10)(30)60)(150)=2250000 


Lo que es equivalente a 


N=2x5x(3x5) 
O 
11; 3, 5; 15) 
EFIA 
Luego, 


15) 
PO(10) = 1D MR 


Po(70) =101x(13x5x15) 


Como 4 es la co(10) de 150 


> Pn(10) =1000 60 po(3x5) 


o -0(10) 1) 
po(10)=10 ML xPA jo 


En general, 


po(a) =a 


Estudio /delos divisores enteros positivos de un número 


ción 22 Es 
0 media geométrica de los divisores 
e 


de 240. 


Resolución 
Sabemos que 


116 (divisores de 240) =P%:0/Pp(240) (+) 


Primero descomponemos 240 canónicamente. 
240=21x3x5 D.C. 
Entonces 
+ CD(240)=(4+1)(1+1)(1+1)=20 
CD(240) 


+ PD(240)=(240) 2 
PD(240)=240'0 


Reemplazamos en 6. 


MG (divisores de 240)=/24010 
MG (divisores de 240)=./240 


» Importante 


La MG delos divisores de Y es igual a 


Tabla de divisores 
9 divisores de un nú 


Má mero entero positivo N 
"En se pueden or 


denar en filas y colum- 

MaS, a di 

En Áicho arreglo se le conoce como tabla 
divisores de MN. 

Hemos 

"72 


D.C, 


le i 
emos los divisores de 72, 


divisores de 91 


2 2 


23 


Tabla de divisores de 72 


De la tabla de divisores podemos hallar la 


cantidad de divisores y la suma de divisores, * 


- — CD(72)=(n.2 de filas)(n.2 de columnas) 
CD(72)=(39(4) 
CD(72)=12 
- SD(72)=(1+244+8)+(34+6+12+24)+ 
(9+18+36+72) 
SD(72)=(14+2+4+8)+3(14+2+44+8)+ 
9(1+2+4+8) 
SD(72)=(14+24+4+8)(14+3+9) 
sD(72)=8D(2*) x sp(3?) 


Sea 360=2*x3*x5! D.C. 
Obtenemos los divisores de 360. 


+ 
tabla de divisores de 360 


Sea 1800=2*x3*x5? D.C. 
Obtenemos los divisores de 1800. 


se [75 150 300 600 


225 450 900 1800 


1 " 
tabla de divisores de 1800 
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Aplicación 23 
En la tabla de divisores de un número que tiene 
9 divisores, la suma de los divisores de la dia- 
gonal que contiene a la unidad es 463. Halle la 
suma de los divisores primos de dicho número. 


Resolución 
Se tiene que 
* CD(N)=9 
+ la suma de los divisores de la diagonal que 
contiene a la unidad es 463. 
a? No cumple 
e NX,.. 
axp 


pi 
DC 


Si cumple 


Luego, 
1+ab+a?b?=463 
ab+a*b?=462 
ab(1+ab)=(9x3x7x (1D) 
q + - Ml 
3 tq A 


> a+b=10 


Por lo tanto, la suma de los divisores primos de 
dicho número es 10. 


9» DESCOMPOSICIÓN CANÓNICA DEL FAC- 
TORIAL DE UN NÚMERO ENTERO POSITIVO 
Para esta descomposición se debe analizar 
EQ0n. húmero primo contenido en dicho facto- 
rial y encontrar su respectivo exponente. 
Ejemplo 

Hallemos la descomposición canónica de 13! 
13l=1 x2x3x4x5X6x7x8x9x10x11x12x13 
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Observamos que los factore, 


S Dri 5) 
13! son 2; 3; 5;7; 11 y 13, Primos Que tiene 


»  7;11y13 una sola vez 
» 5 dos veces (una en el 5 y Otro en el 1g) 
Entonces 


131=2 x 3Yx5%x7x11x13 D,C. 


» Analizamos el exponente de 2 en 131 
Tomamos los factores que son 2 
2; 4; 6; 8; 10; 12 
Notemos que los seis son 2, tres de ellos 
son 4 y solo uno es 8. 


Veamos. 

2; 4; 6; 8; 10; 12 
2x[1 2 3 4 5 6] + 6veces 

pol 
23838 

2 3] + 3veces 
| 
2 


2x1 wmv 


de2es 
Entonces en 13!, el exponente | 


x=6+3+1=10 

ple 

Otra forma pone! 
En forma práctica, 
de un factor primo. 


x 
solo para el 


13|2 
2 


2 
a 


s cocientes: 


Sumamos solo 10: 
10 


x=6+3+1= 


CAPÍTULO/VIII 


+ Analicemos el exponente de 3 en 13! 
Tomamos los factores que son 3. 
3; 6; 9; 12 


3; 6; 9; 12 
3x(1 2 3 4) < 4veces 


| 
3. 


3x(1) Una vez 


Entonces en 131, el exponente de 3 es 
y=4+1=5 


Otra forma 


En forma práctica, solo para el exponente 
de un factor primo. 


1313 
(Os 
Sumamos solo los cocientes, 
Y=44+]=5 


- Porto tanto, 


113 D.C. 
Lo Anterior Se si 


lignac ] 


intetiza con la fórmula de 
» 14 Cual y 


sa la función Máximo entero. 


»Roouarde 

Dado XxER 

La fa des 
ción má»; 

Dori], y y ¿amo ento 


e ro de x, denotado 
+ Cs o] único ente 


e FO n que satisface 

emolos 

"Balay 

7 TA 153,12]=-4 

lao Es73l=6 
v5]=> 


Notamos que los cuatro son 3 y solo uno es 9, 


Estudio delos divisores enteros positivos¡de in'número 


LA DE POLIGNAC 
Sea p un número primo que divide a ni, 
ponente de p en n! se calcula como 


el ex- 


+1 


Ya que 


o<L<r Vi>k 
Pp 
3 [5-0 Vi>k 
Pp 


En el ejemplo anterior, 
»  xeselexponente de 2 en 13! 
2%<13<2 


21133] 
x=[6,5]+[3,25]+[1,625] 


x=6+3+1=10 


Observamos que 


Ba, vi>3 
y 


Bl y 
> [5]-0 vi>3 
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+  yesel exponente de 3 en 13! 
3<13<3 


Observemos que 


velar vi>2 
3' 
> [5]-0 vi>2 
3 


» 1 
Podemos utilizar cualquiera de las 


formas mencionadas 


Aplicación 24 
Si 6” divide a 30!, halle el mayor valor entero 
positivo que puede tomar n. 


Resolución 

Sabemos que 

+. 6'=(2x3)"=27x3" 

*  301=1x2x3x4x5x6x..x29X30 
+ 301=2%x3Px5%x...x29' D.C. 


Para un 6, necesitamos un factor 2 y un factor 
3, Pero notamos que en 30! hay más factores 
2 que factores 3, es decir, a>b. Por lo tanto, el 


exponente del 3 en 30! determinará el mayor 
valor de n. 


Sin embargo, hallaremos el exponente de 2 en 
30! para ser más explícitos. 


ua 
(03 
da 


3 
O 


O) 


Entonces 
b=10+3+1=14 
Por lo tanto, el mayor valor den es 14, 


Sigamos. 


30/|2 


(5) 


2 
Ole 
OJPN 


0) 


> a=154+74+341=26 


Luego, 
301=2%x3MMx5%x...x29!  D,C. 


301=211x311x212x5%x...x29' 


a Dart. 


mar 
Por lo tanto, el mayor valor que puede lo 
nes 14. 


DE DESCOMPONE 


El 
ENTERO POSITIVO N Como 


s, FIN) 
E DOS DE SUS DIVISORÉS, 
E DOS Dl sa es divisorde 


AD DE FORMAS 


demo. si 
Previamente recordem s que F 
N, entonces N) es otro divisor de 
, 
a 


Además, se cumple 


o 
N)=N 
(12) 
Veamos los siguientes casos 
Caso 1 
Sea CD(N) par. 
Ejermplo p.C. 
40=2%x5' ¡ 
(1+1)=8 


> cot0)=(3+1) 


CAPÍTULO.MIII 


Divisores de 40: 
1,2 4; 5; 8; 10; 20; 40 


e 


140 
2x20 
40= 
4x10 
5x8 
> F40)= 4 040) y 
22 


Caso 2 

Sea CD(N) impar. 

Ejemplo 
100=22x5? 


D.C. 
> CD(100)=(2+1)(2+1)=9 
Divisores de 100; 


112 4; 5:10); 20: 95: 50: 
SN 


1x100 
2x50 
4x25 
5x20 
10x10 


100= 


> Fítoo)=9+1_ a 
a. 
Seneral, si CD(M) es impar, 


EStudlo ¡de Jos divisoresenteros positivos de un /número 


es impar si y solo si N es 


La CD( 
Uh número cuadrado perfecto. 
1 
j 
1 
| 
| 


IRIS b.C 


JM=(2+-10(24 1) (Q+D=27 


Aplicación 25 
¿Cuántos rectángulos de lados enteros existen 
cuyas áreas son iguales a 240 m?? 


Resolución 
Seaa<b; fa;bjZ* 


am 


H———— bh m ———— 


> DM =240 m? 
axb=240 
 axb=2"x3x5 D.C. 


Luego, 
CD(240)=(4+1(1+D0+1=20 


CD(240) _ 20 _ 
> a 


Por lo tanto, existen 10 rectángulos que Cum- 
plen las condiciones del problema. 
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Aplicación 26 
¿Cuántos triángulos rectángulos de catetos en: 
teros existen, cuyas áreas son iguales a 200 m? 


Resolución 
Sea la;bjazZ* 


| 


K—b m—— 


> My=200m” 
1 
=xaxb=200 
zea 


axb=400 

axb=2*x5* D.C. 
Luego, 

CD(400)=(4+1)(2+1)=15 
> F(400)= ot. Ls 


Por lo tanto, existen 8 triángulos rectángulos. 


11» Función DE EULER O INDICADOR DE UN 
NÚMERO ENTERO POSITIVO 

Se define la función de Euler o indicador de N, 
o) o (NW), como la cantidad de números en- 


teros positivos que son menores o iguales que 
N y primos entre sí con N, seaN e Z*, 


» Importante 


El único entero positivo menor o igual 
al que os 


ESL con 1, es él mismo, 


Veamos los siguientes casos: 


Caso 1 
Sea N un número primo. 
Ejemplos 
«110; 90)=2-1=1 
PES con? 
* 11268); 0(8)=3-1=2 
+4 
PEST con 3 
1,2346) ; 0(5)=5-1=4 


PESI con 5 


En general, si N=p es primo, 


vp)=p-1 ] 


Demostración ; 
Como p es primo, los únicos números enteros 


positivos que no son PESI con p son los p 
11234; (p-D;p 
Entonces, de mn p números enteros 
vos menores o iguales que p, el único que no 
es PESI con p esp. 
o(p)=p-1 


Caso 2 
Sea N un primo elevado a 
positivo. 


posili- 


un exponente entero 


Ejemplos 
+ 133 
son PESI con 2* de 
20) 
De los cuatro números, en) y2 
son PESI con 2. 
> 003)=22=20-1) 
+ 152,3455,6;7; 
son PESI con 2* i 
De los ocho número, A 
4(2)=2* no son PESI con 
> 005)=2%-4 
9(2%)=2-2 
902)=2*0-D 


—a 


O, 20) 307 


Estudlo/delos divisores enteros positivos de un número 


hi 1234567858) 


son PESE con 3* 


De los nueve números, el 168), 2(3) y 
(3)3=3* no son PESI con 3”, 


> 0)=3?-3=3(3-1) 


En general, si N=p"; p es primo y € Z*, 


Demostración 
Como p es primo, los únicos números en- 


leros positivos que no son PESI con p” 
sonlos p. 


Entonces de estos p” números enteros positi- 


195 menores o iguales que p” 
PESI con p* son 
2,29, 3p, ... (pa-=1) y 
Ea 


a- 
P números 


, los que no son 


lo) pu pont 


easy 


Entonces para que sea PESI con 12, el número 
no debe ser 2 ni 3. 


De los 12 números, 


2(6) 3(4) 
1 
| 
| y 
| MCM(2; 3)=(2x3) 
( £ z 5) 12 
+  Yeantidad de números 2 =y 
( a > 3) 12 
+ cantidad de números 3 a 
, E 3) 12 
. (eaniaaa de números (2x3)) === 
2x3 


Luego, la cantidad de números enteros positi- 
vos menores o iguales que 12 y PESI con 12 es 


12 12 ”,) 
19)=12-[ 2,1. 4. 
0(12)=12 (E E 


002-=12/1--2+2) 


9(12)= 9[(1-2)-41-3)] 
o-al a 
ae) 


$12) =2(2-DG-1) 
a(2) o(3) 


o(2? x3)=0(2%)x0(3) 
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En general, si N=p“xq" p.C. 


Poam=p"x(p-Da"x(4=0 ] 


Esto equivale a 


(som = o(p)xo(a") | 


Demostración 

Sea N=p*xq? D.C. 

Entonces para que sea PESI con N, el número 
no debe ser Pp ni d- 


De los N números, 


P ll 


MCM(p: )=([pxq) 


5 (cantidad de números Aa 


a (cantidad de números ls 


az ulz 


. lesnasa de números (p e 2) == 
pxq 


Luego, la cantidad de números enteros positi- 
vos menores o iguales que N y PESI con N es 


om [P+L- N ) 


Pp. q pxq 


om =0(0%)xo(a") 


Ejemplo 
La cantidad de enteros positivos menores o 
iguales que 72 que son PESI con 72 es 912). 
1 D.C. 
> 012) =0(2) xo (3?) 
0(72)=2 (2-1)x3'3-1) 
0(72)=24 


DE LA FUNCIÓN DE 


Sea 
y dul 
pt 
iva, 


6 tiplical 
$(W) es una función numérica mulip 


ya que as) 
0 
pla y 
2a 
cuando al; 32; aí3; y a son PES] 
Ejemplos 
+ 0(210)=42 a 
910=2x3X5X7 Bobs 
> 4Q10= A 
ene nen 


9(210)=1x2x4X6 
$(210)=48 


a 


Estudio delos divisores'enteros positivos de un número 


ar DE. 
sonal) 
A A 
401) =33600 


propiedad 2 
siN>l, entonces la suma de los números en- 


teros positivos que Son menores o iguales a N 


y PES! con N es 


Demostración 

Sean My; My; Mg; ... Y May) los $6(V) números 
enteros positivos que son menores O iguales 
que Ny PESI con N, cuya suma es 


$= M¡+M3+M3+...+Myy) 


Por propiedad, se sabe que si rm, y N son PESI, 
entonces (N-mj) y N son PESI para todo 
11,235. 90) 


Ent dd 
a onces los enteros positivos que son meno- 
5 0 iguales que N y PESI con N son 


N=m); (N-mp); (N-m3); ... y (N=Mym) 


Luego, 


S=m ¡ 
1FM9+ 

¿FM3+...M yy) 
S= m 


“(MV sumandos 


=(W)xIy 


. E 


x 


Eemplo 


¡emos 

los 

igual Enteros positivos que son me- 
$ que 12 y PESI con 12, 


Sabemos que 
1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 
De == tl 


son PESI con 12 


> 0(12)=4 

S=14+54+7+11=24 
| » necuor 
| es B es PESI con (AB). 
| 1 PESI (12-1) y 12 son PESI, 
| 2 son PI (12-5) y 12 son PESL. 
i (12-7) y 12 son PES. 
| (12-11) y 12 son PESL. 
j 
Entonces 

S=1+5+7+11 ds 

S=(12-1)+(12-5)+(12-) 4012-10). 


2512912412412 


(12) sumandos 


25=0(12)x12 


52:24 


Aplicación 27 
Halle la suma de los enteros positivos que son 
menores o iguales que 1000 y PESI con 1000. 


Resolución 

Sea 
1000=2*x5* 

> 0000)=22-0x36-D 


4(1000)=400 


p.C. 


Luego, 
1 
5= 9 (1000)x1000 > Ade 


-. 5=200000 
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Propiedad 3 
La cantidad de números enteros positivos que son PESI con N, comprendidos entre dos múltiplos 


consecutivos de N, es igual a 90). 


Ejemplo h en 
Analicemos los enteros positivos que son PESI con 12, comprendidos entre dos múltiplos conse. 


cutivos de 12. 

Sea N=2*x3 D.C. 

> 00M=22-0)6-1)=4 
Sabemos que 


1; 2; 3;4;5;6; 7,8; 9; 10; 11,42) 


son PEST con 12 


Luego, 


(012) 


M;2;3,40)6;(; s; 9; 10; 0,(112)) 

A ALE 
son PES! con 12 

(142); (3; 14; 15; 16; (2; 18 (9; 20; 21; 22; 
A 


son PES! con 12 


Observemos lo siguiente: 
1=13(mód 12); 5=17(mód 12); 7=19(mód 12); 11=23(mód 12) 
(2G12)); 65; 26; 27; 28; 09; 30 G); 32; 33; 34; 5; (3(12) 
AS 


PAR 
son PESL con 12 


1=25(mód 12); 5=29(mód 12); 7=31(mód 12); 11=35(mód 12) 


1(12)); (1120)... (5+127); 64-120 (74120) ...; (11-127); ((1+D02) 
VES AA 
: son PESE con 12 
Entonces 
1=1+412n (mód 12); 5=5+12n (mód 12) 
7=7+12n (mód 12); 11=11+12n (mód 12) 


1 
prendidos E 


A dl 
Por lo tanto, la cantidad de números enteros positivos que son pESIc0R di 
dos múltiplos consecutivos de 12, es igual al 6(12). 


»» Recuerde 
I=12+1 y 13=12+1 


Entonces | y 13 son congruentes respecto al módulo 12. 
|=13 (mód 12) 
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Estudlo. delos a lvisores:enteros positivos de un número: 


aplicación 28 
¿Cuántos número 
510 son PESI con 30? 


s comprendidos entre 150 y 


Resolución 
Sabemos que la cantidad de enteros posilivos 


que son PESI con 30, comprendidos entre dos 
múltiplos consecutivos de 30, es igual a 0(30). 
Entonces 

30=2x3X5 D.C. 
3 0(30)=0(2)x0(8)x0(5) 

06380)=1x2x4=8 
Luego, 

150; 151; 152; 153; ...; 509 ; 510 

Sl 

580) — números PESI con 30 1750) 


580); ... ;6(30) 


8 numeros PESI con 30 


6(30); ... ;7(30) 
8 números PES| con 30 

LC ;8(30) 

: $ números PESI con 30 

1630) . ;17(30) 


8 números PESI con 30 


Asitenemos 


172 
E | nac =es 
rlo 
ente e ed 96 números comprendidos 
0 que son PESI con 30. 


1 q 
Op 
MRS y des 


MENTOS DEL ESTUDIO DE LOS Di- 
OS POSITIVOS DE UN NÚMERO 


Ejemplos 


Hallemos el residuo que se obtiene al divi- 
dir 91? entre 28. 


Tenemos que 
92=(3)) 432 
pes g%= (324 
9-(33-1) 
912=28+1 
Por lo tanto, el residuo es 1. 
Ahora, apliquemos el teorema de Euler. 
9 y 28 son PESI 
- 28=2x7 m6: 
-  $(8)=2'(2-)x(7-D)=12 


=> 9I=28+ (1) — residuo 


21 y 100 son PESI. 

- 100=2x5?  D.C. 

-  9(100)=2'(2-1)5'(5-1)=40 
Por lo tanto, 


2190010041 


AUD «e 


TEOR 
TEOR 


MA DE FERMAT 


Si p es primo y a es PESI con p, entonces 


ETT, 
Lap aer =p+l] 
Ejemplos 
+ 151=9+1 . 8=5+1 
* 12341 4096=5+1 
121=3+1 . 9741 
64=7+1 
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» Nota 

El teorema de Fermal es un caso particular 
del teorema de Euler; sin embargo, fue enun 
ciado por el matemático Írances Pierre de 


Fermat un siglo antes 
Del teorema de Euler 

a'M= +1, donde a y m son PES] 
como p es primo, entonces 


ay p son PES! (m=p-1 


> ( ai=p+1 


12.3. TEOREMA DE 


Si p es primo, entonces 


Ejemplos 

+ p=2 * p=3 
1!=2-1 91=3-1 
1=2-1 1x2=2=3-1 

+ p=5 * p=31 
4i=5-1 30/=31-1 


1x2x3x4=24=5-1 
Lo rc 1 
Si p es primo, entonces 


(p-2)=p+1 
Demostración 
Sabemos que (p-1Di=p-1 
Entonces 


1:23x..(9-39-D(p-D=p-1 
(p-2)! 


O-Dxp-)=p-1 


(P-Dixp-(p-2=p-1 


Pp —(p-2i=p-1 


-(p-2)=p-1 

(P-2=p+1 

Ejemplos 

* p=2 . p=3 
01=2+1 1341 
1=2+1 1=3+1 

* p=5 » p=17 
3l=5+1 151=17+1 


1x2x3=6=5+1 


0) 


0) 
Demostración 
Sabemos que 
(p-2=p+1 
Entonces 4 
p- y-p+4 


pox3x.(p-V-M 
(WD 
(-3Nx(p-2)=P+! 
(p-3)xp-20-D1=P*! 
3 
Pp -2p-DM=p+! 
_-Ap-21=P+ 


29-D'=P- 


ERAS 
Ap-3I=P-HD 


il 


Estudio delos divisores enteros'positivos de un número 


; . 2 ntonces p es 
E como p es primo mayor que 2,8 Pp 


impar. 
y lego, 
PAD 


par 


| a feel 
ba Oo a ) 
Ejemplos 
E. p=3 + p=5 
| 2 (3-1 E >) 
I=34+| 21=5+| =— 
0 34 E ) ( 3 
0=3+1 2/=5+2 
1341 1x2=2=5+42 
* p=1 + p=13 
| 2 (7-1 ae. e 
4-41) 10154(Y >) 
13 10!=13+6 


i 1x2x3x4=24=7+43 


12.4. NÚn EROS PER 
Unentero Positivo N s 
Íecto si es igual a la s 


TOS 

e denomina número per- 
uma de sus divisores pro- 
Suma de todos sus divisores es 
en, 


N=SD(propios de N) 
N=SD(W) 1 
SD0(N)=2y 


| 
| 
A ) 


+ Divisores de 28 


divisores propios 

propi 

1,2;4;7; 14; 28 
SD(propios de 28)=28 
SD(28)=56=2(28) 


* Divisores de 496 


divisore 


»s propio: 
1; 2; 4, 8; 16; 31; 62; 124; 248; 496 
SD(propios de 496)=496 
SD(496)=992=2(496) 


Un entero par es un número perfecto si tiene 
la forma 21(2?-1), donde 2-1 es un número 
primo 

Demostración 

Como 2”-1 es un número primo 

> N=2"(9P-1) D.C. 


Luego, 


SD(W)=8D(2"!) xSD(2?-1) 
SD(M)=(1+2424+2%4...4221)(142-1) 


SD(N)= al a 
“221 


SD(M)=2x2Px(2P 1) 
SD(W)=2N 


Por lo tanto, N es un número perfecto. 


Ejemplos 

.* 21=3 E Fsunnúmero primo 
21(221)=6 — « Esunnumero perfecto. 

* 21=7 € Fsunrúmero primo. 


2(99-1)=28 «E Fsunnúmero perfecto 


.« 2_1=31 E Fsur 
21(95-1)=496 = E 


minero primo. 


n número perfecto. 
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42.5, NÚMEROS ABUNDANTES 

Un entero positivo N se denomina número 
abundante si la suma de sus divisores propios 
es mayor que N. 


Ejemplos 
+ Sean los divisores de 12 


divisores propios 
————— 


1; 2;3; 4; 6; 12 
> SD(propios de 12)=16>12 


Por lo tanto, 12 es un número abundante. 


+  Seanlos divisores de 30 


divisores propios 
q AA AA 222 
1, 2; 3; 5; 6; 10; 15; 30 

> SD(propios de 30)=42 > 30 


Por lo tanto, 30 es un número abundante. 


Un entero positivo N se denomina número de- 
fectuoso si la suma de sus divisores propios es 
menor que N. 

| SD(propios de N)<N | 
Ejemplos 
»  Seanlos divisores de 91 


divisores propios 
— 
15218391 
=> SD(propios de 91)=21<91 


Por lo tanto, 91 es un número defectuoso. 


» Sean los divisores de 45 


divisores propios 
pa 
1; 3; 5; 9; 15; 45 X 
=> SD(propios de 45)=33<45 
Por lo tanto, 45 es un número defectuoso. 
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12.7. NU OS AMIGOS 

Dos números enteros positivos A y B se deno- 
minan números amigos si la suma de los diyi- 
sores propios de A es igual a B y la suma de los 
divisores propios de B es igual a A. 


SD(propios de A)=B y 


SD(propios de B)=A 


Observemos. 
»  SD(propios de A)=B 
SD(A)-A=B 
> SD(A)=4+B 


»  SD(propios de B)=4 
SD(B)-B=A 
> SD(B)=4+B 


a igos, Se 
Por lo tanto, si A y B son números amigos, 


cumple que 


Ejemplos 

Sean los números 220 y 284. 

* 220=2x5x11 D:e. 
$D(220)=SD 2) XSDXSo( 
$020) =((60)12)=504 
SD(propios de 220)=50220)22 

SD(propios de 220)=284 


. 284=2x71 D.C 


$D(284)=50 (2x0) 
so (284)=(112=501 


47-28 
SD(propios de 281)=5D0é h 


=220 


SD(propios de 284) 


Estudío deilostalviSores enteros positivos ide Un'número 


Observemos. 
sD(propios de 220)=284 
SD(propios de 284)=220 


Por lo tanto, 220 y 284 son números amigos. 


Además, 
$D(220)=SD(284)=220+284 


Otros números amigos son 1184 y 1210; 2620 y 
2924; 5020 y 5564; 6232 y 6368; 10744 y 10856. 


12.8, NUMEROS PRIMOS 
Dos números primos A y B se denominan nú- 


meros primos gemelos si se diferencian en dos 
unidades. 


Ejemplos 
Los primos gemelos menores que 100 son 


075; (6 y 7); (1 y 13); (17 y 19); (29 y 31); 
(11743); (53 y 61); (71 y 73) : 


» Nota 


Los primos 
Primos gemelos más erando: 


ii que se co- 
cen (hasta agosto de 2009) « 


dos por los Números MON 
55516468355 
Y 516835592 l 
Que fi a ri 
lenen la Iriolera de 100 355 cifras 
Enrique Gracia 


Los nú, 
Múmere i , 
95 primos. Un largo camino a 


Sian , URA DE GOLDBACH 
ch conjeturó que todo núme- 


Mayor 
que 2 ahi 
Ye dos A escribirse como la 


. 


10=34+7=5+5 
12=5+7 
14=34+11=7+7 


16=3413=5+11 
18=54+13=7+4+11 
20=3+17=7+13 
22=3+19=54+17=11+11 
24=5+19=7417=11+13 


Christian Goldbach, matemático pru- 


mo, envió una carla a Leonhard Eu- 


ler el 7 de junio de 1742, en la que hizo 


MULA acc de los números 


primos. Euler la 


lualmente se conoce como 


sa lo que ac- 


conjetura fuerte o binaria de Gol- 


dbach. que dice q ado número 


par mayor que 2 puede uscribirse 
como una suma de dos números 
primos 

conjetura débil o ternaria de Gol- 
dbach, que dice que todo número 


3 puede escri- 


impar mayor q 
birse como una suma de tres nú- 
meros primos. 
En el 2013, el malemálico peruano 
Harald Andrés Helígolt demostró la 
conjetura débil de Goidbach. 
Actualmente, la conjetura fuerte de 
Goldbach ha sido comprobada por 


métodos informáticos solo para los 
números pares menores de dos mil 
billones. La conjetura todavía no ha 
sido demostrada y está considerada 
por la comunidad matemática como 
uno de los problemas mi 


la historia de la ciencia. 
Enrique Gracián 


Los números primos. Un largo camino al infinito 


4s difíciles de- 
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12,10. NÚMEROS PRIMOS DE MER 
Se denomina primo de Mersenne y se denota por M,, al número primo que tiene la Pos 
donde p es primo. =l, 


pes rimo 1] 
1 primo | 


orema 
Si un número de la forma 2”-1 es primo, entonces p es primo. 


Demostración 
Usaremos el contrarrecíproco, es decir, el enunciado es equivalente a 


Si p no es primo, entonces 2”-1 no es primo. 
+  Seap=axb un número compuesto. 
tajb)pcZ¡a>1 ab>1 
Entonces 
2P-1=2%-1 
=(2'-1 
PENA EN (241) 


+ Comoa>l, entonces 2*-1>1 
Por lo tanto, 22-1 no es primo. 


» Nota 


+ En 1644, el matemático francés Marin Mersenne publicó su libro titulad 
ma 2 


lo Cogitala Physt 


Múathemal osultan Sel 
co-Mathernatica, en euyo prólogo indicaba que los números de la fort 1 resul 


primos para valores de 


SAA E A 1973813:07 


Py 


Actualmente, se alores de 
iclualmente, se conoce que en dicha lista se omitió los primos para valores de 


61; 89 Made - Ls ps 
1D: 61,89 y 107 además para p igual a 67 y 257 los números resultan compuestos 


y anunció 
fue ete 


El 21 de dicie , : ¿me Search 
¡ . le diciembre de 2018, el grupo GIMPS (Great Internet Mersenne PAra” Se e asY 

Ah 2 mag cifras) 
descubrimiento del primo de Mersenne número 51, el cual tiene 24 862 018 Cl 


contado e17 , 
onttado e1 7 de diciembre de 2018 por Patrick Laroche. 


dicho pr 1 
Dicho primo de Mersenne es el siguiente 


2540033 


| 


Misses =2 
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727 829 947 
33 839 953 
739 | 8s3 | 967 
743 | 8857 971 
751 8s9 | 977 
757 863 983 
761 877 991 
769 881 997 
773 883 
787 887 
797 907 
| 281 383 479 593 683 809 9 
283 | 389 487 599 691 811 919 
1 293 | 397 491 601 701 821 929 
307 401 499 807 709 823 937 
30 | 400 | sm | olmo 1er | 


Números primos menores que 1000. 
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Los números primos en la criptografía 


En 1975, W. Diffie y M. Hellman, de la Unive 
cifrados asimétricos o de “clave públi j 
temáticas, llamadas “de una sola di “tu 
cifrado, pero virtualmente imposible el descifrado 
cada usuario posea Un par de claves. una públic 

Una persona, cifro el mensaje según su clave 
puede conocerla, pero solo ella, cor 


e de Stanford, desarrollaron la idea de los 
2 basado en determinadas funciones ma- 
con trampa”, que hacen posible el 
5e conoce la clave. La idea es que 
Si quiero enviar un mensaje a 
vel sentido de que cualquiera 
ade descifrar. Una de las ventajas 
s medios de comunicación y, por 
2 de un tema sencillo, pero pode- 
2 Imaginemos un gran almacén de pinturas 
distintos colores. Tomamos dos boles 
des de pintura de cada bote. Hasta 
añora le mostramos el resultado a alguien Y 
an intervenido en la mezcla final lo 


clave p 
de este método es que la clave privada nunca etrctilz 
tanto, no es necesario renovarla constante: 
mos intentar comprenderlo mediante una 

en el que disponemos dle cientos de m 
cualesquiera y hacemos una mezc! 


aquí, se trata de una opel 
le pedimos que “descifre” las c 


ponemos ante un problema de dificil solución. 


E , ión, en 
Este es el mecanismo de las funciones matemáticas con trampa o de una sola direcol 


las que es muy fácil “ir” pero prácticamente imposible “volver”. Supongamos ahora que > 
el almacén, en vez de botes de pintura tenemos números primos. Tomamos dos a dd pad 
ejemplo el 7 y el 13, y los multiplicamos, operación análoga a mezclar los botes de pintura. 

el resultado de 7<13=91. 


, 1d 
2 dos números P 
La pregunta que se plantea entonces es la siguiente: "¿Se puede saber qué dos 


ros 
: a denúmel 
mos mulliplicados entre si dan 91 como resultado?”. Es cuestión de tener una put averigua” 
A nia 
primos e ir haciendo pruebas. La cosa parece sencilla, como lo sería tambié na docena 
l 


A sera más qUe Y 
'os colores que forman la mezcla de Pinturas si en el almacén no hubiera pao primos. 
de colores básicos. Pero las cosas no son así y mucho menos, con los númer 


los 
e multiplica” a 
iera. 
quier e 


sta en! qu 


Averiguar, por ejemplo, que el número 1 409 305 684 859 es el resultado d cil 
números primos 705 967 y 1996 277 puede poner a prueba la paciencia paa S 
todo si se tiene en cuenta que estos dos números primos se han extraído 8 


son 
figuran todos aquellos que hay entre el número 1 y el número 2 000 000, que 
148 933, 


polera de 


ito 


pelin 


mino 
: Un largo £6í 
Adaptado de GRACIÁN, Enrique. Los mimeros primos. Un (Ele 
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Problemas resueltos 


Problema 1 

Una recta de 350 m se puede dividir en partes 
iguales, siendo la longitud de cada parte una 
cantidad entera de centímetros. ¿De cuántas for- 
mas diferentes se puede realizar dicha división? 


Resolución 

Sabemos que 

350 m < > 35000 cm 

Seal la longitud de cada parte. 

Sil debe ser un número entero contenido en 

35000, entonces L es un divisor de 35000. 

> 35000=2%x5'x7  D.C. 
CD(35000)=4x5x2=40 

Se debe eliminar L=35 000, ya que no se estaría 

realizando ninguna división de la recta. 


Porlotanto, dicha división se puede realizar de 
38 formas diferentes. 


Problema 2 


Durante el Mundial Rusia 2018, Andrés, Barny y 
tudio coleccionaron cada uno un álbum de 
0% pos Hasta el Momento, ellos tienen 352; 
sole 1 "espectivamente, Si el álbum 
lala me Pl Ñ si se sabe que este valor 
bsos da (e diferencia entre la cantidad de 
mero de figuritas que le faltan a 
"Y y Claudio para completar el álbum. 
2 lución 

Pal las cantidades de f 

és 
460030 Y Y Claudio, 
352=248=93 ;.31 


E Meso) 


guritas que le fal- 
respectivamente. 


B=500 D.C. 
-331 = Sl 2% 
80. 95261=2"x3x11 D.C. 

D.C, 


Problema 3 


Halle b+e si a, b y c son números primos ab- 
solutos que cumplen que a+b=21 y a+c=33. 


Resolución 
Supongamos que a, b y c son primos impa- 
res (D. 


a+b=21 a+c=33 

y y y Y 

1 P— Nocumple 1 1 P Nocumple 
Entonces en ambos casos debe estar el primo 
2, el cual debe ser a. 


a+b=21 a+c=33 
EA 4 4 


Pro 


Halle el residuo que se obtiene al dividir el pro- 
ducto de los 1000 primeros números primos 
entre 44. 


Resolución 
Sea P el producto de los 1000 primeros núme- 


ros primos. 
1000 factores 


AA AA A A ASAS 
P=2x3x5x7x11x13X... 
P=(2x1Dx3x5x7x13x..; 


impar 


> P=(22I(Qk+1); ReZ* 
A 


P=44k+22=44+22 


Por lo tanto, el residuo pedido es 22. 


Problema 5 nn. 
Halle el residuo que se obtiene al divic de 
suma de los 100 primeros números primos, 
elevados a la cuarta, entre 8. 
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o, 
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Resolución 
Sea S la suma de los 100 primeros números pri- 


mos elevados a la cuarta. 


100 sumandos 
ASS 
s=243 lps 741. 
8+1 


» Recuerd 


| (impan"=8+ 1 | 


> s=16+99(8+1) 
iS: =8+ (8+3)(+ ) 


s=8+(8+3)=8+3 


Por lo tanto, el residuo pedido es 3. 


Problema 6 
Determine la cantidad de números primos que 
al ser expresados en el sistema cuaternario se 
escriben con 3 cifras. 
Resolución 
Sea N un número primo. 

N=abc, 
> PsN<e? 

N: 17; 19; 23; 29; 31; 37; 41; 43; 47; 53; 59; 61 
Por lo tanto, hay 12 números primos que cum- 
plen la condición. 


Problema 7 

A Andrés se le encargó que determinara si el 
número N es primo o compuesto. Él usó el mé- 
todo y advirtió que debía realizar 7 divisiones; 
sin embargo, en la cuarta división determinó 
que Nes compuesto. ¿Cuántos valores toma N? 
Resolución 


Usando el método se tiene que 
> JN aprox. 
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+ números primos < /N 
29537; 11; 18:17 


* (ya que debía realizar 7 divisiones) 


Entonces 
17 
/N = 
< 18 
De ahí se tiene que 17</N<19 


+ En la cuarta división determinó que era 
compuesto, entonces 


2; (NV es impar) 


msÉ3 
bo 
N=7=7k;keZ* 


Tengamos presente que también k+ . 


ua coo ue 


Como 17</N<19 — Elevamos al cuadrado 
289 <N <361 
289 <7Rk <361 
4l,...<k<5l,. 
k=43; 47; 49 


7(43) 


$ w=E ran 


7(49) 


Por lo tanto, N torna 3 valores. 


Problema 8 
Sea A=120X45"; 1 € 7 AS st05, alte e 
Si A tiene 156 divisores compue: 


valor de n. 


Resolución 

Tenemos que 
A=120x45" 
A=12x10x(37x5)" 
AA 


CAPITULO,WIlI 


qt D.C. 


divisores primos 


> CD(simples de A)=4 


) Recuerde 


CD(4)= CD(simples) + CD(compue 


> CD(4)=4+156=160 
(8+DGn+2)(n+2)=160 
4x2(n+1)(n+2)=160 
(1+D(n+2)=20 
1 5 


n=3 


Problema 9 
SiB=24x9p" 


a divisores tiene B si se sabe que tiene 
5 divisores impares? 
Resolución 
Tenemos que 
B=242 xa 
ESA (xy 


BS 92 gn 


Baz 
i (839) (CD) 


a 
> n=4 Dlimpares)=(2+1)(n+1)=15 


Estudio de'los divisores enteros Positivos de un número 


A 


solución 

De la descomposición canónica de N, 
= biab y ba son primos 
> be13;,7) 

a y (a+2) son primos 
2 a=3 1 b=7 


. 


Así tenemos que 
N=3X5x7x37x73? D.C. 
oye 


Nos piden 
14+-3454+74+37+73=126 


Por lo tanto, la suma de los divisores simples 
de Ves 126, 


ema 11 


¿Cuántos números primos se expresan en 
base 6 como un número capicúa de 3 cifras? 


Sea N un número primo. 
N =abas es impar 
Entonces 
37a+6b=N 
pb 


impir 


> a=1,35 
Se descarta a=3 porque N sería 3, por lo tanto 
no sería primo. 


Luego, 
37a+6b=N 
E 


1 0 37 Sicumple 
43 Sícumple | 23 > N=.5 


19 No cumple Ex cumple 
4 61 Sícumple 
5 67 Sícumple 
5 1 191 Sicumple NES 
2 197 Sícumple N=5 
3 203=7 Nocumple | vo comple 
1 


209=11 No cumple 


Por lo tanto, son 6 números primos. 
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Problema 12 
¿Cuántos números de tres cifras son PESI 
con 120? 


Resolución 
Sea 
+ 120=2%x3x5  D.C. 


+  abces PESI con 120. 


abc:100; 101; 102; 103; ...; 999 


900 números 


Entonces hay 450 números impares de tres 
cifras. 


De los 450 números impares 


cantidad de 

(amd Jo Eo =150 
números 3 3 
cantidad de 450 

A e [=>=90 

números 5 5 
cantidad de] 45 

[nin 19)... 
números 15) 1 


3(150) 5(90) 


240 
MCMÍ; 5)=15 impares 
á 5% PESI con 3 y 5 


Porlo tanto, hay 240 nú: 
h meros de tres ci 
son PESI con 120. ad 


Y 


Problema 13 
¿En cuántos ceros termina 120!? 


ñeso 


Sea A=120!=1x2x3x4x5x6xX...x120 


Si A termina en n ceros 


A=abc...a.00 
puézao 


n ceros 


A=abc...a x10" 


Como 10"=(2x5)" 


Entonces analizaremos las potencias de2y5 


contenidas en 120! 


Ahora, observemnos que en 120! hay más fac- 
tores 2 que factores 5, entonces el valor de n 


lo determinará el exponente de 5 contenido 


en 120! 


¡ axO 


120 [5 
5 


> n=24+4=28 
Por lo tanto, 120! termina en 28 ceros. 


Problema 14 


¿Cuántas ternas de números 
entre sí existen, tal 


ellos más el otro sea igual 233? 
sn e números primos diferentes 
si, tal que 
pa ¿mp 
Supongamos que 4, bycson primos? 
axb+c=33 
PL ce 
Entonces uno de ellos debe serelP 
. c=2 


> axb=31 " 


que e 


0) 


cumple 


y producto de des 


primos diferent 


Estudio de los divisores enteros: Positivos ¡de:un número 


e q=2 
> 2b+c=33 
pt 
3 37 Nocumple 
3 23 Sicumple 
7 19 Sicumple 
11 11 Nocumple 
13 7 Sicumple 


Cumplen (2; 5 y 23), (2; 7 y 19) y (2; 13 y 7). 
Porlo tanto, hay 3 ternas. 


Problema 15 


Siab, aa y 12 son PESI 2 a 2, halle la suma de 
valores de b, 


Resolución 
Sea 


ab; aa; 12=22x3 DC. 


2 le 
Sa 
E 


0312 sonPESt 2d RC p 15;7 
EN 3 
* DY aa son PES] —, ba 


Entonces 
Ss ; aa y 12 
41; B h 
no 
e My 
E 
59 55 
SU o 
Bom 
Do o7 
Enonces los Valore 
Porlo Ñ $ que toma b son 1; 3; 7 y 9. 
»!A SUMA de Valores de b es 20. 
PR 
sema 16 
á € e] 


Valor 
neg de verdad de las siguientes pro- 


llos 
: Núme, 
: e SON Primos relativos, en- 
Menos Uno de ellos es primo. 


IL 


El cuadrado de todo número primo mayor 
que 3, expresado en base 6, termina en 1. 


E (ab+1) y (2xab+1) son coprimos. 


ución 

Falso 

Veamos un contraejemplo: 

4; 21 y 55 son números compuestos 


O) ; Qd y jarras 
1 Y 

4 7 Ú 

Verdadero 

Por propiedad, si N es primo mayor que 3, 

entonces N=6 +1. 

Luego, 

M=6+1=...1 

Verdadero 

Propiedad:ab y (ab+1) son PESI 

Propiedad: (ab+1) y[ ab +(ab +1) [son PESI 

EA 2 


(2xab+1) 


Problema 17 
SeaA+12=127?2412*; 9 6 Z+ 


Halle el valor de n si sabe que A tiene 179 divi- 
sores propios. 


Resolución 
Sea 


A4120=120924 190+ 
A=197+24 1271120 
A=12(122+12)-1) 


A=(22x3)"(155) >A=2%x3"x5x31  D.C. 
Luego, 

CD (propios de A)=CD(4)-1 
5 CD(4)=180 

(n+D+DA+DA+D=160 

(2n+D(n+1)=45=3x3X5 

9 5 
. n=4 
359 
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Problema 18 


Si la suma de divisores de N es 1992, halle la 
suma de los valores que toma N. 


Resolución 


Sea 


SD(N)=1922=2x31x31 


Analicemos. 


2 no puede ser la suma de divisores de un 
entero positivo. 


2x31=62 es la suma de divisores del 
primo 61. 


31 puede ser la suma de divisores de 2* o 
de 5% 


Entonces 


N=2*x61 D.C, 
SD(N)=5SD(2*) xSD(61) 
> SD(WN)=31x62 
N=5*x61 D:C. 
SD(W)=5SD(5%) xSD(61) 
> SD(WV)=31x62 


Por lo tanto, nos piden 


2x61+5%x61=(21+5%)61=2501 


Andrea debe elaborar una maqueta de una 
pista de baile con forma de un polígono regu- 
lar, cuyo perímetro debe ser 2,4 m. Si la longi- 
tud de cada lado debe ser una cantidad entera 


de centímetros, ¿cuántos diseños diferentes 
Puede realizar Andrea? 


Resolución 


Recordemos que un Polígono regular tiene to- 
dos sus lados de igual longitud. 


En la Maqueta, la pista de baile tiene la forma 


de un polígono regular de n lados, donde £ es 
la longitud de cada lado, tal que 


360 


imiez* a n>2 


Por condición, el Perímetro 
2,4 m <> 240 cm 

> nxL=240 
yy 


debe medir 


1 240 
2 120 


No cumple 


No cumple 
80 


160 


Si cumple 
Si cumple 


Como se puede Observar, solo depende de la 
CD(240), pero le debemos quitar los 2 casos 
que no cumplen. 


240=21x3x5 D.C. 
> CD(240)=(5)(2)(2)=20 
Luego, 

20-2=18 


Por lo tanto, Andrea puede realizar 18 diseños 
diferentes de su maqueta. 


a20 


Si abb y (abb+60) son primos relativos, halle 
la suma del menor y mayor valor que puede 
tomar abb. 


Sabemos que 
abb Y (abb+60) son PESI 
Por propiedad, se cumple que Es 
abb y L(abb +60)- abb) son Pl 
aba 


60 


60=22x3x5 D.C. 


5 - (bes impar) 


> abb+ Es (a+202)) 
de (toa 2 

donde 

+ el mínimo valor de abb €: 


e abb es 20 
7 


+ el mayor valor d 


133+977=1110 
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problema 21 
¿Cuántos números enteros positivos menores 


que 7623 son PESI con 231? 


resolución 
Se tiene que 
231=3x7X11 D.C, 


Sea N el entero positivo menor que 7623, en- 
tonces 


N+ == 7 
n 
Observamos que 


7623=32x7x112 D.C. 


Entonces es menor que 7623 y PESI con 7623 
a tiene los mismos factores primos que 
31), por lo que la cantidad de valores que 
loma N equivale a 0(7623). 
0(7623)=9(3)x9(7)x0(112) 


9(7623)=3'(3-1)x6x111(11-1) 
> 4(7623)=3960 


Por lo 4 
sl Ela hay 3960 números enteros positi- 
res que 7623 que son PESI con 231. 


Sin tie A 
a ne 19 divisores Propios, halle axb. 
lución 


NE =170xab yy 


es N ti 
Mene 
E al menos 3 divisores primos. 


Además, 
CD(W)=CD(propios)+1=20 
CD(V)=20=2x2x5 

Luego, N tiene solo 3 divisores primos, 


NOOO! D.C. 


Además, 13 < ab,¿<13? 


Luego, 
abyz 
N=2x5x171 D.C. > 17% Nocumple 
N=2x5*x17 D.C. > 5% sSicumple 
N=2%x5x17 D.C. > 2  Nocumple 


> 4b,3=5=125=983 
a=9 a b=8 
axb=72 


Problema 23 
Sea N=1004006004001 
Halle la cantidad de divisores compuestos de N. 


E n 
Primero hallemos la D.C. de N. 


N=1x10+4x10%+6x10%+4x107+1 
3 2 1 
nod ra 103 ox 107 +4 103) +1 
> N=14641 0 


Si 10=k, entonces 
N=14641,=/ +47 46k7+4%+1 


N=(k+D* 

N=1001'=(7x11x19' 

N=7x111x13* p.C. 
Luego, 


CON=065)=1 25 
CD(simples)=1+ CD(primos) =4 
3 
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» Recuerde 


Co(M=CD(simples) + CD(compuestos) 


> 125=4+CD(compuestos) 
. CD(compuestos)=121 


Problema 24 
Señale el valor de verdad de las siguientes pro- 


posiciones: 

1. La mayor potencia de 6 contenida en 120! 
es 6%, 

IL. Si Ves un entero positivo impar, entonces 


9) =9(2N) 
III. Al dividir 462X20! entre 23, se obtiene 1 de 
residuo. 


Resolución 

Il. Falso 
1201=22x32x5%X... D.C. 
Como a > b, solo podremos formar 
1201=(2x3)x2%Px 50 x... 
Entonces el exponente de 6 solo depende 
del valor que tome b. 


12013 
(40,13 
43 


> b=404+134+4+1=58 


3 


[OJER 


Bob lo tanto, la mayor potencia de 6 conte- 
nida en 120! es 6% 


M. Verdadero 


Por propiedad, si 2 y N son PESI 2 a 2, en- 
tonces 


9N= 4D) AN =0V) 
1 


TIL Falso 
462 x20!=221 


21x22 


Por teorema de Wilson, 
como 23 es primo 


> (23-1)!=23-1 
221=23-1=23+22 


Por lo tanto, al dividir 462x20! entre 23, se 
obtiene 22 de residuo. 


Problema 25 
Halle la suma de las 4 últimas cifras de 2045%% 


luego de expresarlo en el sistema ternario, 


Resolución 


Tenemos que 


2045%2=x-.abedy=(3')+abcd, 


Por teorema de Euler 
e 81=3* p.C. 

0(81)=3%(3-1)=54 
+ 20y81 son PESI 


208141 
> 20(20"x20* 
(8141) "x400 
—(8i+1)(81+76) 
-81+76 


Reemplazamos en (5. 
81+76=81+abcds 
=> abcd¿=76=2211l3 
Luego, 
a+b+c+d=6 
Por lo tanto, la suma 
fras es 6. 


dr 
artimas 
delas cuatro últi 


Estudio delos divisores enteros positivos de un número 


Test 


- Señale la secuencia correcta de verdad 
(V) o falsedad (F) de las siguientes propo- 
siciones: 

I. Los únicos números consecutivos que 
son primos son el 2 y el 3. 

IL La única terna de impares consecuti- 
vos que son primos son 3; 5 y 7. 

Il. Siab es primo, entonces la suma de los 
valores que puede tomar b es 15. 


Si aa y 30 son primos relativos, calcule la 
suma de los valores que puede tomar a. 


A 8 
D) 20 


B) 13 C) 15 


E) 25 


Si la suma de los divisores de N es 31, halle 
la suma de los valores que puede tomar N. 


A) 16 B) 31 O 40 
A) VVV B) VFV C) VFF D) 47 E) 65 
D) VVF E) FVF 
Halle la suma de los divisores simples de 
. SeaA=nY(n+1)Gn+1)* D.C. 105105. 


Halle la suma de los divisores simples de A. 


A 5 
D) 18 


B) 16 E) 17 


E) 20 


- ¿Cuántos números primos de dos cifras 
existen? 


AS 


A) 36 
D) 47 


B) 37 O) 40 


E) 48 


Calcule la cantidad de enteros positivos 
que son menores o iguales que 1000 y PESI 
con 1000. 


» a sd E dos A) 225 B) 360 C) 399 
" El 2 D) 400 E) 401 
| td más %. Señale la secuencia correcta de verdad 
ic e (V) o falsedad (F) de las siguientes propo- 
di siciones: 
-y a sl hol L SeaNeZ* 
dl SD(W)=SD(simples)+SD(compuestos) 
e que na; ab; ba y a9 son primos relativos. 
Ás(n- 
DS p.C. IL. Si A, B y Cson PESÍ, ns 
"os divisores compuestos tiene A? 9(AXBXC)=0(4)x9(B)X 
A 
D E B) 32 O 34 A) VVV B) VFF El dd 
E) 36 D) VVF 


De 
M2as5.3 5 El cu 7 eso ol Claves 
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Problemas propuestos 


Nivel básico 


El lado mayor de un triángulo mide 60 m. 
¿De cuántas formas diferentes se puede 
dividir dicho lado, de tal manera que las 
partes tengan longitudes iguales, que sean 
enteras y medidas en centímetros? 


O 12 
E) 40 


A) 10 B) 11 


D) 39 


Señale la secuencia correcta de verdad (V) 

o falsedad (F) de las siguientes proposicio- 

nes: 

I. Todo número entero positivo tiene al 
menos un divisor compuesto. 

Il. El6 es un número perfecto. 

111. 581 es un número primo absoluto, 


A) VVF 
B) FVV 
C) FFV 
D) VFF 
E) FVF 


La suma de tres números primos absolutos 
es 146 y la diferencia de dos de ellos es 99. 
Halle la suma de divisores de la suma de 


los dos menores primos absolutos mencio- 
nados. 


A) 56 
D) 104 


B) 78 O 84 


E) 124 


Halle el residuo que se obtiene al dividir el 
producto de los abc primeros nú; 


Mer la 
Mos entre 204, OSph 


A) 10 
D) 24 


B) 102 05 


E) 18 


5 


Sean 

A=(a-2) xax(a+2) D.C. 
B=-9'xM-0""xMDD De. 
Halle la suma de divisores simples de 4 más 
la cantidad de divisores compuestos de p. 


A) 40 
Dz 


B) 56 O 7 


E) 72 


La cantidad de divisores de 48” excede ala 
cantidad de divisores de 45” en 60. Halle la 
cantidad de divisores impares de 48"x45", 


C) 96 
E) 126 


A 75 
D) 104 


B) 84 


Si A=20"x15" tiene 60 divisores pares, ha- 
lle la suma de divisores de A que son PESI 
con 125. 


C) 403 
E) 2418 


A) 144 B) 208 


D) 720 

13 
De los 180 primeros números enteros po 
tivos, ¿cuántos son PESI con 48? 


y 5% 


B) 45 
d E) 9% 


A) 30 
D) 60 

4 mos 
¿Cuántos números de dos cifras sonP 
relativos con 360%? 


2 
A) 18 yá y 
D) 36 E) 
rendidos 
10, ¿Cuántos números enteros e con 3% 
entre 350 y 1500 son primosTe2 
) 613 
q 2. ge 


cAPiTULO VIII 


11, Halle el residuo que se obtiene al dividir la 
suma de los cuadrados de los primeros 600 
números primos entre de 


po B) 1 O) 2 

D) 3 E) 4 
12, Sean 

A=15%+1 x 25% aeZ* 

B=9250+! xg 


Sila CD(A) excede a la CD(B) en 25, deter- 
mine la cantidad de divisores compuestos 
que tiene AXB. 


A) 93 
D) 157 


B) 112 O) 117 


E) 158 


2 

1 SeaA=a(b+1) xa(b=D) xa(b+5) D.C. 
Halle la suma de los valores que puede to- 
mar la suma de divisores simples de A. 


A) 172 
D) 164 


B) 144 C) 152 


E) 174 


U. Sea V=195%x210 


SIVk 6 
cs liene 2690 divisores compuestos, halle 
4 Suma de divisores de ba. 


A) 68 


B) 72 
D) 110 


C) 84 
E) 144 


¿0 
e de los divisores de 324 000 son 
les por 6 y 8 pero no por 10? 


At 


dy DR 


O) 18 
E) 30 


N Sta N=a8 xo? 


SiNtie x3%  D.C. 
, ne O 
No 68 divisores compuestos y ningu- 


e ell > 
95 es 27, halle la cantidad de divi- 
Pares que tiene N. 


Estudia Y 
pl delos CIMEJES enteros ADSItiVos de un núme: 
dl (») 


A 12 
D) 20 


B) 15 O 18 


E) 21 


Si A 
i a, b y c son números primos, tal que 


ps +ac=99, halle la mayor diferencia entre 
yc. 


A 5 
D) 23 


B) 1 O 19 


E) 29: 


¿Cuántos números de 2 cifras son PESI 
con 21? 


A) 47 
D) 51 


B) 48 C) 50 


E) 54 


Se tiene que N=34?434% 
¿Cuántos divisores propios tiene N? 


A 1 
D) 35 


B) 19 C) 23 


E) 39 


¿Cuántos números compuestos se expre- 
san en base 6 con 3 cifras y en base 9 con 
2 cifras? 


C) 34 
E) 36 


A) 30 
D) 35 


B) 33 


Nivel intermedio 


“1. Los hermanos Daniel, Olga, Juan y Gladys 


tienen edades diferentes, las cuales se re- 
presentan por los números primos a, b,cy 
d, respectivamente, siendo Juan el menor 
y Olga la mayor. Halle la edad de Olga si Se 
sabe que 
+ axb+cxd=153 
+ la suma de las €: 
nores es 18 años. 


dades de los tres me- 


€) I7años 


B) 13 años 
E) 23 años 


A) ll años 
D) 19 años 
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0ñ 
Z0. 


san en 


el sistema cuaternario como abbba? 


A) 1 B) 2 a 3 
D) 4 E) 5 
92, Sea S=ab+2xaD+3xab+... +10 X ab 


Si S tiene 27 divisores propios, halle la 
suma de divisores compuestos de ab. 


C) 64 
E) 125 


A) 62 B) 63 


D) 124 


4, Sea A=12%x20"*1x30"+% ne z* 


Si A tiene 837 divisores que no son primos, 
¿cuántos divisores de A son cuadrados per- 
fectos impares? 


C) 30 
E) 56 


A) 16 
D) 42 


B) 24 


/3. N es el menor entero positivo que tiene 29 


divisores propios y es divisible por 21. Halle 
la suma de sus divisores propios. 


A) 2040 
D) 3016 


B) 2216 C) 2612 


E) 3223 


El producto de divisores de Ves 31% x 6210, 
¿En cuánto excede la cantidad de divisores 
cuadrados perfectos de N a la cantidad de 
divisores cubos perfectos de N? 


n 4 
D) 9 


B) 6 08 


E) 10 


. Si 2a, (2b)b6 y 30% son primos relativos, 


calcule la suma de valores que puede to- 
mar a. 


AN 13 
D) 22 


B) 16 O) 17 


E) 25 


28. ¿En cuántos ceros termina el 1001 
se representa en el sistema de Numeració 
de base 24? j 


Cuando 


A) 48 
D) 36 


B) 45 C) 40 


E) 32 


20. Para la elaboración de una maqueta se tie- 


e 


|. Si un número impar disminuy' 


ne que diseñar un techo con forma de un 
polígono regular de no menos de 5 lados. 
Si el perímetro del techo debe ser 36 my 
cada lado debe medir una longitud entera 
en centímetros, ¿cuántos diseños diferen- 
tes se pueden realizar de dicho techo? 


c) 21 
E) 2 


A 19 B) 20 


D) 25 


29. Sea A=18"*2+18%n6Z* 


Si A tiene 90 divisores que son 65, ¿cuántos 
divisores de A son PESI con 80? 


0) 15 


B) 12 
E) 20 


A) 10 
D) 18 
9 
e en sus; 
e 20 dió 


ámero que tie 
un núm bes como 


ántos diviso 
er el primer 


se obtiene 
sores propios. ¿Cu 
máximo puede ten 
mencionado? 


g 2 
10 
5 s úl g) 2 
A 
. Sea A=2X 1302413" ¡nel a cbr 
39, a 
Si A tiene 8 divisores que e cod 15) 
divisores de A $0N primos re 
ag? 
An 6 B) 8 gr 
D) 10 


— 


CAPÍTULO VIII 


3 sea A=(n- xa! xnxbn"  D.C. 
. si A tiene divisores que terminan en cero, 
halle la suma de divisores del mayor valor 


que toma a+b+n. 
yu B) 18 0) 24 
D) 28 E) 31 


Y, Si mn(2M)Qn) tiene 29 divisores propios, 
halle la suma de divisores de mn. 


A) 120 
D) 60 


B) 104 O 9 


E) 54 


35. N=1111000...0; tiene 30 divisores que son 
PESI con 104. ¿Cuántos divisores de N no 
terminan en cero? 


A) 54 
D) 96 


B) 68 O 84 


E) 112 
3, SeaN=abab, 


Halle la suma de cifras de N si se sabe que 
tiene 14 divisores propios. 


Da 


B) 6 
D 4 ' 


C) 10 
E) 16 


YE he 
io Positivo N tiene 3 divisores sim- 
, SU Taf: A ivi 
SU raíz Cuadrada tiene 23 divisores 
Propios y sy cy 


ompues adrado tiene 270 divisores 
05. ¿Cuántos divi 
OM Primos? os divisores de N no 

As 

Das  D5 C) 74 

E) 76 

Y ¿Cuántos és 
1 ue ros enteros positivos impa- 


SO 
Mos relan.. ENOTES que 21000 son pri- 
vOS con 3157 


Ñ 3629 


3 3640 Cc) 4200 


E) 4800 


Estudio de Jos diWisores enteros positivos de un número 


v. En la tabla de divisores de un entero po- 


sitivo N que tiene 8 divisores propios, la 
suma de los términos de la diagonal que 
contiene al 1 es 1123. Halle la suma de los 
divisores compuestos de N. 


AN 640 
D) 1728 


B) 1714 O) 1715 


E) 1729 


4%, Sea N=8"x25%; (a; by cz 


pas 


Si se multiplica N por 5, su cantidad de divi- 
sores aumenta en 10; en cambio, si se divide 
N entre 4, su cantidad de divisores disminu- 
ye en 10. ¿Cuántos divisores tiene N? 


A) 20 
D) 50 


B) 35 C) 48 


E) 60 


|. Sea N=abababz 


Halle la suma de divisores de N si ab es un 
número primo. 


A) 1344 
D) 728 


B) 1232 C) 784 


E) 364 


12, Sea N=12x132x30"*2 


Si NV tiene 1315 divisores compuestos, halle 
la cantidad de divisores de N que son 20 y 
PESI con 63. 


O) 75 
E) 108 


A) 48 
D) 84 


B) 64 


Nivel avanzado 


El mayor numeral abcd es múltiplo de 16 
pero no de 32, además, es múltiplo de 9 
pero no de 27. Halle la suma de los diviso- 
res impares de abcd si a+c=b+d. 


0) 864 
E) 936 


A) 772 B) 822 


D) 901 
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44, Señale la secuencia correcta de verdad 
(V) o falsedad (F) de las siguientes propo- 
siciones: 

L aby +2xab) son primos relativos. 

II. Sia, b y c son PEST, entonces 
yla xb xc)=0(a) x 0(0) xo(c) 

III. Hay 40 números enteros positivos que 
son menores o iguales a 100 y PESI 


con 100. 
A) VVV B) VVF C) VFV 
D) FFF E) FVV 


1%. N esla raíz cuadrada del producto de todos 
los enteros positivos menores que 1000, 
que tienen 4 divisores propios. Halle la 
suma de los divisores impares de N. 


A) 248 
D) 1025 


B) 403 O) 741 


E) 1729 


. Sea N=1003003001 
Halle la cantidad de divisores propios de N. 


A) 26 
D) 63 


B) 27 C) 28 


E) 64 


Ntiene 2 divisores propios, y la suma de los 
números enteros positivos que son meno- 


res o iguales que N y PES] con N es 6655. 
Halle la suma de divisores de N. 


A 13 
D) 11 


B) 31 C) 57 


E) 133 


“2, Exprese (101? en el sistema de numera- 


ción de base 23 y dé como respuesta la 
cifra de menor orden. 


A 1 
D) 9 


B) 4 O 7 


Eu 


368 


. Exprese 37462 


y dé como respuesta la suma de SUS tres 
últimas cifras. i 


en el sistema heptanari 
lo 


N6 
D) 12 


B) 7 08 


E) 4 


Halle el residuo que se obtiene al dividir 
(630% entre 97. 


A) 1 B) 3 C) 13 
D) 43 E) 96 

ha 
seas=2432 451474104134, Si 


130 sumandos 


S 
Exprese S en el sistema duodecimal y dé | 
como respuesta su cifra de menor orden. 

| 


A) 0 B) 1 03 
D 7 E) 9 
N 
Sean A=45X63! 
B=19X63! 
C=A+B 
D=1004+36B 3 
s anti 
si C tiene k divisores, determino a 
dad de divisores de D, en función 
17 
1 34, (es) E 
A) pe B) Sí 
E) z 
= 3l 
—k 
el 33 
a A 
nn y 50 ana 
Se sabe que si el mayor y le ¡asun 
base 13, termina en! e , A 
de los divisores simples 
¿e 
Ez es 
A) ccas B) bcas guáb 
D) 244 


ÍN 
3 ÑO 

Máximo común divisor 
y mínimo común múltiplo 


Raúl Flores Rivero 


; 
Euclides 


o 


CAPÍTULO IX 


MÁXIMO COMÚN DIVISOR Y 
MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO 


Objetivos 
+ Reconocer los diferentes métode 
positivos, 


* Analizar las diferentes pr 


* Aprender a resolver los diferentes probti 
MCD y MCM. 


Introducción 


Constantemente hacemos cálculos Para obtener las dimensiones de un terreno, de una pieza me- 
Cánica, d 


£ Una caja, etc.; encontrar las veces que coinciden las visitas periódicas de dos personas 
aun determinado lugar; el volumen que debe 


tener un recipiente como máximo para que al vaciar 
*n ellos un vor 


da umen de líquido no sobre ni falte líquido; entre otros. Todo ello surge por la necesi- 
dde obtener el menor costo Posible, de evitar que haya desperdicios o, en todo caso, que este 


Sea i E 0% 4 6d 
Mínimo, con la intención de que en ciertos cálculos los resultados sean enteros. 
Porejemplo: 


S a um 
se desea colocar losetas en el piso de una determinada sala, para esto se debe diseñar losetas 

a dimensiones Sean tales que no haya la necesidad de cortar las losetas, o estos cortes 
San mínimos, 

Diseñar ca ] ] 
lor a (generalmente cúbicas) que puedan almacenar objetos como jabones, cajas de 
a y $ 

5, etc,, tales que puedan contener la mayor cantidad de artículos posibles. 


¡COntr, e A E 
Menor S en dimensiones adecuadas en las cuales se debe dividir un terreno para obtener la 
anti . 

tidad de lotes sin que sobre terreno. 


eSEn d . se 
"a Capítulo estudiaremos de qué manera se relacionan estas cantidades y los procedi 
"COS y Prácticos q 


O. evaluar ue nos permitan dar solución a estas s]Igaciones co 
Midados Pt los hechos de los que se desea obtener un divisor común is ar 
to ; nd6 este el mayor Posible, así como también ubicando un múltiplo 

'ades, siendo este el menor posible. 


Ste e, 


Mago 


O S se itivos; sin 
jsi tema E y MCM nos limitaremos a trabajar para números enteros positivos; 


ñ CD y MCM se Puede extender a los números enteros. 
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1» MÁXIMO COMÚN DIVISOR (WMICD) 
de divisibilidad se definió lo que 


En el capítulo 
úmero, por ejemplo, 


significa el divisor de un mi 
3 es divisor de 12. Hay situaciones de la vida 
cotidiana que involucran a dos o más canti- 
dades y que se pueden resolver sin dificultad 
alguna, encontrando un número que sea divi- 
sor común de dichas cantidades y que sea el 


mayor de ellos. 


Ejemplo 
La señora Nilda tiene 300 monedas de 1 


sol, y la señora Rosa tiene 400 monedas de 
1 sol. Ambas desean cambiar sus monedas 
por billetes de una misma denominación y 
de mayor valor posible. Veamos cuántos bi- 
lletes de dicha denominación tendrán cada 
una si hay solo billetes de S/10, S/20, S/50, 
8/100 y S/200. 

Notamos que la señora Nilda podría cambiar 
por billetes de S/10; S/20; 5/50 o S/100, pues 
estos son divisores de 300. La señora Rosa 
podría cambiar por billetes de S/10, S/20, 
8/50, $/100 o 5/20, ya que estos son divisores 
de 400. 

Como ambas desean cambiar por billetes de 
la misma denominación y de mayor valor posi- 
ble, entonces elegirán aquel billete cuyo valor 
sea un divisor común de 300 y 400, y que sea el 
mayor de ellos. Es decir, cambiarán sus mone- 
das por billetes de 5/100. 

A este valor 100 se le denomina MCD de 300 
y 400. 

» n.” de billetes obtenidos por Nida=30=S 


» n.* de billetes obtenidos por Rosa= 2004 
100 


1. DEFINICIÓN 
Dado un conjunto de números enteros positi- 
YOS, el máximo común divisor (MCD) de estos 
números es un número entero positivo que 
cumple las siguientes condiciones: 


372 


» Debe ser un divisor común de dicho: 
meros. S Mú- 
+ Debe ser el mayor de los divisores comune 
S, 


Ejemplo 
Sean los números 36; 24 y 60. 


Los divisores de 36 son 
D,O, O, O, O, 9, (2, 18 y 36 
Los divisores de 24 son 


1,0,9,0,0,8 | y 24 


Los divisores de 60 son 
1,0,9,0, O, 10, (2, 19, 20, 30 y 60 


Se observa que los divisores comunes de 36, 


24, y 60 son 1,2, 3,4, 6y 12. 
Entonces podemos decir que el mayor divisor 
común es 12. 

MCD(24; 36; 60)=12 


»» Observación : 
, uno de los números $e puede eY 
, de su MCD POr 


actores siemple 


como el produce 


- dichos la 


actores; 
10s entre sí (PES) 


leben ser prin 


10s número? 


ucD. 


as, cada UNO de 
de su 


»  Adet 
siempre $0n múltiplos 


7 as de 12 
+ Veamos los divisores 


46y 12 


Lueg 
cas Comunes . 
divisores Comur Jolie 12 


de 36; 24y 60 


n los números A,B,C,D, ... en- 


: ai que si MCD(A; B; 6 D;...)=d, 
rin afirmar las siguientes propiedades: 
E d es el mayor divisor común de A, B, 
C,D,« 
2, A=dk 
B=dp Los factores k,P. q, 1 <= de= 
O rc PEs, 


D=dr 


3, Cada uno de los números, A, B, C, D, ..., 
siempre son múltiplos de su MCD. 


H————— 


(divisores comunes 


| deAB,C,D,... ) Lo su 


GiviSores 


Aplicación 1 

s el máximo común divisor de 3 números en- 

2 Positivos es 360, determine la cantidad de 
Sores comunes de dichos números. 

Resolución 


Sean los má 
meros A, B y C, i 
MCD(A,8,C)=360, y C, tal que si 


Entonces tenemos 


Cantidad de divisores 
Comunes de ABycC ] ADO 


Luego b, 
ask; 
de36o, ará calcularla cantidad de divisores 


lanto, la Cantida 
"Ces %. ad de divisores comunes 


Máximo Comun aviso y:minimo:comun;¡multiplo 


Aplicación 2 

Si el máximo común divisor de 2 números en- 
teros positivos es 120, determine la suma de 
las inversas de los divisores comunes de di- 
chos números. 


Resolución 
Sean los números A y B, tal que si 
MCD=(A; B)=120 


Entonces tenemos 


lesa de las inversas de los 


=SID(120 
divisores comunes de A y A á 


Bastará calcular la suma de las inversas de los 
divisores de 120. 


120=2x3!x5! D.C. 


En primer lugar, calcularemos la SD (suma de 
divisores). 


2-03 -1/5?-1 
sD(120)=| 2-1 3-1 5-1 
SD(120)=360 


Entonces 
SD(120) _ 360 _2 
SID(120)= 120 120 


Por lo tanto, la suma de las inversas de los divi- 
sores comunes de 120 es 3. 


Aplicación 3 
Si el MCD(ab; 72)=18, calcule la suma de los 


valores que toma ab. 
Resolución 
Se tiene que 


mcD(ab; 72)=18 
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Entonces 


ab=18k | kv 1 deben ser PESI 
72=18.4| esdecink=2 


Ahora tenemos 
ab=18k 


Entonces 


Luego, 
18+54+90=162 


Por lo tanto, la suma de los valores de ab 
es 162. 


Aplicación 4 

Sean A y B dos números enteros positivos cuyo 
máximo común divisor es 18. Si la diferencia 
de los cuadrados de A y B es 2268, calcule A+B. 


Resolución 

De los números A y B se sabe que 
MCD(A; B)=18 (D 
A?-B?=2268 (1D 


De (1) tenemos 


A=18kR 
B=18p|' y p son PES! 


Reemplazamos en (II). 
(182)? (18p)?=2268 
324k?-324p*=2268 
Rp?=7 


> (R-Pe+p)=1x7 


Es decir, k=4; p=3 
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Entonces 
A=18x4=72 
B=18x3=54 


Por lo tanto, el valor de A+B es 126. 


Aplicación 5 

Si el máximo común divisor de los números 
aba y caa es 35, calcule la suma de los valores 
de a+b+c. 


Resolución 

Se tiene que Es 
McD(aba; caa)=35 

> aba=35 » caa=35 

Se observa que a=5. 

Aplicamos el criterio de divisibilidad por Y: 


15+3b=7 » 2c+20=7 


b=209 n c=4 
Luego, 
5+2+4=11 
a+b+c= 
NX 5+9+4=18 
geatb* 
Por lo tanto, la suma de los valores 
es 29. 
Aplicación 6 copien con 
¿Cuántas parejas de nm d 190 
que su MCD sea 12 y su suma s 
comple 


Resolución . 

Sea A y B la pareja 

tal condición, €5 decir: 
mcp(a; B)=12 
A+B=180 


de númeroS q 


De (1) tenemos lo siguiente:. 


At0R ky p son PESI 
B=12p 
Reemplazamos en (ID. 
12k+12p=180 
k+p=15 
Luego, 


ME Tala] 
Jafa]r [s]0 [80] 
ls |n|e| [7] 1 2l1 


Havd parejas Estas solticiones se 


paraleyp. — quelas anteriores, 


se considerar. (ter 
que cuando 
no intere 


Es decir, para A y B también habrán 4 pares de 
números que cumplen las condiciones. 


Por lo tanto, hay 4 parejas de números que 
cumplen tales condiciones. 


Aplicación 7 

Se desea dividir 3 barras de acero, cuyas longi- 
tudes son 12m; 18 m y 15 m, en trozos de igual 
longitud, siendo esta la mayor posible. ¿Cuán- 
los trozos se van a obtener? 

Resolución 

Se tiene lo siguiente: 


LaTaT ... d | (12m) 


A ET (15m) 


AU 13 (18m) 


Supo; 
Di "amos Que dividimos en trozos de d m. 


gr 
a se Puede observar que d debe ser 
sere. Mún de 12; 15 y 18, y como debe 
yor Posible, entonces 
, aa; 15; 18) 


Máximo común divisor. y mínimo común múltiplo: 


Luego, 


naci 12 15 18 
que se obtiene Ni 


Por lo tanto, el número de trozos que se obten- 
drá será 15. 


Aplicación 8 

Fabrizio tiene 20 canicas de color verde, 30 de 
color azul, 40 de color celeste y 60 canicas de 
color rojo. Si las quiere poner en bolsas, de tal 
manera que haya igual número de canicas del 
mismo color en cada bolsa, ¿cuántas bolsas 
obtendrá si esta cantidad es la menor posible? 


Resolución 
Graficamos. 


p bolsas q bolsas r bolsas 


Sea n el contenido de cada bolsa. 

Se observa que n debe ser un divisor común 
de 20; 30; 40 y 60; además, como se quiere ob- 
tener la menor cantidad de bolsas, n debe ser 
el mayor posible. 


n=MCD(20; 30; 40; 60) 


n=10 
n.? de bolsas)_20 30,40 60_,g 
en total 10 10 10 10 


Por lo tanto, el número de bolsas que obtendrá 
es 15. 


1.2. IDENTIDAD DE ÉTIENNE BÉZOUT 
Sean A y B dos números enteros positivos. 

Si MCD(A; B)=d, entonces existen enteros x e 
y, tal que 


(combinación lineal) 
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Ejemplos 


+ MCD(20; 15)=5 => 5=20(0+1506D 
x y 
+ MCD(18;27)=9 > 9=18(2)+27( 


1) 
=- 


»» Nota 
Cuando A y B son PESI se « umple la bicon- 
MCDLA: 8)=1 si y salo si 


dicional, es decir 


existen enteros y e y. tal que 


| I=Ax+B) 


El matemático griego Euclides (365-300 a.n.e.), 
en su libro Elernentos, describió un método efi- 
ciente para calcular el máximo común divisor 
de dos números. 

El algoritmo se basa en el siguiente principio: 
“En caso de una división inexacta de dos nú- 
meros, el máximo común divisor de esos dos 
números es igual al máximo común divisor del 
menor de los números y el residuo por defecto 
o exceso de la división entre ambos números”, 


Es decir, sean los números A y B. 


A|B 


2 


(división inexacta) 
ñ 


0O<r<B 


Se cumple que 


MCD(B; 1.) =MCD(r 14) | 


| MCD(A; B)=MCD(B; 


donde 


-  r¿:residuo por defecto 
: residuo por exceso 


Ejemplos 


+ Sean los números 300 y 80. Dividamo: 
bos números. id 


Por defecto 


Por exceso 
300 | 80 200 80, 
60 3 20 4 


Se observa que 

-  MCD(300; 80)=20 
-  MCD(80; 60)=20 
-  MCD(80; 20)=20 
-  MCD(60; 20)=20 


Luego se tiene que 
MCD(300; 80) =MCD(80; 60) =MCD(80; 20) 
=MCD(60; 20) 
+ Veamos cómo se calcula el MCD de 261 
221 por el método de algoritmo de Euclides. 


Realicemos las siguientes divisiones Por 


defecto: 
286 1221 -, MCD(286; 291)=MCD(221;6%) 
65 1 
26 
gal 115. MCD(22;65)=MCD(65:20 
26 3 | 
13) 
05128. mont6s; 26)=MCDS: 
. ' ter 
Como la división €5 exacla, 
E e mina el procedimiento 
ul MCD(26; 13)=13 
MCD(286; 921)=13 | 
0 se psa! 


cedimient 


Para sistematizar este pro! 
siguiente esquema: 


_ 
cocientes 


residuos 
E 


CAPÍTULO!IX 


licación 9 
Es Je el MCD de 12 662 y 6058. 


Calcul 
Resolución ] 
El esquema es el siguiente: 
cocientes | 10 | 2 
12662 | 6058 | 546 52 | 26 -ucp 
residuos | 546 * T2610 
Lo] 
la tercera — cuarte 


primera 
división división división división 


+. MCD(12 662; 6058) =26 


» Nota 
Este método de las di 


Usa generalmente cuando los 1 


considerablemente grandes 


Las divisiones sucesivas no solo se pueden ha- 
Cer por defecto, sino también se pueden hacer 
Por exceso, 
Ejemplo 
Calculemos el MCD de 1026 y 852, usando las 
divisiones por defecto y también por exceso. 
Procederemos de la siguiente manera: 
13 división (por defecto) 
1026 | 852 
174 3 


22 división (por exceso) 
852 174 


Máximo común divisor y/mínimo: común'múltiplo 


En el siguiente esquema se resume el procedi- 
miento anterior: 


cocientes| 1 5 | 10 |-3 


1026 852 174 18 6 


residuo | 174 | 18 7 


1 división 


por por 


defecto exceso exceso 


Aplicación 10 

Al calcular el MCD de 2 números mediante 
el algoritmo de Euclides se obtuvo 3;1;2y2 
como cocientes sucesivos. Si la suma de los 


residuos es 120, calcule la diferencia de dichos 
números. 


Resolución 
Sean los números A y B, tal que MCD(A; B)=d. 
El esquema sería el siguiente: 


[3 | 1/1 2]|2 
26d 7d ¿Enco 
(4) | (B) | 5d , 2d A d 
| sa “| 22 a“ o 
Entonces 
A=26d 
B=7d 


Por dato tenemos lo siguiente: 
(suma de los residuos)=120 
8d=120 
d=15 
> A-B=26d-7d 
A-B=19d 
A-B=19(15)=285 
Por lo tanto, la diferencia de dichos números 
es 285. 
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Aplicación 11 

Dos números suman 208 
por el algoritmo de Euclides los cocientes 
fueron 3; 1; 3; 3. Calcule el MCD de dichos 
s si la penúltima división se realizó 


y al calcular su MCD 


número. 
por exceso. 


Resolución 

Sean los números A y B, tal que MCD(A; B)=d. 
El esquema sería el siguiente: 

0 0 3 


4ld ld e 
| ¡2 pa á d -Euco 


ga l 3d d 


penúltima 
división 
(por exceso) 
Entonces 
A=4ld 
B=1ld 
Por dato tenemos 
A+B=208 
52d=208 
d=44 
MCD(A; B)=44 


Aplicación 12 

Al calcular el MCD de a(a+1)a y (a+1)b1 por 
el algoritmo de Euclides se obtuvo como co- 
cientes 1; 3 y 2. Calcule a+b. 


Resolución 
Sea d el MCD de dichos números. 


9d 1 | la 


Luego, podemos decir que 


(a+1)b1=9d a ala+la=74 
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Aplicando el criterio de divisibili 
ilid 
nemos Pes 


ala+Da=7 
2 3 


A 


2a+3a+3+a=7 > 6a+3=7 3 3 


Luego, 
343=7d => d=49 
Reemplazando en 
(a+1)b1=9d=9Xx49 
(a+Db1=441 > b=4 


Por lo tanto, el valor de a+b es ve 


¡EDADES DEL MCD 


Dado un conjunto de números enteros posili- 


vos A,B,C,D, ... 
A, B,C,D, ... son primos entre sí (PES) 


si MCD(A; B; C;D; ...)=1 


si y solo 


Ejemplos 
+ 8yl5son PESI, entonces 


en común es la unidad. 
MCD(8; 15)=1 


el único divisor 


tad divi- 
+ 15;21 y 35 son PESI, entonces el único j 
sor en común es la unidad. 
.091:35)=1 
MOCD(15; 21; 35) . coat 


+ MCD(JO1; 98)=1, entonces lO 


101 y 98 son PESI. 


Aplicación 13 
Si el MCD(W; N+l; 
cantidad de divisores deN. 


Resolución acoja 
Sabemos que Ny N+1 son o y, esto cr 
tivos, entonces N Y +1 50 ea PES esde 
que el conjunto N,N+1 y2N5 


MCD(N; N+1; 251 


Luego, ó 
v-39=1 > N'=400 
N=20 
N=2x5! D.C. 


> 0m=0+Dd+1D=6 


Porlo tanto, la cantidad de divisores de N es 6. 


Aplicación 14 
Calcule el máximo común divisor de los nú- 


meros ab y la(b+1). 


Resolución 
Se tiene 


ab a la(b+1) 
pasao! 


ab+101 


Podemos iniciar indicando que ab y 101 son 


PESI, entonces ab y ab+101 también son PESI 
(por propiedad). 


Luego, 


db y la(b+1) son PESI 
% MCD(ab, Ta(b+1)=1 


Propiedad 2 
Dado un conjunto 


YSA,B,CD de números enteros positi- 


In divisor común del res- 
nces el máximo común 


ÁSOr de 4 Ñ 
Més »B,C,D, ... es igual al menor de los 


San los nú 
Pes m 
divisor de eros 15 y 45. Como 15 es un 


d 5, entonces MCD(15; 45)=15. 

<210S núm S 

1 Sros 12; 48 y 60. Como 12 
4; 43, 


común de 48 
:60)=19. y 60, entonces 


Aplicación 15 
Calcule el máximo común divisor de 
7; abcabc; abO, y b00b. 


Resolución 
Se observa lo siguiente: 


+ abcabc=7 . ab0,=7 


-  b00b=7 


Entonces se tiene que 7 es un divisor común 
de abcabc; ab0, y bO0b. 


MCDÍ7; abcabc; ab0,; b00b)=7 


Aplicación 16 

Si el MCD(W+2; N+8)=48-N, calcule la suma 
de todos los números menores que N, PESI 
conN. 


Resolución 
Se tiene que 


MCD(N+2; N3+8)=48-N 


Sabemos que A+8=(N+2)(N?-2N/+4), enton- 
ces podemos decir que N+2 es un divisor de 
N48. 
MCD(N+2; N+8)=N+2=48-N 
2 =46 
N=23 
Entonces 


. suma de todos los ) 23x0(23) 


2 


_23x22 
2 


=253 


úmeros menores que 
23 y PESI con 23 


donde q(23) es el indicador de 23 


Por lo tanto, la suma de todos los números me- 
nores que 23 y PESI con 23 es 253. 
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2» MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO (IVC) 

En el capítulo de divisibilidad se definió lo que 
significa múltiplo de un número, por ejemplo, 
15 es múltiplo de 3 (15=3). 


Hay situaciones de la vida cotidiana que invo- 
lucran a dos o más cantidades, las cuales se 
pueden resolver sin dificultad alguna, encon- 
trando el menor número que contenga a cada 
una de dichas cantidades. 


Veamos el siguiente ejemplo: 

En el terminal de buses interprovinciales salen 
buses rumbo a Piura cada 5 horas; rumbo a 
Cajamarca cada 6 horas; y rumbo a Tumbes 
cada 10 horas. Si a las 8 de la noche de deter- 
minado día coinciden en salir los buses hacia 
las tres ciudades, ¿dentro de cuántas horas 
volverán a coincidir en la hora de salida otros 
buses hacia las tres ciudades? 


Gráficamente. 


a, a 


oo a Y 


7 Wnhoras 
a, 
on SM 


3 p.m 


L_ coinciden 


en salir 


Es necesario encontrar el número de horas 
que debe transcurrir para que vuelvan a coin- 
cidir los buses en salir. Esta cantidad debe ser 
un número múltiplo de 5; 6 y 10 a la vez, en- 
tonces buscamos el menor múltiplo común 


diferente de cero, dado que el cero no tiene 
valor alguno. 


+ 5:5,10,15, 20,25, (80) 35,... 
+ 6:6,12,18, 24,60, 36... 
» 10:10, 20, (80, 40,... 


Se observa que el menor múltiplo co, 
Esto indica que los horarios de los 
que coincidan a la hora de salir 
pués de 30 horas. Además, Pode 
el número de buses que saliero, 
dad en ese tiempo. 


Mún es 3p, 
buses Para 
Ocurre des. 
'MOs calcular 
IN a Cada ciy. 


A este valor 30 se le denomina MCM de 5, 6 
y 10. 


Para Piura: Bo buses 
< 30 
Para Cajamarca: > buses 


Para Tumbes: —=> buses 


Dado un conjunto de números enteros positi- 

vos, el mínimo común múltiplo es un número 

entero positivo que cumple las siguientes con: 

diciones: 

« Debe ser un múltiplo positivo Com 
dichos números. sido 

+ Debe ser el menor de los múltipl 
munes. 


ún de 


s CO” 


Ejemplo 
Sean los números 6, 10 y 15. 


Los múltiplos Z* de 6 son 


6, 12, 18, 24, (60, 36, 42, 4 Eo 


Los múltiplos Z*de 10 son 
0, 
10, 20, GO), 40, 50, (60, 70, 8 


Los múltiplos Z*de 15 502 


15, 60, 45, 6D, 75, 105 +" 


ge 
los comunes 
p! O: 


ti 
Observamos que 10S pe 
10 y 15 son 30, 60, 90, 120, -- 


mom6; 10; 15)=30 


—Ñ 


» observación 
el mínimo común múltiplo contiene a 


cada uno de los números: a lemás, cada 


uno de los números es divisor de 


nimo común mullipio 


30=6 > 5 
30=10 
30=15 


+ Veamos los múltiplos 
30,60, 90, 12( 
Luego se puede afirmar 


[múltiplos comunes 
Ll de6,10y15 


En general, sean los números A, B, C, D, ...en- 
leros positivos, tal que MCM(A; B; C; D; ...)=m. 


Podemos afirmar las siguientes propiedades: 
L mesel menor húmero que contiene aA, B, 
C,D,..., es decir, 
M=AR 
MO os tactorés 
m=Cq | %.p.0,1... son PES! 


m=Dr 


2 Cada y 
no de los números son siempre un 


mo común múltiplo, es 
¡M= B; m= C; m= D,. 


3, | [(Máltips A 
E IS MT y 


ÍMisor de SU míni 
decir, m= de 


, de MCM ] 
o 


mm; da 
esca. e los múltiplos comunes de 
“an de 3 cifras, 


Número 
Mi que 


Se Contiene 10 
Mco, os. y 15 es 30, 


MAXIMO'Comun divisor yiminimo'cómún múltiplo 


Podemos decir que cualquier 30 será también 
múltiplo común de 10 y 15. 


Como nos piden la suma de los múltiplos co- 
munes de 3 cifras, entonces 


comunes de 3 cifras 


suma de los a > suma de todos 
los 30 de 3 cifras 


Así tenemos que 


30 <> 30%: 30x4; 30x5; 30X6; ..330X33 


=> suma =30(445+6+....+33) 


suma =16 650 


Aplicación 18 
Si el mínimo común múltiplo de los números 
a9 y 45 es mnm, calcule el valor de m+n+a. 


Resolución 
Se tiene que 
MCMÍa9; 45)=mnm 
Podemos afirmar que 
mam=45 
Se observa que m=5. 
Además, 
5n5=9 
Entonces aplicamos el criterio de divisibilidad 
por 9. 
5+n+5=9 > n=8 
Luego, 


memÍla9, 45)=585 


También, a9 debe ser divisor de EN 
13x5X 
Se observa que 
a9=39 > a=3 
Por lo tanto, a+m+n=16. 
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Aplicación 19 
Se desea diseñar cajas cúbicas de menor volu- 
men para empaquetar cajitas de fósforo cuyas 
dimensiones son 2 cm, 4 em y 6 cm. Calcule 
cuántas cajitas de fósforo entran en la caja cú- 
bica diseñada. 


Resolución 
Graficamos una cajita de fósforo. 


lem 


La caja que se desea fabricar tiene L cm de 


arista. 
L 


Entonces L debe ser el menor número que 
contiene a 2, 4 y 6, es decir 


L=MCM(2; 4; 6) 
L=12 


n.2 de cajitas de an ) 
fósforo que entran en |= 


de la caja 


la caja diseñada 
: caja de fósforo 


n.? de cajitas de 
fósforo que entran en |= 12x12x12 =36 
la caja diseñada 2x4x6 


to 


PROPIEDADES DEL MCM 


Propiedad 1 
Dados los números enteros positivos A, B, C, 
D, ..., si A, B, C,D, ... son PESI 2 a 2, entonces 


Í 
l MOM(A; B; D;...)=AXBXCXDX..] 
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volumen de la ) 


Ejemplos 


8 y 11 son PESI, entonces e] Men: 
que contiene a ambos es 88, 


MCM(8; 11)=8x11 


10 Número 


* 3,5y7sonPESI2a2, entonces el menor 
número que contiene a estos Números es 
3x5x7=105. 


MCM(S; 5; 7)=3x5x7 


+ 10,13 y9sonPESI2a2, entonces el menor 
número que contiene a estos números es 
10x13x9=1170. 


MCM(10; 13; 9)=10x13x9 


Aplicación 20 ' 
Calcule el mínimo común múltiplo de los nú- 
meros a3; al y 100 si se sabe que resultó me- 
nor que 20 000. 


Resolución 

Se observa que los números 
+ a3y al son PESI (impares consecutivos) 
+ 3 y 100 son PESI (342,5) 


+ al y 100son PESI (ai2,5) 
> 23,al y 100 son PES! 2a2 


Luego tenemos pe 
20 
men(az; al; 100)= aBxalx100< 


a3xal<200 
> a=l 


MCMA3; 11; 100)=14300 


Aplicación 21 
Sean los números 
2 
si memla;a?-8) 
valor de AXB- 


, XIMO:COomin divisor y mín mo/común mú 1p 
Má: di y Itipl 
(0) 


Resolución Aplicació 
plicación 22 
. Ay'B son PESI, i 
se pra PESI none o a , 
Solas sine co Sa común múltiplo de los 
y AyA+Bson PESI valor de N. e 
+ AyA-Bson PESI R 
esolució, 
. Ay(A+BJA -B) son PESI Se poi nú 
úmeros 
Es decir, N-2 y NW*-8 
Ay A?-B? son PESI Sabemos 
que 
3 
2. N-8=(N-2ÍN? +20 +4) 


nen(4;4?-8?) =Ax(4? -B?) Es decir, N-8 contiene a N-2, entonces 
694=Ax(4? - B?) uem(N3 8; N-2)=13-8 


69=42-B? Por dato tenemos 


69=(4-B)(A+B) NM-8=721 
1 69 > A=35;B=34 N'=729 
N=9 


3 23 > A=13;B=10 


Entonces 
TE Toe] E “TODOS PARA CALCULAR EL MCD Y 
E : 
AA el 3,1, POR D OMPOSIC ÓN CONJUNTA 
[13 | 10 | 130 | Veamos el siguiente ejemplo: 
Sean los números 240, 760 y 400. 


+ Para obtener el MCD se van extrayendo a la 
vez los factores comunes de los números 
hasta que ya no teng 
diferentes de UNO, lue: 
traídos se multiplican. 


Por lo 
tanto, el menor valor de AXB es 130. 

Propi 
i 

Da es 2 an factores comunes 

n jj . 

VOS A, B rr de números enteros positi- go estos factores €x- 

» 8, CD, ..., si el mayor de los núrneros 


Contien: 
e ac; y daa 
ada uno del resto de los números, El esquema seria el siguiente: 


Enlonces el mí 
míni ES 
,D, Ao común múltiplo de A, B, 240 - 360 - 400 2 
mayor de dichos números. 120 - 180 - 200 2 
Hemplos $0 2 - TE , 
. 
Sean ] . 0. Es 10 
io A 10, 15 y 30. Como 30 OO, (0 
MOM y 15, entonces 
0; 15; 30)= oe (va no tienen facior 
0)=30 a ke ets Aduna) 


> MCD(240; 360; 400)=2X2X2 x5 
400)=40 


MCD(240; 360; 
383 


o 


Sean los mí 
Meno Pie 6, 8, 12 y 48. Como 48 
CM , 8 y 12, entonces 
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+ Para obtener el MCM se extrae el MCD ya 
calculado. Luego se continúa extrayendo 
los factores no comunes de los números 
que van quedando, hasta que al final todos 
queden reducidos a la unidad; luego estos 
se multiplican. 


El esquema sería el siguiente: 


240 - 360 - 400 | 40 =-31cD 


6 - 9-10 |2 
3-9-5]|3 
1 3-5513 
1-1 5 |5 
los 1 1 


> MCM(240; 360; 400)=40x2x3x3X5 
MCM(240; 360; 400)=3600 


Aplicación 23 

Se tienen tres toneles de vino que tienen 180; 
240 y 288 litros de vino de diferentes calidades 
y se desea envasarlos en bidones de igual ca- 
pacidad. Indique la menor cantidad de bidones 
que se usarán, de modo que no se desperdicie 
vino; además, el volumen del bidón está expre- 
sado en números enteros de litros y los vinos 
de diferente calidad no se deben mezclar. 


Resolución 
Graficamos. 


2101 


Se tienen bidones iguales, 


Capacidad: VL 


Por condición 


» 180 
V es divisor 
común de 240 
* 288 


Para obtener la menor cantidad de bidones, y 
debe ser máximo. 
Entonces 

V=MCD(180; 240; 288) 


Para calcular el MCD usamos la descomposi- 
ción conjunta. 
Luego, 
180 -240 - 288 | 2 
90 -120 - 144 (2 
45 - 60- 72 [3 
[15] - [20] - [24] 
E 
PES 


> V=2x2x3=12 


Nos pid 
OM _ 180,240, 288 
(n. de bidones)==G37 21 


(n.? de bidones)=15+20+24=59 


ón CANÓNICA 


3. sCoMPos! e 
Para este método, los números que pe 
calcular su MCD y su MCM se deben dE 
mos (descompO 

jemplo: 


poner en sus factores pri 


¡guiente €) 
ción canónica). Veamos el siguien 


ados en 
Sean los siguientes números ya expres 
forma canónica: 
+ A=2x38x7 p.C. 
+ B=2x30x5 D.C. 
. =91x33 111 p.C: 
C=21x3%x5 factores 
y 


einar=a lO z 
El MCD resulta de multiplica ¿ports ? 


su 
primos comunes elevados 2 


onentes. 
8 x0*= 108 


2 
MoD(4; B; O)=0 
Estos faclores primos 


los comunes: 


son 


Mresulta de multiplicar a los factores pri- 
E ae y los que no son comunes ele- 
mos 
vados a sus Mayores exponentes. 


MOM(A; 8; DARRO AD x 1D! 


Factores primos Factores primos 


comunes no com 


Aplicación 24 

Sean los números 

A=12'x10; B=12x10" 

SiA y B tienen 20 divisores comunes, indique 
el valor de n. 


Resolución 


Descomponemos en forma canónica a los nú- 
meros, 


A=2 gn! D.C. 
B=9*x3lx5n D.C. 
Entonces 


MCD(A;B)=2"*2x31 5! 
Luego tenemos Por dato 
CD(MCD)=20 


M2 DO+Dd+1=>0 
(1+3)(2)(2)=0 
 n=2 


A PROPIEDADES 


Mrs mco 


41, 
PARA DOS NÚMEROS 
ida 1 


QUE RELACIONAN EL 


an los Mú 
SS "meros 4 
E WD) ha yB. 
vo As 9 que 


bayo) YP son PEI, 


Máximo'común divisor y .mínimo'común: múltiplo 


Ejemplo 

Sean los números 18 y 24. 

Calculamos el MCD. 
MCD(18; 24)=6 

Es decir, 


18=6x8),._ 
24=6xD 7 


son PESI 


Entonces 
MCM(18; 24)=6x3x4=72 


Aplicación 25 
Se tienen 2 números cuya suma es 39. Si el mí- 
nimo común múltiplo de dichos números es 


120, indique el valor de la diferencia de dichos 
números. 


Resolución 

Sean los números A y B. Sabemos que 
A+B=39 (D 

Además, 
MCM(A; B)=120 (1D 

Sea d=MCD(A; B), entonces tenemos 
A e 
B=dp)" 


Reemplazamos en (l). 
d(R+p)=39 


Reemplazamos en (II). 
dxkxp=120 


Dividimos estos resultados. 
R=8 


R+p_13 > 
p=5 


= d=3 
kp 40 


Luego, 
A=3x8=24 
B=3x5=15 

. A-B=9 
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Propiedad 2 
Sean los números A y B. 
Se cumple que 


[AxB=MCD(A: BIXMCM(A: B) | 


* Ejemplo 

Sean los números 12 y 18. 
MCD(12; 18)=6 
MCM(12; 18)=36 

Se puede observar que 
12x18=216=6x36 

es decir, 
12x18=MCD(12; 18)xMCM(12; 18) 


Aplicación 26 
El producto de dos números de dos cifras cada 


uno es 1815 y su MCD es 11. Calcule la diferen- 
cia de dichos números. 


Resolución 
Sean los números ab y mn. 
Sabemos que 


MCD(ab; mn)=11 0 

abxmn=1815 (m 
De (D) 

ab=11k 

a k y p son PESI 

mn=11p 


Reemplazamos en (ID. 
112x11p=1815 
kxp=15 
Lo) 
15 —No cumple (Cada uno de los números 
5 Sí cumple son de dos cifras 


> 


Luego, 
ab=11(3)=33 
mn=11(5)=55 
mn-ab =22 
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Aplicación 27 
El producto de dos Números 


MCM de estos números es 34 A 
MCD de los mismos, Calcule la Menor E 
cia de estos números. 
Resolución 
Sean los números A y B, 
Se sabe que 

AXxB=11 340 0) 


MCMA; B)=35MCD(A; B) (0 


También sabemos que 
MCM(A; B) xMCD(A; B)=AB 
——_—— 
(de 11) 
35xMCD(A; B)xMCD(A; B)=11 340 
MCD(A; B)=18 
> A=18k a B=18p (ty p son primos entresí 


Reemplazamos en (D. 
(182)(18p)=11 340 


R-p=35 

yl 

1 35 — No cumple PS 
3 5 —Sícumple [la menor diferen 


105 
Con estos valores obtenem 


Luego, 
A=18(5)=90 
B=18(7)=126 
B-A=36 


Propiedad 3 

Sean los números A y B. pe 
Si MCM(A; B)=MCMÍnA; mb» 
entonces se cumple que 


Demostración 
Sea MCD(A; B)=d- 


> A=dk | h, p son PESI- 
B=dp 


— 


Máximo común divisor yÍmínimo'común: múltiplo 


Evaluamos. 
Se tiene =£ 
NCM(A; B)=dkp (D an: 20; 31; 42; 53; 64; 75; 86; 97 


McM(nA;mB)=d MCM(nk; mp) (1) Nos piden la suma de valores de a+n. 


06 2+4+6+8+10+12+14+16=72 
Como (1) es igual que (1D), 


dep=MCM(nk; mp) 
kp=MCM(nk; mp) 


ropiedad 1 


Sean los números A, B,C,D, ..., tal que si 


Luego, MCD(4A; B; C;D; ..)=d 


kp=nk > p=n > B=n A=dB), 


kp=mp > k=m > A=m 


Ejemplo 
Sean los números 60 y 33. 
> MCM(60; 33)=660 


Ahi 

presi 4; B:C5D;...)=dMCM(R; p; q;r..) | 

MCMC0; 5x33)=MCM(60; 165)=660 E 
Luego lénemos que Ejemplo 

. Sean los números 60; 72 y 96. 

MCM(60; 33) =MCM(60; 5x33) Eo 204 
e MCD(60; 72; 96)=12 
Aplicación 28 Es decir, 
Mann 60=12xG) 

man", B)=MCM(anan—7: ! 

Caella se )=MCM(anan-7; 118), 72=12x0) > resi 


de valores de a+n, 


96=12x8) 
+79: 96)= ; 6,8 
> MCM(G0; 72; 96)=12x MCM($; 6; 8) 


MCM(60; 72; 96)=12x 120 
MCM(60; 72; 96)=1440 


»» Nota , 
De la propiedad anterior podemos pos 
que el MCM de un grupo de númetos si de 
pre contiene al MCD de dichos os 
decir, el MCM siempre es múltiplo de su . 
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Aplicación 29 

Si se sabe que MCD(A; B)=19; MCD(B; C)=19, 
MCD(A; C)=19 y MCM(A; B; C)=1995, de- 
termine el valor de A+B+C. Considere que 


A*B%+C%19. 


Resolución 
Se tiene lo siguiente: 
ASI 
. :B)= PESI 
MCD(A4; B) a S 


ep BM sp 
O M0o Oo 0199" 1 


+ MCD(4; alo? PES! 


Podemos observar que MCD(A; B; C)=19. 
A=I9WD 
B=199)—>Prst2a2 
C=19G)7 
Por dato tenemos que 
MCM(A; B; C)=1995 
19 MCM(Rk; p; q)=1995 
y 
PESI2 52 
19kpq=1995 
> kxpxq=105 
Como AX*BxCx19 > k=3;p=5;p=7 
A=19x3; B=19x5; C=19x7 
- AFB+C=19(3+547)=19x15=285 


Propiedad 2 

Sean los números A; B; C; D; ... 

enteros positivos. 

Si MCD(A; B;C;D; ..J=d a 

MCM(A; B; C; D; ...)=mm, entonces Vn e Z* 
se cumple lo siguiente: 


sI] MCD(rA; nB;nC; ab; ..)=nd ] 


+ | MCMín MBFACIAD; .. 
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Ejemplo 
Sean los números 45; 20 y 30. 
Se tiene que 
MCD(45; 20; 30)=5 
MCM(A45; 20; 30)=180 
Si cada número se multiplica por 2, entonces 
tenemos 
MCD(90; 40; 60)=10 
MCM(90; 40; 60)=360 


Aplicación 30 
Si se cumple que 
3n+2. $n+6)..y 
5 4 
calcule el menor valor de 3 cifras den. 


MCD 


Resolución 
Se tiene 
3n+2, ón+6). 


mon 222 7 


Multiplicamos por 20. 
MCD(A(3n +2); 5(5n-+6))=8x20 
Es decir, 
+ 4(3n+2)=160 
> 3n+2=40 


sard0) 


3n=10-2-40 (podemos te 


di puedes) 
3n=0-42 (o e principio de AU 


n=20-14 0 


+ 5(5n+6)=160 
> 5n+6=32 $ 
ar 
6n=35-6-64 (otemosie? 


principio d 


(1D 


: aimed! 
5n =32-70 bear Sl 
n=32-14 


pe) y 0) tenemos lo siguiente: 
qi-14 

ARA 
33-14 


MCD(40; 32)=160 


> n=160- 14 
; n=160-14=146 


pl minimo 
3cilas 


Propiedad 3 

Sean los números A; B; C; D; ... enteros posi- 
tivos. 

SiMCD(A; B; C; D; ...)=d 

MCM(4; B; C; D; 


=m, entonces se cumple que 


L MC 


E 


AB. 
vn 


Yn divisor común de A, B,C,D, ...yd 


P———_——_ 


Y 


a mon 4, Bl E La e 
naaa 
Yn divisor común de A,B,C,D,... y m 
Ejemplo 
¡ Seanlos números 60; 80 y 100. 
Setiene que 
¿* MCD(50;8p 100)=20 
TS 
Ea M(60; 80; 100)=1200 
A'Cada mú 
! ¡número se le divide entre 10, se tiene 
E MODE 8,10)> 
4 MOM; 10)=120 
hi 


Pe Ancación 31 


E SAB gy 
3 M s 
! MCD(77 A: oi 68)=8064 y 


Maximo: común divisor Yimínlmo/común múltiplo 


*  MCM(774; 118)=88 
Dividimos entre 11. 
MCD(7A; B)=8 


Por propiedad, 
MCM(7A; B)xMCD(7A; B)=1344x8 
TXAXB=1344x8 
. AXB=1536 


Sean los números A; B; C; D; ... 
Si 

*  MCD(A; B)=p . 
+  MCD(C; D)=q . 


entonces se cumple 


MCM(A; B)=x 
MCM(C; D)=y 


C:D)=MCD(p; q) 


. MOM(A; E; 


Los números A, B, C, D,... se pueden agrupar 
en cualquier orden. 


Ejemplo 

Sean los números 60; 80; 45 y 75. 
Se tiene que 

+ MCD(G0; 80)=20 

> MCD(45; 75)=15 


Luego, 
MCD(G60; 80; 45; 75)=MCD(20; 15)=5 


Aplicación 32 

Si MCD(A; 2B)=24 
MCD(3B; 5C)=18 

halle el MCD(3A; 6B; 10€). 


Resolución 

Tenemos que 

- MCD(A; 28)=24 > MCD(3A; 6B)=72 
+ MCD(3B;5C)=18 > MCD(6B; 10C)=36 
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Por lo tanto, 


MCD(34; 6B; 6B; 10C)=MCD(72; 36)=36 
pá 


MCD MCD 


Aplicación 33 

Si MCM(254; 30B)=900 
MCM(28A; 35B)=1680 

halle el MCM de 2A y 3B. 


Resolución 

Tenemos que 

+  MCM(254; 30B)=900 se divide entre Se 
> MCM(5A; 6B)=180 

+  MCM(284; 35B)=1680 se divide entre 7. 
> MCM(44; 5B)=240 


Podemos afirmar que 
MCM(54; 6B; 44; 5B)=MCM(180; 240) 
MOM MCM 
=720 (1 
MCM(54; 6B; 44; 5B) =MCM(204; 30B) 
MCM  MCM (1D 


Notamos que (1) es igual a (ID. 
=> MCM(204; 30B)=720 


Dividimos entre 10. 
. MCM(24; 3B)=72 


Solo para el MCD, se cumple lo siguiente: 
2 A=laDRNGA Ten 
A= (a-D(-Dín-1)... (n-D,=n*-1 
AA 
a cifras 
e RENA 
B=(-DM-Dta-D.. (M-D,=nP-1 
A 
. b cifras 
RRA Áú 
C=(m-Dan-Da-D .. (n-D,=n*-1 
ÁS 


ecifras 


Se puede afirmar que 


Ejemplo 
Sean ! 


+  A=333...3,=4%-1=2%_1 
pda 
20 cifras 


+ B=777...7,438%-1=2%.1 
Ea 


20 cifras 
> MCD(A; B)=2M0000: 6) _1 Ñ 
MCD(A; B)=2%-1 


MCD(A; B)=111... 12 | 


20 cifras 


Aplicación 34 | 
Calcule el MCD de 
A=791; B=7 41; C=7%A 


si MCD(A; B; C)=b, indique a+- 


Resolución á 
Según las condiciones y Tecor an 


dad de numeración, tenemos 


dola propie: 


+ A=666...6,=7'"-1 
pes 
10 cifras 

- B=666...6,=7'"-1 
a 


12 cifras 


- C=666..6,=7-1 
_— 


14 cifras 


) 1277 


MCD(10; 12,14 
> MCD(A; B;C)=7 


ab=7?-1 
ab=48 
. a+b=12 


pp Observación 


si tenemos dos números de la lorma 
a A=n A 
. B=n-l 
lar su MCM usando la 


podemos calcul 
siguiente propiedad: 


A A 
AXB=MCD(A; B)xMCM(A; B) | 


Aplicación 35 
Sean A y B, tal que 


A=(15)015)...(15)16 
pelado: ed 
40 citas 
B=(15)(15)(15)... (15)16 
A 
30 cifras 
Halle la última cifra del MCM(A; B). 
1 Resolución 
| Sededuce que 
* A=160_1 
* B=I6%_1 
Luego, 
MCD(A; B)=]8CD(40; 30) _ 1 
MCD(A; B)=1610_ 1 
Dela propiedad, 
MCD(A: 
DA; B)XMCM(A; B)=AXB 
(t6w_1) 


MCM(A; B)= 
> (1g0_1) 4: )=(16%-116%-1) 


MCM(A; B) 
A 5 1)50_1) 
Mirando gto 


MeM(a; B) —* £h ambos lados se tendrá 


116. 1) 
el, E 

Mam S 
A ESHDCGANC.S 


| 
| 
| 
| 
t 
| 
j' 
| 
y 
i 
ps 
[ 
E 
| 
E 
t 
Po 
bo 


-1) 


Máximo: comun divisor y/minimo!común'múltiplo 


Luego, 
MCMIA; B)=...5 


Por lo tanto, la última cifra es 5. 


Aplicación 36 

Sean 

Año B=r=1 

Si MCM(A; B)=-..xy, calcule x+y. 


Resolución 
Calculemos el MCD(A; B). 


MCD(A; B)=7*MCD(60; 90) _7 
=> MCD(A; B)=7%-1 


Usamos la propiedad para dos números. 
AxB=MCD(A; B)xMCM(A; B) 


Se tiene lo siguiente: 
(750 — 1)(2%0 1) =(7%0 -)E-39) 


(739) (230 4 1)(790 —1)= (129) (..a9) 


»» Observación 


Tenga en cuenta que 


Entonces de la operación anterior tenemos que 
(730 4 1)(790 —1)=-..xY 
(...50)(...48)= Xy 
00 =.xY 
=> x=0; y=0 


. x+y=0 
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mayoria de los estudiosos de la ép 


Su obra más importante, Elementos, ha 
de siglos un modelo de rigor, por trata. 
temático de proposiciones a partir de 
admitidos sin demostración. 


Si bien Elementos es más universalmente co 
tamiento axiomático de la geometría, tiene 4 libros de 
a los números, Los libros VII, VII! y IX podrian 
como el primer intento de un estudio sistemét 
hoy conocemos como teoría de números Euclides 

ácter de ciertos números: par impar 


ritmo 
mismos, enuncia explícitamente el pr e 


o que 


En el libro Vil, además de algunas definiciones 

primo, perfecto, etc. y propiedades a calcul 
le li ar 

de la división entera y el que hoy conocemos como algoritmo de Euclides Pi 


máximo común divisor entre dos enteros 


elativ 


¡ón de 


7 mostraci 
El libro IX contiene la conocida del 


stencia de infinitos primos. > 
rell 

La úllima proposición de este libro E pane 

números perfectos: si era es e e 

2n(2*'-1) es perfecto y ha dado e 

to, tal vez el más an g 


blema aún abierl 


se tiene noticias. ¿ 
tudia $8 
En el libro X, Euclides es Una e 


Ñ rtir e 
mensurables y siempre a PA oposiciones ace! 
tación geométrica, obtiene prop! d 
de los números pinilade 

i 5 s 
do una clasificación de lo: 


nn 
mentos inc 


Ae Ú 
cuadráticos: 


jsmos. 


Euclides y sus discípulos 


pito 


EZ Ñ 
ANCHE 
, Carlos 5 
Tomado de BECKER, María Elena; PIETROCOLA. Norma Y 


Wáximo: comun divisor y mínimo común: múltiplo, 


Problemas resueltos 


Problema 1 


siel m 
divisores comunes de dichos números. 
Resolución 


Sean los números A, B, C y D, tal que 
MCD(4; B; C; D)=540 


Se sabe que 


suma de los divisores 


comunes de A, B, cd 500 


Entonces 


540=2x33x5! D.C. 


| 
2-1 3-1 5-1 
5D(540)=7x40x6 
5D(540)=1680 
Porlo tanto 


a , la suma de los divisores comunes 
:8,CyD es 1680, 


Problema 9 


los nú 406 
he meros NY y 4g6. Calcule la suma de 


'S Menor ñ 
M —0res que 200 
CD dey 106 os a que toma N si el 


áximo común divisor de 4 numeros en- 
teros positivos es 540, calcule la suma de los 


Luego tendremos lo siguiente: 
MCD(Y; 486)=18 

> N=18k 
486=18x 27 


k y 27 son PESI, 

es decia, (ler 3) 
Como N<200 
18xRk<200 
k<11,1 


Como k+ á entonces tenemos 
R: 1,2; 4,5; 7; 8; 10; 11 
suma de 


=18 4 7 10 
begncica (14+24+4+5+7+8+10+11) 


(suma de 


=18(48)=864 
L valores de eN (15) 


Por lo tanto, la suma de los valores que toma 
N<200 es 864. 


Si el máximo común divisor de los números 
la8b y bc2b es 126, calcule la suma de cifras 
del mínimo común múltiplo de los números 


Se tiene que 
men(Tasb; bc2b)=126 


Es decir, . 
1a8b=126 » bc2b=126 


Veamos. 


+ bc2b=126 
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- 1285-12 > Tas6=9 
1+a+8+6=9 
a+15=9 
a=3 
Luego, ab=36 y bc=64. 
Calculamos el MCM de 36 y 64. 


36 -64|4 
9-16|9 
1 - 16/16 
1-1 


MCM(36, 64)=4x9x16=576 


Problema 4 

Si se sabe que 

MCM(634; 9B)=12 096 
MCD(77A; 118)=88 

calcule el menor valor de A+B. 


Resolución 
Se tiene lo siguiente: 
»  MCM(63A; 9B)=12 096 

Dividimos entre 9. 

> MCM(7A; B)=1344 (1 
»  MCD(77A; 118)=88 

Dividimos entre 11. 

> MCD(7A; B)=8 (019) 
Aplicamos la propiedad para dos números. De 
(D y (1D) tenemos que 

(74)1(B)=1344x8 

AXB=1536 


Para obtener el menor valor de A+B,los valo- 


res de A y B deben ser los más cercanos posi- 
bles entre sí. 

AXxB=1536 

pe 


> A=48;B=32 


Por lo tanto, el menor valor de A+B es 80 
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Problema 5 
Si el máximo común divisor de 34 y 240 
igual a 18N y el máximo común divisor de zey 


B es 2N, calcule el valor de N, Considere que el 
MCD de A, 4B y 8C es 188. 


Resolución 
Se tiene lo siguiente: 
+ MCD(3A; 24C)=18N 
Se divide en 3. 
> MCD(A; 8C)=6N 0) 
+ MCD(C; B)=2N 


Se multiplica por 4. 
> MCD(8C; 4B)=8N (10 


Por dato tenemos 


MCD(A; 4B; 8C)=188 
> (1D) 


>, MCD(6N; 8N)=188 


2N'=188 
N=94 
Problema 6 
Problema 6 meros 
, e et los número 
Si el mínimo común múltiplo => alcule el Ya" 


Si el mínimo común Im: 
abc y a+ AD(F3) es 146,0 
lor de a?+b?+c?. 


Resolución 


Se tiene que ( 1 
—= a)? 
Mcm(abc; AN 
Es decir, 0 
MCMÍabc; abc+123)=1148 


Observamos que 
a<9;b<8;c<7 


Supongamos que 
meo (abc; abe+123)=4 


a 


Entonces 
+ abc=dk ] ly p son PESI 
+ abc+123=dp 


De estas dos expresiones obtenemos 


d(p-*)=123 (1D 
De (1) tenemos 
dkp=1148 (ID 


Sidividimos (11) entre (111) se obtiene 
pr 3 
kp 28 


Como ke y p son PESI, 


entonces k=4 y p=7 


Reemplazamos en (11). 

3 d=41 

Luego, 
abc=41x4=164 

> a=1,b=6;c=4 

big =53 


Problema 7 


Sean los números 322 x 150 y 212x20" 

ni E 

ms tienen 63 divisores comune: 
visores tiene el MCM de dichos 


Resolución 


. Si estos 
s, ¿cuán- 
números? 


los números 
"Asa 15 
z B=21P 999 


De 
Mponemos 


en forma canónica. 
=9a h 
Aso xP xo 


=[cantidad de divisores 
COmunes de A yB 
WcD)=63 (6) 


Máaximo'común divisor y mínimo común:múltiplo 


Se tiene que PR 
«ob 
MCD(A; B)=2% x3Px5 


Reemplazamos en (+). 
ds o lebeserb+1 
a+ Db+Db+9 89 


> a=3b=2 


Luego, 
A=2Px32x5? D.C. 
B=382x7x2x5? D.C. 


Calculamos el MCM(A; B). 
MCM(A; B)=2x3?x53x72 
CD(MCM)=(15+1)(2+1)8+D(+1 
CD(MCM)=16x3x4x3 ! 
CD(MCM)=576 

Problema 8 


La diferencia de 2 números es 44; la diferencia 
entre su MCM y su MCD es 1364. ¿Cuál es la 
suma de dichos números? 


Resolución 

Sean los números A y B, tal que 

+ A-B=44 (0 
»  MCM(A; B)-MCD(A; B)=1364 (1) 


Supongamos que 
MCD(A; B)=d 


A epson PES! 
B=dp 


Reemplazamos en (D. 

dk-dp=44 

a(k—p)=44 (ID 
Reemplazamos en (11). 

dkp-d=1364 

a(kp-1)=1364 (v) 
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Dividimos (III) entre (IV). 


Rp 2 
kp-1 62 
> k=9; p=7 


Reemplazamos en (un. 
> d=22 
Luego, 
A=198; B=154 
. A+B=352 


Problema 9 
Si se sabe que 
MCM(ab0ab,; mnmns)=12 870 


MCD(ab0ab,; mamn;)=13 

halle la suma de valores de (a+b+m-+n). 
Resolución 

Se sabe que para dos números se cumple que 


ab0ab, x mamn;=13x12 870 


Gñxab,  26xmn; 


3 ab4 xmn5=99 
esque 
Y 11 
mo 9 


De la primera posibilidad tenemos 


Por lo tanto, la 
» 'A Suma de los valo; 
a+b+m+n es 16, res de 
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Problema 10 

Dados los números 

A=333...3, (24 cifras) 

B=333...3, (30 cifras) 

¿Cuántas cifras tiene el MCD de A y B en el sis. 
tema decimal? 


Multiplicamos cada número por 2. 


+ A=33...337 
2A=666...66, (24 cifras) 
> 2=7%-1 
+ B=33...33, 
2B=66 ... 66, (30 cifras) 
> 2B=7-1 
Calculamos. 


MCD(A; 2B)=7"D04:30_] 

MCD(2A; 28)=7*-1 

MCD(2A; 2B)=117 648 
Dividimos entre 2. 


MCD(A; B)=58 824 


Por lo tanto, el MCD(4; B) tiene 5 cifras. 


Problema 11 


Si A, B y C son números naturales DA BS. 
donde B<A<C; además, do calcule 
MCD(B; C)=9 y MCM=(A; Bi 05 
C+A—B. 
Resolución 
Se tiene que 
»  MCD(A; B)=6 

Es decir, 

A=6k ) hypson PESI. 

B=6p 


NS 


+ MCD(B; C)=9 
Es decir, 
B=9 | ey rson PESI 
C=9r 

Se observa que 
6p=9%q 
9.3, P=3n 
q 2 q=2n 


Se puede afirmar que r +2 


kz 3 
Luego, 


A=6k; B=18n; C=9r 


Como MCM(A; B; C)=360 
> MCM(6k; 18n; 9,)=360 


Aldividir entre 3 se obtiene 
MCM(2k; 6n; 3,)=120 


Pi sai s 
Or descomposición conjunta tenemos 


2-6 -3r]2 
R-3n-3r 3 E , 
ds nr [4 [2 ré2Ak*3 
| 
y A E 5 
Luego, 
Á5%:8=18, 045 
A+C-B=51] 
h 
"blema 2 


- alular 
iliyos 6 MCD de 2 números enteros po- 


: 5 Sotilmo de Euclides se obtuvo 
diferen. 2 Sucesivos a 2;1;3 y 2. Si la 
Ulsa Rad Números posee 8 diviso- 
"Uma de cifras del mayor de los 


MáXImo'común divisor Y'mínimo común'múltiplo: 


Resolución 
Sean los números A yB. 
El esquema sería el siguiente: 


2 1 3 2 
25k | 9R | Tk | 2% | 2 


Al me lar Tr To 


Se tiene que 
A=25k a B=9k 
A=B=16k (uste número tienes divisores) 


Descomponemos de forma canónica. 
16 =2*xk 


La única forma de que este número tenga 8 
divisores es que el valor de k sea 8. 


Es decir, 
A-B=16k=16x8=2" 
Entonces 
A=200 a B=72 


Por lo tanto, el mayor es 200 y la suma de cifras 
es2. 


Al determinar el MCD de los números abcd y 
m(m+3)(m-+3) por el algoritmo de Euclides, 
se obtuvo como cocientes a 3; 2; 2; 4 y 2. Cal- 
cule a+b+c+d. 

Resolución 

El esquema sería el siguiente: 

3 2 2 | 4 
167k | 49k | 20k | 9k | 2k | R 


20k | 9% 


Luego se tiene que 
abed=167k A m(m+3)(m+3)=49k 
De este último número tenemos 
min+3JGm+3) =1 
2.3 


E 
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Aplicando el criterio de divisibilidad por 7 se 


obtiene y 
2m+3m+9+m+3=7 
6m+12=7 

m+2=7 
m=5 

Es decir, 
588=49k => Rk=12 


Reemplazamos en 
abcd=167k=167x12=2004 

> a=2; b=0; c=0; d=4 
a+b+c+d=6 


Problema 14 

Al calcular el MCD de 2 números mediante el 
algoritmo de Euclides se obtienen los cocien- 
tes sucesivos a 7; 5; 3 y 2, respectivamente. 
Si los 2 primeros cocientes se obtuvieron por 
exceso y la suma de los divisores primos de 
la suma de los residuos es 10, halle la mínima 
diferencia de dichos números. 


Resolución 
Sean A y B los números. 
El esquema sería el siguiente: 


115158 
224k | 33k | Tk | 2k | k 
A 0 
mu. 
exceso 


> A=224k a B=33k 
La suma de residuos es 
TR+2R+R=10R 


For dato tenemos que la suma de los divisores 
Primos de este número es igual a 10. 
10R=2x5xk 
Lh debe ser 3 para 
que así la diferencia 
de A y B sea mínima. 
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Luego, 
A=224x3=672 
B=33x3=09 > A-B=573 


Por lo tanto, la menor diferencia es 573. 


Problema 15 

Rosa trabaja en una tienda de dulces; ella 
quiere almacenar chocolates en barra en 3 
compartimientos diferentes que contengan 
2115; 10 575 y 36 495 gramos de chocolate, 
¿Cuál debe ser el mayor peso de una barra 
para realizar el almacenamiento con barras 
del mismo peso? 


Supongamos que cada barra de chocolate ten- 
ga un peso (P g). 


Veamos. 


compar 
limientos 


barras de 
.a uE FA E Derocca 
Po Pg Pg P8 Pg 


P 


mayor 
Se puede observar que P debe ser el ma" 


divisor común. 


P=MCD(2115; 10575; 36 495) 


Luego, 


2115 - 10575 - 3649 3 
7os - 3525 - 12165 3 
935 - 1175 - 4055 
47 - 235- 8ll 


PESI 


=> P=3x3X5 


Por lo tanto, el May 
45 gramos. 


problema 16 e 
Fortunato quiere dividir su terreno en 
Don 


las cuadradas; su terreno tiene forma 
parce ular y sus dimensiones son 504 y 768 
e si el lado de cada parcela debe ser ún 
número entero en metros y en cada esquina 
delas parcelas se debe colocar un poste, ¿cuál 
será la mínima cantidad de postes que se van 
aemplear? 


Resolución 
Craficamos. 


Se observa que £ d 
de504y 768; adem 
la menor cantidad 
colocar en las es; 
lonces L debe se 


ebe ser un divisor común 
ás, como se quiere calcular 
de postes que se puedan 
quinas de cada parcela, en- 
Y máximo, 

L=MCD(504; 768) 


504 - 768 
705 - 192 
63 - 96 
21- 32 


Máximo/comúnidlvisor yimínimo:común múltiplo 


Problema 17 


Tres ciclistas partieron al mismo tiempo y del 
mismo punto de una pista circular. En cada vuel- 
ta, tardaron, respectivamente, 8, 10 y 12 segun- 
dos. ¿Cuántas vueltas habrá dado Cada uno de 
los ciclistas cuando hayan pasado nuevamente 
y al mismo tiempo por el punto de partida? 

ión 


Graficamos. 


trrir para que den 
una vuelta completa 


Para que vuelvan a coincidir en la salida, en el 
punto de partida, el tiempo que debe transcu- 
rrir debe ser mínimo, tal que contenga a 8; 10 y 
12, es decir, MCM(8; 10; 12)=120 s. 

Entonces 


E vueltas 


120 
B==—=12 vueltas 
10 


210 vueltas 


Por lo tanto, cada uno de los ciclistas dan 15, 
12 y 10 vueltas hasta que hayan pasado nueva- 
mente por el punto de partida. 


Problema 18 


Se sabe que en el aeropuerto Jorge Chávez la lí- 
nea aérea A tiene vuelos cada 6 horas; la línea B 
cada 8 horas; y la línea C cada 9 horas. Si cierto 
día, a las 6:00 a.m., partieron los aviones al xuis- 
mo tiempo, indique cuántas veces coincidirán 
nuevamente en salir al mismo tiempo las tres 
líneas aéreas en las 300 horas siguientes. 
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Resolución 
Graficamos. 


6h 
1 


6:00 a.m. 


B A 


6:00 a.m 


A * 


6:00 a.m 


Se observa que el tiempo que debe transcurrir 
para que las tres líneas coincidan nuevamente 


en salir debe ser 
MCM(G6; 8; 9)=72 horas 


En las siguientes 300 horas volverán a coincidir 


300 [72 


12 4 


Por lo tanto, volverán a coincidir 4 veces. 


Problema 19 
Yandí quiere formar un cubo compacto api- 
lando ladrillos cuyas dimensiones son 20 cm, 
15 cm y 6 cm. Indique cuántos ladrillos habrá 
utilizado Yandí para formar el cubo más pe- 
queño posible. 


Resolución 
Graficamos. 


20 cm 


Gem — 


15 cm 


400 


Sea L la arista del cubo que se requiere fo, 
Mar, 


- Para formar el menor cubo compacto 


L=MCM(6; 15; 20) —=' L=180 


Entonces 


ee de a 180 x180x 180 
utilizados 6x15x20 


e de Jaen) =3240 
utilizados 


seguidos y descal: 
bajar un día Junes, 
we le toque 


Un obrero trabaja 13 días 
sa 2 días. Si empieza a tral 
¿cuántos días han de pasar para q 
descansar sábado y domingo? 


Resolución 
Graficamos. 
Vuelve a trabajar 


Fada 15 días. 
/ 


Inicia a 
trabajar un lunes. 


a que 
s días debe qu día 
día lunes, €$ 


brá descansa! 0: 


Veremos cuánto 
vuelva a trabajar el 
domingo y sábado hal 


T=MCM(I5; ad 


de lunes para 
otro lunes 


5 días- 


0: 
Por lo tanto, deben pasar 1 


1. Al dividir 369 y 513 entre n, los residuos 
respectivos fueron 5 y 9. ¿Cuál es el mayor 


valor de n? 
An B) 21 C) 14 
D) 28 E) 10 


2, Sean A y B (4>B) dos números enteros 
cuyo máximo común divisor es 13 y la dife- 
rencia de sus cuadrados es 1521. Calcule el 
valor que puede tomar A. 


A) 52 B) 104 O) 65 
D) 91 E) 117 


«Mediante el algoritmo de Euclides, se calcu- 
ló el MCD de dos números cuya diferencia 
entre ellos es 4515, se obtuvo como cocien- 
les sucesivos 3; 5; 2; 1 y 3. Calcule la suma de 
Cifras del Mayor de dichos números. 


A 20 B) 18 C) 19 
D 5 E 2 
bsi 
A que el MCM(A; 3B)=960 y el 
bo 6B)=12, calcule la suma de cifras 
An 
B 
D 5 ) 10 : a 
is Se cumpl 
o e el MCD(ZA; 58)=120 
:30)=80; 
además , 
»MCD(2A; 5B; 15C)=20n, calcule n. 
da 


Di Das O 2 


M2 sm 


45 sE sEl 


MáXImo'común divisor y/¡mínimo:común múltiplo 


Test 


aná . 

SiA=3%_1 y B=27%_1, entonces determi- 
ne la suma de cifras del MCD(A; B) al ex- 
presarlo en el sistema nonario. 


A) 16 
D) 56 


B) 32 O) 45 


E) 27 


El MCD de a3b6 y (b+1)5b es un número ca- 
picúa de dos cifras. Calcule el valor de a+b. 


A) 9 B) 12 O 5 
D 7 E) 10 


Si se cumple que MCMÍ4?-1; A)=7980, cal- 
cule la suma de cifras de A?, 


Se tienen tres aros de acero de longitudes 
240; 360 y 1080 cm de longitud. ¿Cuál será 
el menor número de cortes que se tiene 
que hacer a los tres aros para obtener tra- 
zos de igual longitud sin que se desperdicie 
material? 


N7 
D) 10 


B) 11 Cc) 9 
E) 14 


Tres líneas aéreas dan servicios cada 6; 8, 
y 10 días, respectivamente. Si las 3 líneas 
saldrían juntas un lunes, ¿dentro de cuántos 
días volverán a salir otra vez juntas Un día lu- 
nes? Dé como respuesta la suma de cifras. 


A) 10 


B) 15 08 
D) 12 9 


e 9 1ofÉ1 Ciaves 
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» Problemas propuestos 4 


mo 


Nivel básico 
¿Cuántos números múltiplos comunes de 
15; 21 y 35 se encuentran entre 2018 y 2220? 


A 1 
D) 4 


B) 3 Cc) 2 


E) 12 


Si el máximo común divisor de 504 y 2NV es 
84, determine la cantidad de valores me- 
nores de 300 que toma N. 


A) 5 
Du 


B) 3 O 7 


E) 15 


Sea el numeral N=(a+2)b(a+5). 


Si MCM(N; B)=MCM(N; 15B), calcule la 
suma de valores de a+b. 

A) 12 B) 15 C) 20 

D) 21 E) 17 


4. Al calcular el MCD de mnp y pam mediante 


el algoritmo de Euclides se obtuvo como 
cocientes sucesivos a 1; 3; 3; 10; 1 y 2. Cal- 
cule m+n+p si el menor de los números 
es par. 


A) 18 
D) 19 


B) 15 C) 10 


E) 21 


Si MCD(3A; 24C)=18N, MCD(2C; B)=2N y 
MCD(A; 48; 8C)=188, calcule el valor de N. 


A) 102 
D) 48 


B) 94 C) 72 


E) 88 


Si A=33...3, (42 cifras) y B=33...34 (105 ci- 
fras), ¿en qué cifra termina el MCM de A y 
B en el sistema decimal. 


A) 1 B) 5 O 7 

D) 9 E 3 

Si MCD(abcl; abc3; b05)=N-1999, 
le cuántos divisores impares tiene N ds 
A) 6 B) 4 0) 2 

D) 14 E) 1 


La suma de dos números es 364, Calcule 
el mayor de ellos si su MCM es 675 veces 
su MCD. 


A) 198 
D) 143 


B) 177 0) 192 


E) 189 


Calcule cuántos divisores comunes tienen 
124, 18B y 45C si se sabe que 

MCD(2A; 3B)=72 

MCD(2B; 5C)=40 


O 5 
E) 24 


A) 10 B) 12 


D) 18 


16, Se sabe que 


A=15x90" y B=15"x90 


4CM de 
Halle el valor de n si se sabe pa pe 
AyBes 35 veces más que el MÍ 


o? 
B) 3 
0 —0E qa 
i - 86); ..)=4 
. Si MCM(85!; 861; - ) 
10 números 
- 941; ..)=B 
MCD(93!; 94!; 
10 números d Ei 
determine el mcM de A Y 
gor 
A) 91 B) 93! pp 
D) 95! 


— 


Máximo común divisor yimínimo común múltiplo 


na competencia sobre una pista circu- 
r nl 288 m participan 3 atletas cuyas velo- 
E son 6 m/s; 8 m/s y 9 m/s. Determine 
cuántas veces coincidirán en pasar juntos 
porel punto de partida en 1 hora si sus ve- 
locidades se mantienen constantes. 
B) 12 08 
E) 14 


A 6 
D) 10 
Nivel intermedio 


13, Silos números 
AP x15 3 y 197+3% 182 
poseen 39 divisores comunes, indique el 


valor de n. 
ya B) 3 05 
D7 E) 2 


Y Determine el valor de k si se sabe que el 
Mínimo común múltiplo de los números 


12x30y 4x90' tienen 2944 divisores. 
3 B 5 O 1 
D 9 E 7 


B Se tiene 2mú 
de 3 cifras, S 
os itmétic 
Múmeros es 
Plementos 


imeros, Uno de 2 cifras y otro 
l el MCD de sus complemen- 
Os es 26, la suma de dichos 
840 y el Producto de sus com- 
aritméticos es 14 196, indi 

, que 
Tes el menor de ellos. 
Yu 
D) 82 


Y Es MD, 
-2) 


B) 33 O 4 


E) 22 


n+8; = 
Ma pd 
Met +. 


Alo 


da 3 13 


O 15 
BE) 17 


17. Calcule la suna de cifras del mayor valor 


de N, tal que al dividir 4653; 2277 y 3069 
entre N, las divisiones resultan exactas. 


A) 18 
D) 63 


B) 99 O) 169 


E) 33 


£. Sean los números (a-DQa-D(a+2) y 


(a-D(a-1) primos entre sí. Si al calcular 
el MCD de estos números mediante las di- 
visiones sucesivas, los cocientes obtenidos 
suman 21, calcule el MCM de dichos núme- 
ros y dé como respuesta la suma de cifras. 


A) 16 
D) 20 


B) 17 O) 18 


E) 14 


¿Cuántos pares de números cumplen con 
que su suma es 533 y la diferencia de los 
cocientes obtenidos de dividirlos entre el 
MCD de los mismos es 3? 


A) 6 
D) 2 


B) 1 O 7 


E) 3 


20. Se sabe que la diferencia entre el MCM y 


el MCD de 3 números es 923; también se 
sabe que la diferencia entre el mayor y el 
menor es 65 y que la diferencia entre el 
mayor y el otro número es 13. Calcule la 
suma de los 3 números. 


O) 161 
E) 273 


A) 182 
D) 171 


B) 135 


. El MCD de 2 números es 248 y el menor 


de ellos es 2976. Si se sabe que su mínimo 
común múltiplo está comprendido entre 
59 520 y 89 500, ¿cuántos valores puede 
asumir el mayor de los números? 


n A B) 5 a 2 


D) 3 
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22, 


Al dividir los números A, B y MCD(A; B) 
entre 13 se obtienen residuos 7; 6 y 4, res- 
pectivamente. Calcule el residuo al dividir 
el MCM de A y B entre 13, 


A) 4 B) 1 O 7 
D) 12 E) 2 


'. SIA y B son números primos entre sí y 


MCD(2(4?-B?); 2) 
MCM(A; A- B)=124 


calcule AXB. 
A) 493 B) 439 C) 394 
D) 943 E) 721 


+ Calcule el valor de A+C+V, sabiendo que 


MCMÍ(500-ACV, 770-ACV)=1053 


A) 12 B) 15 O) 10 
D 13 E 14 


25. Si A=2%x3% q 7b-2 


27 


B=2048 30 50+2 

además, 

MCD(A; B)=2% x 32 

halle la cantidad de divisores del MCM(A; B). 


A) 320 B) 360 


O) 160 
D) 240 


E) 180 


Si el MCM de 4 Números consecutivos es 
5460. Calcule la suma de dichos números. 


A) 51 B) 54 C) 59 
D) 53 E) 58 
+ Calcule el MCD deA yB si 


A=111...11, (20 cifras) 
B=77...74 (10 cifras) 


Dé como respuesta la su; 


presarlo en base 32. 


A) 64 
D) 63 


B) 62 


'. Si se cumple que 


MOD(ab; (20)0)=0? 
MCMÍab; (2c)0)=120 


calcule a+b+c. 
A 5 B) 2 
D 3 


Ma de cifras ds 


On 
E) 65 


O 7 
E) 6 


En un patio de forma cuadrada se desea 
acomodar losetas de 28X35 cm, de tal ma- 
nera que no sobre ni falte espacio. ¿Cuál 
es el menor número de losetas que se re: 


quiere? 


A) 20 
D) 24 


Un puerto recibe 10 
8 días y recibe 8 barcos extranjer 
días. Determine cuánto: 
y extranjeros recibió dicho pue 


B) 19 


O bh 
E) 18 


a 
barcos peruanos ca 


os cada 10 


105 
s barcos perual 
sto en un 


mismo día durante un año. 


A) 60 
D) 120 


B) 168 


m 
número exacto de n ve 
¡fos que puede 1 pena 
de los tres grifos Q ¿Cuál es P 


y 40 litros po! 
capacidad qu 


A) 1200L 
D) 1800L 


(9) 
8) 1500L— y 1900) 


nado eN 
1. Un tanque vacío puede ser lle 


O 16 
E) 172 


y minuto. ¿CU% "0 
e debe tener £ 


 tand! 


mal 


—d 


O 


32, Un camión va a transportar ladrillos de tal 

4 manera que en la parte de la carga se forme 
una fila de 3 cubos de ladrillos de dimen- 
siones 12; 15 y 20 cm. Calcule cuántos ladri- 
llos se podrá transportar como máximo ól 
laarista del cubo no debe exceder los 2 m. 


B) 1296 O 540 


E) 4860 


A) 180 
D) 5040 


. Sise cumple que 
MCD(8A; 128) =4n 
MCD(2B; 6C)=6n 
además, 
MCD(24; 3B; 9C)+MCD(44; 6B; 18C)=519 
calcule la suma de cifras de n. 


EN! 
D) 15 


B) 14 O) 16 


E) 10 


dl, Sise sabe que 
A=47%%_] y B=4760_1 
Calcule en qué cifra termina el MCM de A yB. 


WS B) 8 


O 7 
Da 


E) 3 


- 
35,4 A 
Sl Cuántas losetas cuadradas iguales se nece- 
sit ms : 
arán como mínimo para cubrir totalmen- 


te i 
Un piso como se muestra en el gráfico? 
6m 


10m 


Máximo'común divisor A múltiplo 


5. Si A=1800...0 y B=2400...0 
pa 


—— 


2 ceros 


y el MCM(A; B) tiene 120 divisores, calcule 
el MCD(A; B). Dé como respuesta la suma 
de cifras. 


ceros 


B) 7 


En una panadería producen 1224 y 2244 
panes francés y de yema, respectivamente. 
Si se les quiere dividir en sacos con igual 
cantidad de panes de cada tipo y que no 
sobre pan alguno, ¿cuántos sacos como 
mínimo se requiere? Considere que en 
cada saco no pueda haber más de 40, ni 
menos de 28 panes. 


A) 112 
D) 96 


B) 86 C) 102 


E) 98 


Nivel avanzado 


:, Si se sabe que 


MCD(A; B)=17, MCD(C; B)=17, 
MCD(A; C)=17, MCM(A; B, C)=1785 
A+B+C=255; además, A>B>C, 
calcule el valor de A+B-C. 


A) 165 
B) 153 
O 311 
D 171 
E) 241 


Sean los números 
A=666... 6, (300 cifras) 
B=666 ... 6, (240 cifras) 


Calcule en qué cifra termina el MCM de Á y 
B al expresarlo en base 10. 
A) 1 B) 0 E E 
D) 7 
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40. 


41, 


En el cálculo del MCD de A y B por el algo- 
ritmo de Euclides se hallaron los siguien- 
tes cocientes: 1; 1 y 2; mientras que para 
A y C, los cocientes obtenidos por el mis- 
mo método son 1; 2 y 2. Calcule el núme- 
ro de divisores de AXBXC si se sabe que 
A+B+C=1053. 


C) 96 
E) 72 


A) 24 
D) 32 


B) 28 


Se cumple que 
5n+3_4n-3 
MCD) ; =9 
E) 
Calcule el menor valor que puede tomar n 
si es de 4 cifras. 


A) 1137 
D) 1130 


B) 1317 C) 1132 


E) 1713 


Para la arborización de un parque zonal de 
480 m por 600 m, se van a plantar árboles 
igualmente distanciados entre sí a una dis- 
tancia de separación entre 10 y 20 metros. 
Determine la diferencia entre la máxima y 
mínima cantidad de árboles que podrían 
plantearse si en cualquier caso debe haber 
un árbol en cada esquina. 


A) 62 B) 36 O 71 
D) 73 E) 85 
. Sean — 

MCM(184; 12B)=364 

MCM(4B; 10C)=20B 

MCM(9A; 6B; 15C)=10 800 

MCD(3A; 5B)=6 

Calcule AXB (4 >B). 

A) 216 B) 864 C) 432 
D) 192 


E) 720 
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£5. Claudia asiste a su clase de inglés cada 6 y 


46. 


á7. 


+ Sean los números 


A=222 ... 25 (120 cifras) 
B=222 ... 2, (136 cifras) 


¿Cuántos divisores impares COMUNES tie 
nen A y B? > 


m8 
D) 9 


B) 12 O 32 


E 6 


días, a su clase de canto cada 10 días, y al 
cine cada 4 días. Si el 20 de julio del 2020 
coincide en ir a su clase de inglés, canto y 
va al cine (en horarios diferentes), ¿en qué 
fecha del mes de noviembre del 2020 vol 
verá a ocurrir esta coincidencia? 


A) 16/11 
B) 17/11 
C) 15/11 
D) 23/11 
E) 18/11 


AB (4>8) mediar | 


D de 
Al calcular el MC! acesivas 5 


te el método de las divisiones $ 


A : ade: 
entes; 2 
suma de coci É 
obtuvo 11 como ¡duos obten 


más, el primer y segundo resi se. Halle h 
dos son 52 y 44, respectivamón e, 
suma de cifras de Á si se sabe Q 


de A y B es abac. 


12 

B con 10Y 
¡el Mco de 
MC 


Sean los números A Ñ 
j te. 

res, respectivamen 2d 

números es 54, determi 

números en mención. 

A) 686 B) 432 

D) 424 


Potenciación y 
Radicación en Z” 


Raúl Flores RÍVero 


CAPÍTULO X 


POTENCIACIÓN Y RADICACIÓN EN Z* 


Objetivos 

+ "Analizar a profundidad lo 1 

+ Estudiar detalladamente | iteri asión dial 
y cubos perfecto 

«Estudiar minuciosamente | 


Introducción 


En algunas ocasiones, los números que se escriben para denotar ciertos acontecimientos son 
exageradamente grandes y otros son muy pequeños. Para simplificar la forma de escribir estos 
Números, se hace necesario ampliar la operación de la multiplicación y a partir de esta se genera 
Una operación denominada potenciación; además, a la par, se genera una operación inversa a la 
Potenciación, que se conoce como radicación. 

Por ejemplo, en el estudio de la química, el número de átomos de carbono que hay en un gramo es 

5015000 000 000 000 000 000 
Como se Observa, 


real 


S , este número es muy grande para leerlo, escribirlo, recordarlo y, por ende, para 
izar las opera, 
Por 


ciones convencionales con él. 
Otro lado, lam 
0,001 

te nú 
las Ope: 


asa expresada en gramos de un solo átomo de carbono es 
000000000000000000001999 gramos 


Mero es Muy pequeño y también hay dificultades para leerlo, escribirlo, recordarlo y hacer 
taci y 
iones convencionales con él. 


pd i e 
e quo Situaciones, es muy importante el estudio de la potenciación, ya que con esta nueva 
loa Se simplifica la forma de exponer estos números. 
ello plo, en la Notación científica o exponencial de un número se utiliza la potenciación, para 
*Cordemos que 
0 Lp a 3 - 10%=10 000; 

, igó 10% E 107 See 10'=1; 10'=100% 10%100; 10%==1000; 10'=1000%:.. 
4-0 


Siemplo, 1 . 
Onde Anotación científica está dada por: Cx10" 


AA 
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»» POTENCIACIÓN EN LOS NÚ- 
MEROS ENTEROS POSITIVOS 


1» DEFINICIÓN 

Es la operación que abrevia una multiplicación 
donde un mismo factor se repite una cierta 
cantidad de veces. 


Ejemplo 
Fabrizio participa en un concurso de conoci- 
mientos, en el cual por cada respuesta correc- 
ta le triplican los puntos obtenidos anterior- 
mente. Si Fabrizio inicia el juego con un punto 
y en la séptima pregunta falla, veamos con 
cuántos puntos se retira del juego. 
La puntuación inicial es 1, como falla en la sép- 
tima pregunta, entonces Fabrizio se retira con 
los puntos obtenidos hasta la sexta pregunta. 
3x3x3x3x3x3=729 


Por lo tanto, Fabrizio se retira con 729 puntos. 


»» Observación 

Respecto al ejemplo anterior, se tiene las 
siguientes observaciones: 

l. La forma de escribir 

x3x3 


se puede abreviar de la siguiente manera: 


729 
donde 


3 esla base de la potencia; es el fac- 
tor que se repile, 

6 es el exponente de la potencia e 
indica el número de veces que se 
repite la base como factor. 


- 12) esla potencia perfecta de gra- 
do 6; es el resultado de multiplicar 
la base tantas veces como lo indica 
el exponente, 
2. Además, 3' se lee: 

* tres elevado a la sexta 
* tres elevado al exponente seis 
sexta potencia de tres 
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En general, se puede señalar que 
P=bxbxb..b 


n veces 


se representa como 


( P=b" |; neZtybezr 


donde 

- — b: base de la potencia 

-  n: exponente de la potencia 

-  P: potencia perfecta de grado n 


Ejemplos 
* 49=7x7=7* 

Es decir, 49 es potencia perfecta de grado, 
* 32=2x2x2x2x2=2% 

Es decir, 32 es potencia perfecta de grado S% 
— 32x32=32 
+ 1024=— 4x4x4x4x4=4 , 

1 

PS 2x2x2x2x2X2x2X2X2x0=2 


Se puede afirmar que 1024 es una potencia 


perfecta de grados 2; 5y10. 


po" 
2» TEOREMA FUNDAMENTAL DÉ LA 
TENCIACIÓN sal 
Si cada uno de los exponentes de ore 
que son números primos 
sición canónica de un” da 
son múltiplos de ”, entonc nes 
es una potencia perfecta den cante 
Es decir, dada la descomposición 
p=aupr-d” p.C. yeso 


a 
tes de 
observamos que los exponen 


múltiplos de 1, entonces 
pia la” ebay 
P=k" 

Por lo tanto, 

grado n. 


podel 


deca de 


otencia pe 


P es una P' 


licación 1 
De el menor número tal que al sumarle sus 
5/7 se obliene un número que es una potencia 
perfecta de grado 4. Dé como respuesta la 


suma de sus cifras. 


Resolución 
Sea N el número que nos piden hallar (V debe 
ser mínimo). 


Según dato del problema, tenemos 


5 4 
+2N=R 
di 7 


N=k 
7 


2x3 


N=ki 
7 


Debemos completar los exponentes de 2 y 3 
Para obtener una potencia perfecta de grado 4, 
tal que sea mínimo. 


En el caso del 7, solo basta que N tenga el 
factor 7, es decir 


N=2x3 3x7 xp? 
donde 202714555... 
Como N debe ser mínimo, 
3 p=] 

Luego, 
NSExE 7 a 
N=756 


Po 
plo tanto, la Suma de cifras es 
7+54+6=18 


Ablicación 2 
cule ú 
Mira a od Número que se debe multi- 
Sea una da Para Que resulte un número que 
encia Perfecta de grado 5. 


Botenciación y Radicación en zZ; 


Para generar potencia perfecta de grado 5, de- 


bemos completar los exponentes de 2; 3 y 5, 
> N=2x32x5*xp5 
donde p: 1;2;3;4;... 
Como ÑN es mínimo, 
=> p=1 
Luego, 
N=2%x32x5? 
. N=1800 


Aplicación 3 
Calcule el mayor valor de a+b-+c si 
P=goba y gybca 
es una potencia perfecta de grado 45. 
Resolución 
Se tiene 
P=q00a y gba 
Descomponemos en forma canónica. 


p=92*ab4 y g3xbca 


D.C. 

Por condición, este número es una potencia 
perfecta de grado 45. 
> 2xaba=15 (0) 

3xbca=15 (09) 
Aplicamos Arquímides en (D). 

2xaba=45 
> aba=85 


Aplicamos criterio de divisibilidad por 5 y 9. 
> a=5 y b=8 
En (ID, se tiene que 

axbca=H5 


bca=15 
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Reemplazamos los valores de a y b. 
85-15 

> 84045 =3 
134+c=3 

=> 6:2,5;8 

Nos piden el mayor valor de a+b+c. 


(a+b+0)m4=5+8+8=21 


» 


IA PERFECTA DE GRADO 2 
(CUADRADO PERFECTO, ké) 

Un número entero positivo será una potencia 
perfecta de grado 2 o cuadrado perfecto si los 
exponentes de las bases de su descomposi- 
ción canónica son múltiplos de 2 (pares). 


Sea 


— cuadrado perfecto 


Se puede leer de las siguientes maneras: 
» el cuadrado de k 

* Ralcuadrado 

* segunda potencia de k 

+ Relevado al exponente 2 


Ejemplos 

*  196=22%x7"=(2x7)=14? 

+ 8100=3:x2x5'=(32 2x5) - 90? 

+ 254016=31x2%x722(3? x 93 x 7) =5042 


Aplicación 4 
Sea 


w=abc00;-abc; 


Si w es un cuadrado, indique la suma de los 
valores de abc;. 


Resolución 

Se tiene que 
w=abc00,-abc; 
o? 


w=24xabc; 


Como w=*k? 
> 24xabc;=k? 
2x3! xabc;=k? 


ponentes de 2y3 


Debemos completar los ex pe 


4 do 
para así obtener un número cuadra! 


fecto. 
> abc¿=2!x3 xp? 


meral, $e 
Por propiedad de intervalo de un NU 


cumple que 
5e<abes<5 
25 <6p?<125 
4,26...<p?<20,8... 

> p:34 

Si p=3, 

> abc;=54=2045 

Si p=4, 


> abc=96=3415 
a de los valo 


ES 
res de abs 


Nos piden la suM 


204,+3415=11005 


Potenciación y Badicación enZi 


Aplicación 5 
Indique cuántos términos cuadrados perfectos 


existen en la siguiente sucesión: 
72x9,72x10;72Xx11;72x12; ...; 72x1800 


Resolución . 
Se observa que el término general es de la 


forma 
(,=72n 
donde 
n: 9; 10; 11; ...; 1800 (63) 
Como nos piden los términos cuadrados per- 
fectos, estos tendrán la siguiente forma: 
Ton=k? 
Bx8xn=p? 
Observamos que debemos completar el expo- 


rente de 2 para obtener los términos cuadra- 
dos perfectos. 


3 n=2p? 


Apartir de (+) se tiene que 


9<n<1800 
9<2p*<1800 
45<p?<900 
As .30 
Podemn 
nl le Observar que p tiene 28 valores, lo 
e Ste decir que 1 también tendrá 28 va- 
Por lo 
ti 
ed anto, en la sucesión hay 28 términos 
"ados Perfectos, 
Peració 
Un número 
de un es cuadrado perfecto es múltiplo 
¿Plo de A entonces será múli- 
rado de qí , 
Brin de dicho húmero primo. 
Ma 
A 
Mero eya 
Aes di "O cuadrado perfecto. 


Sas 


=. 


Aplicación 6 
¿Cuántos números de 4 cifras, que sean múl- 
liplos de 11 y de 3, son cuadrados perfectos? 


Resolución 
Sea abcd el número cuadrado perfecto, tal que 
* abed=11 


=> abcd=121 
»  abcd =3 
= abcd =9 
Luego, 
abed=11Px3*xp? 
abced=1089xp? 
Sabemos que 
1000 < abcd < 10 000 
1000 < 1089p? < 10 000 
0,9 <p*< 9,2 
3 4123 
Esto nos dice que p toma 3 valores. Por lo tan- 


to, existen 3 números de 4 cifras cuadrados 
perfectos. 


Todo número cuadrado perfecto tiene una can- 
tidad impar de divisores. 


Ejemplos 
+ 100=2%x5?  D.C. > CD(100)=9 
+ 144=2%x3? D.C. > CD(144)=15 


Demostración dá 
Sea N un número cuadrado perfecto, el 


expresa canónicamente de la siguiente forma: 
N=pYexqYxr Ax... DC 
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Entonces 


CD(M=(2a + D(2b+D(2c+1... 


impar impar impar 
Sabemos que el producto de números impares 
es impar. 


Por lo tanto, CD(N) es impar. 


Propiedad 2 

Si un número tiene una cantidad impar de di- 
visores, entonces dicho número será cuadrado 
perfecto. 


Ejemplos 
* SICD(W=5 > N=p? 


(cuadrado perfecto) 
=— 
D. 


1557 
»  SiCD(A)=15 > A=p*xG? (cuadrado perfecto) 
dll R 
DC 
Demostración 


Sea N un número cuya cantidad de divisores 
es impar. 


CD(W) =impar 


Es decir, los factores que dan origen a este re- 
sultado deben ser impares, 


CD(M=(impan (impar) (impar)... 
CD(M)=(par+D(par+ D(par+1)... 
=— — =— 
2a 2b 2c 
Entonces 
N=prx grx. D.C. 
N= (po xq? xyo x.y 
N=k? 
Por lo tanto, Ves un número cuadrado perfecto. 
Aplicación 7 
Sea 
N=abc+4xabc+9xabc+...+100xabc 


Si YN es un número cuya cantidad de divisores 
es impar, calcule a+b+c, 
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Resolución 


Como N tiene un Número cu 


era ya canti 
divisores es impar, Antidad qe > 


> N=k? 
1 xabc+4xabc+9xabc +10 
abe(1+4+9+...+100)=4? 


abcl(P+22+324...4102)= 42 


ae ORAL 


5x11x7x abc =k? 
que 
5x11x7 


> abc=407 


a+b+c=44+04+7=11 


3 
4» POTENCIA PERFECTA DE GRADO 


(CUBO PERFECTO, lé) 3 
Un número entero positivo será una Laa 
perfecta de grado 3 o cubo perfecto dd 
ponentes de las bases de su descomp' 
canónica son múltiplos de 3. 


Sea 


P=k* 
Lay ubo perfecto 
. formas" 
Se puede leer de las siguientes 
+ elcubodek 
+ Ralcubo 


i R 
+ tercera potencia de 


+ Relevado al exponen 


—dl 


te 3 


Ejemplos 2 
o 622 x=(x3)ó=6 


e a 
o g00= 2x5? = (2x5!) =20 


Aplicación 8 
3 siabcabcz es un número cubo perfecto, calcule 


a+b+c. 


Resolución 

Sea 
abcabc¿=k? 
abcyx8 +abez=k* 
abca(8*+1)= 4 
513 xabc,=k? 
5lBxabcs=té 
0) 

Completamos los exponentes para generar un 

Número cubo, 
bo 18 xpo 
dbc=361 xp 


is e de intervalos de un numeral, se 
e <br, <8 
Abs, p=1 
> 301 


Converimos a base 8. 
36113 


Ue 


Potenciación y Badicación eniZi 


Aplicación 9 
Determine el menor Número entero Positivo 
por el cual hay que multiplicar a 216 000 para 


obtener un número que sea cuadrado y cubo 
perfecto a la vez. 


Resolución 

Para que un número sea k? y KR? ala vez, los 
exponentes de sus factores primos tendrán 
que ser pares y también múltiplos de 3, es de- 
cir, tendrán que ser múltiplos de 6. 


Primero veamos lo siguiente: 
216 000=6*x10* 
216 000=(2x3)* (2x5) 


216000=2x3éx5%  D.C. 


Luego, nos piden N mínimo para 
[potencia perfecta] 


2x38x5xN=k* | ] 


de grado 6 


Observamos que N debe tener como mínimo 
los factores 3? y 5% para formar la potencia 
perfecta de grado 6. 
Luego, 
xxl )=e [90 
cies Pd K 
y 


encia perfecta] 
de grado 6 


Entonces 
N=3x5xp* 
Como el valor de p debe ser mínimo, enton- 
ces p=1. 
Finalmente, 


N=3*x53=15%=3375 


Por llo tanto, se tendrá que multiplicar a 216 000 


por 3375. 


» Observación 

Si un número cubo perfect sin 
ro primo, entonces será 
primo. 


lo es múltiplo de 

ú múltiplo 
un núme: 
del cubo de dicho número 
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Aplicación 10 


Halle un número cubo perfecto par de la forma 
abcdef, tal que a+b+c+d+e+f=3; además, 


a+c+e=b+d+f 
Resolución 

Se tiene que abcdef=k? 
Como a+b+c+d+e+f=3, 
> abedef=3 


Además, como a+c+e=b+d+f 


>» abedef=i1 

Y también como abcdel es par, 

> abedef=2 

Luego, tenemos que 
abcdef=3*x118x28xp* 
abcdef=287496p? 


Se observa que p toma solo el valor de 1. 


Por lo tanto, el número buscado es 


abcdef=287 496 


»» Observación 
Si un número entero posilivo es cuadrado 
perfecto y a la vez cubo perfecto, entonces 
dicho número es una potencia perfecta de 
grado 6. La recíproca también se cumple, 
es decir, si un número es una potencia per 
Tecta de grado 6. entonces dicho número es 
cuadrado perfecto y cubo perfecto, 
Ejerplo 
7 8" (cuadrado) 
64= 
Y (cuba) 


[Potencia perfecta 


6d=20 ( 
de grado 6 


Aplicación 11 
¿Cuántos números enteros 


Positivos Cxistan 
00 y que ay dismi. 
Números Cuadra. 
Os perfectos? 


que sean menores que 10 0Í 
huir en una unidad resulten 
dos perfectos y también cub, 
Resolución 


Sea N un número (N< 10000), tal que N- 


3 
y N-1=pY. 
Entonces 
a otencia perfecta 
NA=x" | de grado 6 
N=x%+1 


Se tiene que 
x*+1<10 000 
x*<9999 
x<99,99 


Se observa que los valores para x son 1; 2; 3y 
4; es decir, x toma 4 valores. 
Por lo tanto, existen 4 números que cumplen 
tal condición. 

, ¡ÓN 
RIOS DE INCLUSIÓN Y EXCLUS! 


PERFECTOS 
PARA CUADRADOS Y CUBOS 1 sistema de- 


Estos criterios, que son válidos €n ña ape 
cimal, son un conjunto de reglas ma O FÚMED 
tirán descartar la posibilidad de a cesto 
no sea un cuadrado o cubo perfec! E , cues 
tas reglas nos permitirán saber ps pe 
deben cumplir las cifras de un mM 


yfecto. 
ubo pe 
dicho número sea cuadrado 0 €! 


A 
5.1. SEGÚN SU ÚLTIMA ciFR. aa pot 
Analizando la última cifra de UN Cono gero 
mos saber si dicho Pu tabla 
cuadrado o cubo perfecto. 
jterio. 
da analizaremos este cñl 


Potenciación y Radicación en Zi? 


Conclusiones 
¡ Siun número termina en las cifras 2; 3; 7 


u 8, no tiene posibilidad de ser un núme- 
ro cuadrado perfecto; en los demás casos, 
el número tendrá la posibilidad de ser un 
cuadrado perfecto. Es decir, 


Ejemplos 


Los números abc7; mnp2; xyz8; cdef3 no 


tienen la posibilidad de ser un cuadrado 
perfecto, 


2. Un número cubo perfecto puede terminar 
en cualquier cifra. Es decir, 


| Si abede 


Ejemplos 
Los números abcl; mn9; xyz8 tienen la 
Posibilidad de ser cubos perfectos. 


52.POR TER; 


5.21. Pa 


Ya cuadrados 


Sab 4000 
AO 


m Cifras 
tonces se Cumple que: 
mm, db d=p? 
Eemplos 


Como 3 
61 E 
361=1]92 0000 termina en 4 ceros y 


K + ent 
Es do Perfecto Onces 3 610 000 es un cuadra- 


Como 
865 00 E 
865% p2 0.000 termina en 6 ceros, 


Cúadras A? EMtonce: 
y s 865 
Y do Perfecto. 000 000 no es 


Aplicación 12 


Calcule a+b+c si el numeral a(a+1)6b0c0 es 
un cuadrado perfecto. 


Resolución 

Se tiene que a(a+1)6b0c0=2? 

Entonces la cantidad de ceros debe ser par, es 

decir, c=0 y b=0. 

Además, 
ala+D6=p* 
196=14? 
576=24? 
256=16% ocu 
676=26? — Sicumple 


> a=6 


a+b+c=6+0+0=6 


Aplicación 13 

Si N=60abc0 tiene una cantidad impar de 
divisores, además, es 3 y 13, determine el 
valor de a+b+c. 


Resolución 
Como N tiene una cantidad impar de divisores, 
N será un cuadrado perfecto. 


Luego, 

N=60abc0=K? (termina en cero) 
De ahí que c=0 
Además, a y b no pueden ser ceros porque N 
tendría una cantidad impar de ceros. 
También se cumple que 


60ab =p? (cuadrado perfecto) 


Por dato, N es 3 y, por ser cuadrado, será 
también 3? 
Además, N es ñ y, por ser cuadrado, también 
Nserá 132. 
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Así tendremos lo siguiente: 


60ab00=3?x132x102xG? (cuadrado perfecto) 


Al eliminar dos ceros del numeral con el 10?, 
se tiene que 


601b=3*x13%xg? 
601b=1521xg* 


| 
y 


60ab=6084 
> a=8; b=4; c=0 
a+b+c=12 


Si ab...e 000...0=k* 
900.0) 
entonces se cumple que 


m=3 1 db...e=p? 


Ejemplos 
+ El número 64000000 termina en 6 ceros y 
64=4*, entonces 64000000 es un cubo per- 
fecto. 
El número 729000 termina en 3 ceros y 
729=3*, entonces 729000 es un cubo per- 
fecto. 
El número 451000000 termina en 6 ceros, 
pero 451%p*, entonces 451000000 no es 


un cubo perfecto. 
Aplicación 14 
Si mnpqr00 es un cubo perfecto, además es 3 


y 7 calcule mM+n+p+q+r. 


Resolución 
Por condición del problema 
mnpqr00=k* — (rermina en ceros) 


Como la cantidad de ceros debe ser 3. 
> r=0 
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Así tendremos que 


mnpq000=k* 


Por dato, sabemos que este número es 5 
3 ] ME 53Y, por 
ser k”, será también 33. 
Además, el número es 7 Y, Por ser kó, ser 
también 73. 
Luego, 

mnpq000=3*x 7 x100x 4 

mnpq=3* xPxP 

mnpq=9261 x £ 


1 
mnpq=9261 


me+n+p+q+r=18 


Aplicación 15 
Calcule a+b+c si abbacÓ0 es cubo perfecto. 


Resolución ñ 
Como abbaco0=*k*, entonces c=Ú y $e cump! 
que abba=p". . 


Se observa que p*=11. 


> p=1 

Luego, 
abba=11* 
abba=1331 

> a=1; b=3 
a+b+c=1+3+0=4 


ÓN El 
5.3. POR SU TERMINACIÓN 


5,3.1. Para cuadrados 


—? 
si abedes=k*=mn5 
entonces se cumple que 
e=2; d=0; 2; 6 i 
—a(mn+1. 
Además, abcd=mn(mn + 


> 


Ejemplos 
le 
. 694225 
6x7 
2 
125=15625 


1213 

Aplicación 16 A 
sise cumple que 35 =13mnnc, determine 
bim+n+C 
Resolución 
Se tiene por dato 

395 =T3mnnc 
Luego, se deduce que c=5 y n=2. 
> 395 '=13m225 
Además, sabemos que 


3b(35+1) =13m2 


== 
x 32  Nocumple 
33 x 34  Nocumple 


36 x 37=1332 > b=6 2 m=2 


+ bimén+c= 6+24+245=15 


Aplicación 17 


Sielnumeral Zabc5 tiene una cantidad par de 


divisores Propios, determine el mayor valor de 
Atb+c, 


Resolución 
Com == 
Oel numeral N=2gbc5 tiene una cantidad 


€ divisores propios, entonces 
COM =cD, 


par 


DW =impar 


propios”F 1 


Ny 
tiene ; 
A Ne Cantidad impar de divisores, sig- 
Bnonces £S Un cuadrado perfecto. 
sd) wm .. “ilta de las decenas debe ser 2 


*4 Que el nú 
Ay Número es un cuadrado y ter- 


Botenclación y Radicación en Z+ 


También 


2ab=n(n+1) 


(prorlucto de dos consecutivos) 


Ahora veamos los Posibles valores de 2ab. 
— 14x15=210 
2ab= > 15x16=240 
=> 16x17=272 


= 2ab € (210; 240; 272) 


Finalmente, 
a+b e (1; 49) y como c=2 
> a+b+ce (3; 6; 11) 


(a+b+0) 5 =11 


Aplicación 18 
Si se cumple que a(b+ M5 =(c+Db0cd, 
calcule a+bxc+d. 


Resolución 
En el dato 


alo+1)5 =(c+1)00cd 
.5 
Reemplazamos los valores de c y d. 
a(o+1)5 =30025 
Luego, como ab+D por su consecutivo ter- 
mina en cero, 
> (b+1):4,5;9 


Así tendremos que 
330 Noes producto de dos consecutivos 
| 340 Noes producto de dos consecutivos 
380 =19x20 


De ahí 5 
26705 =38025=(195) 


> a=1; b=8; c=2 d=5 
Finalmente, noS piden 
a+bxc+d=1+8X2+5 


=22 
a+bxc+d 419 
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Sea abades=tó=(ma) 
Entonces se cumple lo siguiente: 
+ Simespar > e=2 

+ Simesimpar > e=7 


Aplicación 19 
A e 
Si minpo-Di=m, calcule m+n+2p. 


Resolución 


Como 
== ZE 
mn =(men)pp(m-2)5 

> n=5 


Reemplazamos. 
m5 = mp mada 0 
Se observa que 
m+5<9 > m<s4 
Además, de (*) obtenemos que 
m-2=2 v m-2=7 
m=4 y m=9 
Como 
m<4 => m=4 
Reemplazamos en (+). 
45%=9pp25=91125 => p=1 
En resumen, 
m=4; n=5; p=1 
 m+n+2p=11 


Recordemos que, al dividir un número entre 
4, tendremos como posibilidades que no haya 
residuo o que el residuo sea 1;203 (el residuo 
es menor que el divisor). 

Ahora procedemos a analizar los cuadrados y 
cubos de un número con respecto al módulo 4. 


En resumen, 


par=lé => qr=ia 040441 | 


Aplicación 20 
Calcule a si laaa es Un cuadrado perfecto. 


Resolución 
Como laaa=k?, entonces la potencia solo 


puede terminar en 0; 1; 4;5;609. 


en- 
Ahora, en el caso de que a sea cero, se obli 


dría 1000, que no es un cuadrado perfecto, Ya 
i i ifras Cero. 
que termina en cantidad impar de cifras + 
i criterio 
El resto de casos los analizaremos por 
de divisibilidad por 4. 
laaa 
1 
11=4+3 No puede serk” 
1 4=4 si puede serk” 
55=4+3 Nopuede serkó 
66=4+2 No puede 5er ye 
2 seri 
y 9=4+3 No puedo ser A 
2 naa 
puede ser 


Observamos que solo 
de que a sea 4. 


tenemos que 


Al comprobar Obt 
1444=(38* 


a=4 


Potenciación y/ Radicación en Z* 


¡visibilidad por 9 
Recordemos que, al dividir un número entre 
g, tendremos la posibilidad de que no haya re- 
siduo o, en el caso de que haya residuo, este 
podría Ser 1, 2,3; 4: 5,6708 (el residuo es 
menor que el divisor). 


Procederernos a analizar los cuadrados y los cu- 
on respecto del módulo 9, 


542,0 


bos de un número Ci 


L 946 | 9 | 9 
e |] > ¡ 
| 97 | 9 | 9+1 
9+8 los | | 
me 1+1 | 9-1 | 
A Á E LLAAE 
Entesumen, 


y 2. 
Un cuadrado perfecto puede se: 
9941; 9+4 0 947 

Une 

Sn cubo perfecto puedas 

9-19 0941 
E Ablación 21 
Sab pp? 


Y cdba=, q : 
, determine el valor de 


Resolución 

Observamos que ambos numerales tienen las 
mismas cifras; por consiguiente, la suma de 
sus cifras es la misma. Esto nos hace pensar 
que nos ayudaría aplicar el criterio por 9 para 
el caso de un cuadrado y cubo perfecto. 


Para abcd = m? aplicamos criterio por 9 para 


un 22 
9 
a+b+era 94 
EPS a 
suma de cifras | 9+4 No cumple 
9+7 No cumple 


Para cdba = n* aplicamos criterio por 9 para 
un 2, 


9-1 No cumple 


a+b+c+d 9 


uma de cifras 


9+1 


De lo anterior, como la suma de cifras debe ser 
la misma, observamos que coinciden para 9 o 
9-+1. Por ello, eliminamos el resto de casos. 

Ahora trabajemos con el cubo perfecto, ya 
que esto nos permitirá analizar una menor 


cantidad de posibilidades. 


Como 


q — Es primera cifra 
Y. enelotronúmero 


ré=cdba; 


3 1000<n?*<9999 


Tengamos en cuenta que 


-  20%=8000 
+ 21%=9261 
+ 22%=10648 
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Luego, 
10<n<21 


Además, 
n=) v nm=9+1 
De la tabla inicial tenemos lo siguiente: 


« sind=d 


Consideraciones finales 


¡ abcdef=k2 
L. Si abedef=k”, entonces podemos sap 


cuántas cifras tiene la base; para elo se 
separa el número en bloques de dos cifras 
de derecha a izquierda. La cantidad de blo. 
ques que se forman es la cantidad de cifras 
que tiene k, es decir, R=mnp. Además, la 
primera cifra de la base al cuadrado debe 
siempre aproximarse al primer bloque; es 


o 0. o lora 7 
> nm: 9, 9+3; 946 decir, m” se aproxima a ab. 
Ejemplo 

si Tabl=k? > k=mn 


« Sin=9+1 
an: 9+1; 9+4; 9+7 donde m? se aproxima aTa. 
=> m=29 
En el intervalo de 10 hasta 21, veamos qué A 
Además ] 


números reúnen las condiciones anteriores. y ” 
né=.l — n= 


ES LE Finalmente, se tiene dos posibilidades: 


+» 81P=6561 
+  89=7921 


No es la solución 


Sí es la solución 


5733 —= No es m?* — saber 
| 2. Si abedef=k*, entonces podemos 


ara ello se 


puc ena cuántas cifras tiene la base; p ds 
2358 > No esm separa el número en bloques de Bl 
os , e can! 
9568 > No es fras, de derecha a izquierda. La cam 


de bloques nos indica la canti 


1692 > Noes mm e 
que tendrá la base (6), es declh 


á ime > 

Observamos que en esta tabla los números ademas, la prim: fala primer 1 
cuadrados rápidamente se han descartado por achesiempre ES oxima a abc. ¡ 
su última cifra, que; es decir, m* se ap" i 
Luego, se observa que Ejemplo a 

7921=89* si Tebcd3=H0 > RE 18h 

REA . a18b. 

Entonces donde mi debe aproximarse 

89%=7921 A 139197 > m=5 ; 

Además, 


En resumen, 
m=.3 > 127 


a=7; b=9; c=2; q= 
ds Finalmente, se tiene que 
a+b+c+d=19 T6bcd3=57'=189 193 


a 


» RADICACIÓN EN LOS NÚME- 
NTEROS POSITIVOS 


1 DEFINICIÓN 
Ena potenciación, el exponente indicaba la 


cantidad de Veces que se debe multiplicar la 
base para obtener UN número llamado poten- 
cia. Por otro lado, el objetivo de estudiar la 
radicación es calcular la base conociendo la 
potencia y el exponente. 
Veamos el siguiente Caso: 

x'=625 
Para calcular x debemos buscar un número 
que al ser multiplicado 4 veces por sí mismo 
resulte 625. La respuesta es 5, pero podemos 
introducir una nueva operación utilizando un 
nuevo símbolo: el radical yo s 


> 1=1625=5 
donde 
4esel índice. 


625 es el radicando. 
5es la raíz cuarta. 


Por lo tanto, la radicación es la operación in- 
¡ VWersa de la potenciación. 


| 
i En general, si se tiene que 
poes 


Entonces 


. 
y 
Ñ 
Pb JineZ* (n22); beZ* 


UA 
¿Cuando el 


iaa : 
bir di dice es 2, no es necesario 


cho índice. 


Es 


Potenciación y Radicación en Z+ 


“Ejemplos 


* 1=12 > 11=4/121 Se dice que la raíz 


cuadrada de 121 es 11 


Se dice que la raíz 


* 8512 > 8=Y/512 


, enésima exacta. 


cúbica de 512 es 8 
. 2=64 > 2=9/64 Se dice que la raiz 
sexta de 64 es 2 
' 
| » Obs 
| Toda potencia perfecta de grado n tiene 
| imas 


2» RAÍZ CUADRADA ENTERA (y 1) 

En esta parte estudiaremos la raíz cuadrada de 
un número y veremos las propiedades de los 
residuos de la raíz cuadrada inexacta. 


Esquema 


donde 

- N:radicando 

-  Kzraíz cuadrada 
- R:residuo 


Ejemplos 


. Perla del 
o 2 


Se puede observar que hay dos clases de raíz 


cuadrada: exacta € inexacta. 

EXACTA 

positivo tendrá una raiz 
do su residuo es nulo. 


RAiz CuADRAD 


Un número entero 
cuadrada exacta cuan 


Ejemplo 


mai > p1=1P 
0 


En general, 


—Zk N=k* 
[MA > 


0 
[A 
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» Nola 
Todo número cuadrado perfecto liene 


raíz cuadrada exacla, 


Aplicación 1 

Si al calcular la raíz cuadrada del numeral par 
8x0y (x%0), se obtuvo un residuo nulo, calcule 
la suma de valores de x+y. 


Resolución 
Se tiene que 
NENA ; donde y debe ser par. 

0 
> 8Bx0y=k? > y:0;4;6 
Es decir, 
== (Y 
8x0y = (mn) " 
Se tiene que mé debe aproximarse a 8x 
> m=9 
Comoy:0;436 => n:0;2;4;6 
Entonces tenemos 
90%=8100 > x=l; y=0 > x+y=1 
92%=8464 => x=4; y=4 > x+y=8 
942=8836 => x=8; y=6 > x+y=14 
96*=9216 


No es solución 


Por lo tanto, la suma de valores de x+yes 
14+8+14=23 


SUADRADA INE) 


: CTA 
Un número entero positivo tendrá una raíz 
cuadrada inexacta cuando su residuo sea di- 
ferente de cero, 


Analicemos el siguiente ejemplo: 


124 | raíz 
rz0 


Tenga en cuenta que todo número que no ten- 


ga una raíz cuadrada exacta siempre estará 


comprendido entre dos números cuadrados 
perfectos consecutivos, 


Es decir que 124 está comprendido 


" entr | 
números cuadrados perfectos conse, a 


'Cutivos, 


) 


residuo 
por defecto 
(y=3) 


donde 
- 11 esla raíz por defecto, 
-  12esla raíz por exceso. 


Lo anterior podemos sistematizarlo en el s- 
guiente cuadro: 


| Por exceso 


124 | 11 y 124 
| 20 


Se tiene que 


Se tiene que 


| 124=11*+3 


+ siguiente: 
En general, para Ne Z*, se cumple lo sis 


Por exceso 


IN 


E e 1, 
donde donde 
ua pa (pH DA" 
[war +1 | N E 


A > 


Observaciones 
l. Se tiene que 
per, = (+0 


PA 
> [ rat acto 
AA a ne 

resi 

u 1 el 

? pe mínimo debe dl n 
e 
máximo debe ser 2h. rada E 

o 


ty CUA 
aíz CU 
3. Cuando extraemos ee es hacerlo P 
número, lo más comi" 
fecto. 


Potenciación y ¡Radicación en Z+ 


ación 2 cs 
al ar la raíz cuadrada de un número, se 


tiene que la suma de sus residuos (por defecto 
¡ exceso) es 75, y el residuo por defecto 

excede en 11 unidades al residuo por exceso. 

Calcule la suma de cifras de dicho número. 


Resolución 
Sea N el número. 
Se tiene lo siguiente: 


Por dato tenemos que 
IHr¿= 75 > 
AS TIAS 


21,¿=86 


> 14543 A 1,=32 


Sabemos que 
TFr=2R+ (Re raíz Por defecto) 
15=2k+] 


37=k 
Luego, tenemos 
Nota, 
N=37443 
Ns1412 
Porlo tanto, la su 


Lag eii 


Aación 3 
traer la 


raíz 

e o: de un número, se 
o Si se le suma 1000 uni- 
€ ha " Su Taíz aumenta en 2 y su 


Máximo, Halle la raíz del nú- 


Resolución 
Sea N el número original. 
Según los datos tenemos 


VN [K /N+1000 | +2 
52 2(K +2) 
ue) 


residuo 
máximo 


De ahí se obtiene que 

+ N=K?452 

> N+1000=(K+2)%+2(K+2) 
Ordenamos y restamos. 


N+1000=K*+6K+8 
N=K?452  - 


1000=6K-44 


Operamos. 
1000=6X-44 
1044=6K 
K=174 


Aplicación 4 

Los residuos por defecto y por exceso, al ex- 
traer la raíz cuadrada de un número, son 
proporcionales a 5 y 2, respectivamente. Si la 
suma de las raíces por defecto y por exceso es 
21, calcule la suma de cifras del número. 


Resolución 
Del enunciado podemos observar lo siguiente: 


ÍN |K N |K+1 
5n 2n 
=— > 


1 


Por propiedad sabemos que 

Eg +r¿=2K+1 
Esto coincide con la suma de las raíces por de- 
fecto y exceso. (2K+1=21) 
> rgtro=21 

5n+2n=21 

Tn=21 > n=3 
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También 
rgtro=21 
2K+1=21 
2K=20 

=> K=10 


(raiz por defecto) 


Reemplazamos. 


YN [10 
15 
N=10%+15=115 
suma de cifras de N=1+14+5=7 


or la raíz cua- 


En muchos casos, 
drada de un número. 
residuo máximo (5, =2R); 
si sumamos una unidad al radicar 
obtendrá un número cuadrado 
PNTE 
| de pe > Nl=(e+1Y | 


Aplicación 5 

Al extraer la raíz cuadrada de un número, se 
obtuvo residuo máximo, pero si a ese número 
se le suma 36, su raíz aumentaría en 2 unida- 
des y su residuo seguiría siendo máximo. Cal- 
cule dicho número inicial. 


Resolución 

Sea N el número inicial. 

Se tiene 
I/N|R 


Pra li > N+l=(R+1) w 


/N +36] +2 


NS N+37=(R+3)? (m) 


Reemplazamos (1) en (ID. 
(e+1)7-14+37=(2+3)? 
36=(%+3)'-(R+1)* 
36=2(2%+4) 

> k=17 


diferencia de Cuadrados 


Reemplazamos en (1). 
N+1=(7+1)? 
N+1=64 
N=63 


Por lo tanto, el número original es 63, 


Aplicación 6 
Al extraer la raíz cuadrada de 6abc4, se obtuvo 
residuo máximo. Halle a+b+c si a es una 


cifra significativa. 


Resolución 
Como el nú 
traerle su raíz cuadrada, 


unidad se convertirá en ul 


mero deja residuo máximo al ex- 
si le agregamos una 
n cuadrado perfecto. 


Así tendremos 
Gabc4+1 =babc5=k" 
> 
Por criterio de los cuadrados perfectos id 
minan en 5, 
c=2 
Ahora, también se debe cumplir que 


Sab=n(n+1) (producio de 
| 


94x25=600 mple (a+ 0) 


No cul 


Sí comple 
je (a+ 


¡2 No cump! 


De ahí que 
a=5 y b=0 
 a+b+c=7 


 <l 


EGLA PARA EXTRAER LA R 
A DE UN NÚMERO 

aíz cuadrada entera de un nú- 
e 100, se siguen los siguientes 


2,3, R 
pRAD: 
Para hallar la ri 
mero mayor qu 
pasos: 

Paso 1 

Se divide el número en bloques de dos cifras 
empezando por la derecha. 


Paso 2 

Se halla la raíz cuadrada entera del primer 
bloque, que tendrá una o dos cifras, y esta será 
ha primera cifra de la raíz. 


Paso 3 
Se resta mentalmente al primer bloque el 
cuadrado de la primera cifra de la raíz; a la 


derecha de la diferencia obtenida se baja el 
siguiente bloque. 


Paso 4 


El número obtenido en el paso anterior se 
e de su última cifra y se divide entre el 
Oble de la primera cifra de la raíz. 


Paso 5 


A entero obtenido se escribe a la 
lens o que sirvió de divisor, y el 
Den ci se multiplica por el referido 
Alprimer Luego este resultado se resta 

0 seguido del segundo bloque. 
Paso 6 


Sila re 
Edo e efectuarse, la cifra de dicho 
nan Será la segunda cifra de la 
Se, se tebaja] 19, si la resta no puede efectuar- 
a a cifra en una unidad y se somete 


a ; 
la corr omProbaciones hasta obtener la 
ecta de la raíz 
Paso 7 A 
ha 
Ciécha 
Rua A del re e 
eto, ko A Se bajará el bloque si- 
(CO, ón, hasta bajar el último 
z la última cifra de la raíz. 


potenciación y Radicación en Z* 


Ejemplo 
Calculemos la raíz cuadrada del nú 
nume 
55295706 Ñ 
V55295706| 
*=49 || 
629 
1M4x4= 576 
5357 
1483x3= 4449 
9 0806 
14866 x6= 89196 14866x6 
16 10|743x2 
9080 + 1486=6,1 
Por lo tanto, 


55 295 706=(7436)*+1610 


Aplicación 7 

En la radicación mostrada, donde cada * re- 
presenta una cifra cualquiera, determine la 
suma de cifras del radicando. 


rre]. 


*ok 


EoKko* 


Resolución . 
A partir de los pasos anteriores y los pri 
de la criptoaritmética, obtenemos el sigl 


incipios 
juiente 


desarrollo: 


427 


18235 1142. 
16 11 1ílg2x2=164 
a 
1 
9 
2 


847x7=5929 
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Explicación 


L 


Al elevar la primera cifra de la raíz al cua- 
drado, esta debe resultar de dos cifras y 
menor que 20, puesto que la primera cifra 
del radicando es 1; de ahí que la primera 
cifra de la raíz es 4. 


2. Al duplicar este valor resulta 8, al cual de- 


bemos agregar un número a la derecha 
y multiplicar el número así formado por 
dicho número que se agregó, siendo el 
resultado un número de 3 cifras que em- 
pieza en 1. Por ello dicho número que se 
agregó debe ser 2, el cual será la segunda 
cifra de la raíz. 


3. Al duplicar el número, que parcialmente 


es la raíz, tendremos 84, al cual le agrega- 
mos a la derecha 7 y lo multiplicamos por 
7, esto nos dará un número de 4 cifras que 
empieza en 5. 


4. Acontinuación, para hallar los demás valo- 


res solo empezaremos a trabajar del resi- 
duo final hacia el inicio. 


5. Finalmente, se observa que el radicando 
es 182 351. 
Nos piden la suma de cifras del radicando. 


epa de cifras 


del rádicáñdo Jarrar2r39541 =20 


Aplicación 8 


a A 
Si IVAN"=14IVAN6A, calcule I+4V+A+N. 


Resolución 
Por dato, se tiene que 


HF 
VTAIVAN64 Ban 
o 


ca lo cual se deduce que que NV puede ser 
u8. 


428 


Según el esquema, tenemos 


p=———, IVAN 


JE 
3= 9 
5 
67x7= 4 


== 2 


VAN64 


I 
| 
ST 
69 


749x9= 


7582 x2= 


6892 

6741 
15164 
15164 


[749x9 — 


3792 
TD 


67x7 
53+6=8,8 
68x8=544 No; 


689 + 74=9,1 


7582x2 
7588x 8=60 704 


No cumple 


De lo anterior obtenemos que 


1=3; V=7; A=9; N=2 


I+V+A+N=21 


En esta parte, estudiare: 
un número y veremos las propiedad 
residuos de la raíz cúbica inex 


Esquema 


donde 
- N:radicando 
- h:raíz cúbica 
-  R:residuo 
Ejemplos 
. 364/4 
0 
Se observa que existen do: 


ca: exacta e inexacta. 


ÚBICA ENTERA ( 
mos la raíz cúbica de 


y) 


les de los 


acta. 


¡érminos de la 
raíz cubica 


310014 
ar 


s clases de 


¿o cb 


Potenciación y Radicación enzo 


3,1, AAÍZ CÚBICA EXACTA 


Un número entero positivo tendrá raíz cúbica 
n 


exacla cuando su residuo sea nulo. 


Ejemplo 


y 34317 
0 


> 343=7 


Engeneral, 


D Observación 
Todo número cubo perfe tien 


raiz cúbica exact 


Aplicación 9 
Alextraer la raíz cúbica de Tc8ab, se obtuvo ab 


como raíz y también un residuo nulo. Determi- 
ne el valor de axbxc. 


Resolución 
Setiene por dato 


Vea las 


o > 


> 18ab= ap 


Se observa que 
D:0,114,5;6;9 


€más, q3 i 
4” se debe aproximar a lc. 
5 a=2 


No cumple 
No cumple 
Sí cumple 

No Cumple 
No cumple 
No cumple 


y 
=13 824 


Es decir, 
b=4 1 c=3 

Por lo tanto, 
axbxc=2x4x3=24 


Aplicación 10 
Si al extraer la raíz cúbica de 5abc3 se obtuvo 
n de raíz y un residuo nulo, calcule a+b+c+n, 


Resolución 
Tenemos 


3/ 52br3 
=/ 5abc3 | n 
y 0 a 


> 5abc3=n* 
Ss 


determina una cifra en la raíz) 


Como el cubo de n termina en 3, significa que 
n termina en 7 (único caso, que se observó en 
el criterio de terminación de los cuadrados y 
cubos). 

Luego, tendríamos que 


5abc3=(...7)* 

ÚS 
Hallar la primera cifra de n será sencillo. Solo 
debemos considerar un número que elevado 
al cubo sea menor o igual al primer bloque 


de la izquierda (5a), además que esté más 
cercano a dicho número en ese caso. 


3 <5a <P 
Deducimos que la primera cifra es 3. 
37*=5abc3 
Operamos. 
372=50 653=5abc3 
De ahí que 
a=0; b=6; c=5; n=37 


a+b+c+n=48 
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Aplicación 11 
Al extraer la raíz cúbica del numeral ababab1, 
se obtuvo un residuo nulo. Calcule axb. 


Resolución 
Se tiene que 


Y) abababl | k 
0 


Es decir, 
ababab1=k? 


Se observa que 
lÓ=10+1 > R=10+1 
R=3+1 > h=341 
l=T4+1 > h=741 


Luego, 
abababl=k* 
> 9393 931=2113 

Entonces 
a=9 a b=3 
axb=9x3=27 


CÚBICA 


EXACTA 


Un número entero Positivo tendrá una raíz cú- 
bica inexacta cuando su residuo sea diferente 
de cero. 


Analicemos el siguiente ejemplo: 


Y 221] rafz 
r20 


Tenga en cuenta que todo nú 
ga una raíz cúbica exacta si, 
prendido entre dos núme: 
consecutivos. 


Mero que no ten- 
empre estará com- 
ros cubos perfectos 


Es decir 


residuo 
- por defecto 


(r,=5) 


residuo 
Por exceso 
(r,=122) 
donde 
-  Seslaraíz cúbica por defecto, 
- Tesla raíz cúbica por exceso, 


Lo anterior lo podemos sistematizar en el si 
guiente cuadro: 


Por exceso 


Se tiene que Se tiene que 


7-12 


| da Por 6xces0 
| | 

Y Jarl 

Ye 

| 
| de 
| donde (da) 
| / 


Observaciones 
1. Se tiene que 4 
R34ry= (R+ De 


> (rr =3e00 04 
AS 


| res 
12, 0” 
A inexac . 
2. Para que la raíz cúbica seal pe 
ke siduo mínimo debe ser ly sl 
mo debe ser 3k(x+D. ecu ant 
mos la Ya cono? 
3. Cuando extrae! Os 


ún es 
número, lo más com 


fecto. 


Potenciación y Radicación enZó 


E Por lo tanto, la suma de cifras de N es 
Aplicación 12. : : 
Aextraer la raíz cúbica de un número, se tiene 6+1+7=14 
que los residuos por BntEciO y e. se se 
cuentran en la relación de 15 a 16; además, Aplicación 13 
217. Haile la suma de cifras del número. e 
suman 211. Al extraer lar raíz Cúbica del numeral 68abc, el 
al residuo es c4. Halle a+b. 
Resolució 
Í | problema tenemos 
De enceiado ele Resolución 
Y |k YN |K+1 Tengamos presente que 
8 
l5n l6n 40*=64 000 
a Pe 423=74 088 
Además, por dato Del enunciado tenemos 
1H E2IT sabe |K 
l5n+16n=217 c4 
3ln= Rs == 
E en > 68abc=K*+c4 
n= 
Luego, Por lo anterior, es fácil observar que K=41 
1F15x(7)=105 Luego, 
r=16x(7)=112 68abc=41%+c4=...1+...4=...5 
i > c=5 
Porpropiedad sabemos que 
Tb.=3K(K +D+1 Finalmente, 
G8abc=41*+54=68 975 
M=K(K+ 41 8abc=4 
A6=3K(K41) Además, a=9 y b=7. 
sk (K y D -. a+b=16 
¡E 
Bxy 
> i 
| Ar En muchos casos, al extraer la raíz cúbi- 
l Constr 1 de úmero se obtiene un residuo 
Ñ Ir Obte; ca de un número se € 
l 8 eS máximo (4 =3k(4+1); en este caso, 
E 205 si sumamos una unidad al radicando se 
E e obtendrá un número cubo perfecto. 
K 
Luego, 
dos 
Ass 
: 124105 


561 
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Aplicación 14 
Al extraer la raíz cúbica del numeral 2abcd4, se 


obtuvo un residuo máximo. Determine el valor 
de a+b+c+d. 


Resolución 
Se tiene que 


3) 2abcda | k 
Fimáx 
> 2abcd5=(k+1) 
e 


——=z (— 
2abcd5 = (m5) 


Se observa que m* se debe aproximar al blo- 
que 2ab. 


> m=6 

Luego, 
2abed5=65* 
2abed5=274 625 

> a=?; b=4; c=6; d=2 


Por lo tanto, el valor de a+b+c+d es 
7+44+64+2=19 


AIZ CUADRADA Y CÚBICA CON CIER- 
A APROXIMACIÓN 


A 42 CUADRADA 
Extraer la raíz cuadra 
que al elevarlo al cua 
nal (radicación exact, 
Puede, dado que se 


entonces, se calcula 


da es buscar un número 
drado reproduzca el origi- 
a), pero a veces esto no se 
va obtiene cierto residuo; 


Con cierta aproximación. 
Ejemplo 


V7 =2,6457513]... 


Del ejemplo, podemos decir lo siguiente: 


* Si la diferencia de raíces es 1 y las raí 
(por defecto o por exceso) son múliplos 6, 
uno, se dice que “la aproximación es ] : 
con un error menor que 1”. Es decir la ray 
por defecto es 2 y la raíz por exceso es3, 


* Sila diferencia de raíces es 0,1 y las raíces 
(por defecto y por exceso) son múltiplos 
de un décimo, se dice que “la aproxima 
ción es 0,1 o con un error menor que 1”. 
Es decir, la raíz por defecto es 2,6 y la raíz 
por exceso es 2,7. 


Aplicación 15 
Calcule la raíz cuadrada por defecto de 7, con 
un error menor a 1/4. : 


Resolución 
Un error menor a 1/4 es un error menora 0/2. 


El esquema sería el siguiente: 


raiz por exceso 


),254 A 0,25 (a+!) 


De la gráfica tenemos 


0,254 </7 < 0,25(a+1) 


a a+l 
¿<= 


Elevamos al cuadrado 


2 2 
a (a+1) 
m7 < 16 


a <112< (a+ 1? 


Del intervalo tenemos 
a?*<112 


as< 10,58... 


También 
12 < (a+ 
10,58 <a+l 
9,58 <a 
Luego, : 
9,58 < a< 10,58 
Dado que a es entero, entonces a=10. 
La raíz cuadrada por exceso será 
1,=0,25X11=2,75 
Porlo tanto, la raíz cuadrada por defecto será 
1,50,25x10=2,5 


4,2.PARA RAÍZ CÚBICA 
De manera similar se puede proceder en el 
caso de la raíz cúbica. 


Ejemplo 


Y68=4,0816551... 


El esquema es el siguiente: 


4 

18 4081 Y68 4,082 4,09 
E 

0.001 


0,01 


Del ej 
Slemplo, podemos decir lo siguiente: 


Si la diferencia de 


E las raíces es 0,01 y las 
Sices (Por defecto 


tiplo, y por exceso) son múl- 
e Un centésimo, se dice que “la 
mación es 0,01 
o 
Que 0.97» ,01 o con un error menor 


e ' es decir, la raíz por defecto es 
"PY la raíz Por exceso es 4,09. 
Sila difere 


rs cia de las raíces es 0,001 y las 
pd defecto y Por exceso) son múl- 


a la raíz por defecto es 
a Por exceso es 4,082. 


Potenciación y/ Radicación enZzi 


Aplicación 16 


Calcule la raíz cúbica por defecto de 129, con 
un error menor a 3/10. 


Resolución 
Interpretamos el dato del problema. 


error menor a 3/10 <> error menor a 0,3 
El esquema sería el siguiente: 


feet alz por exceso 
paz 


03a Vr29 0,3(a+1) 


Entonces 


0,3a<YI129 < 0,3(a+1) 


3 3 3 
E 12 la+l 
¡pa V129 < ya ) 


Elevamos al cubo. 


2 per < 


(a+ 1)? 
1000 1000 


Del intervalo extraemos 


a - 129 000 
Se 


a?<4777,7 


a< 16,84... 


También 
129 000 
27 


(a+1) > 16,84 


(a+1*> 


a> 15,84 


=16. 
Como a es entero, entonces q 1 


La raíz cúbica por exceso será 
r,=0,3x17=5,1 


i será 
Por lo tanto, la raíz cúbica por defecto 


r¿=0,3X 16=4,8 


Los números grandes 


Los números extremadamente grandes se re- 
presentan mediante las potencias: por ejemplo 


. 9=9% Este número tiene 
369693100 cifras 

» Se estima que el número de estrellas 
universo es del orden de 10”, 

+ Arquímedes de Siracusa, en su libro El con 
tedor de arena, reflexiona sobre el número 
de granos de arena que hay en el univers 
esta cantidad es igual a 10% 


« El múmero de átomos en el universo observal 
Por su parte, el gúgo! es un número (10%) qu o en su tolalidad sería un 1 seguido de 
100 ceros. Es más grande que el número de átomos hay en el universo, el cual solo as" 


ciende a 10%. 


tadounidense Edward Kasner. Según 


El término “gúgol” lo introdujo en 1938 el matemático « | 
que inventara UN nom: 


cuenta él mismo, pidió a su sobrino Mi 


on Sirotía. que tenía nueve años 
bre para un número gigantesco, y el pequeño Milton respondió “gúgol”. 

o elevado a UN 
de un gugol 
se usara 
driamos 


Edward Kesner fue un paso más allá y definió el gúgolplex como el número 1 
gúgol, un número inmenso, realmente inconcebible, que consiste en un 1 seguido 
de ceros, El gúgolplex no se puede escribir en el sistema decimal, ya que aunque 
cada átomo del universo para contener cada una de las cifras que lo componen, reten 
los suficientes. 


of 

“+ del puscad 

Por cierto, el parecido de este nombre (googo! en inglés) con la denominación % una can 
k: dls 5% parce 

Google no es casual. El nombre Google se eligió con toda la intención de 29"... game 


i Ls E le 
lidad descomunal de páginas en internet, De ahí que la sede principal de G009 
Googleplex 


Adaptado de “¿Que es un gúgol” 


Potenciación y Badicación:enZ+ 


Problemas resueltos 


problema 
indique cuántos cubos perfectos existen en la 
siguiente secuencia: 


14x 14x2; 14x3; 14x4; ...; 14343000 


- Resolución 
Se observa que el término general es de la for- 


ma l4n, donde 


n:1;2,3; 4; 5; ..., 343 000 

Porcondición tenemos y 
Un=f? 
pr 


27 
Completamos los exponentes de 2 y 7 para ge- 
Terar un cubo perfecto, 

302 Pxp 

n=196p> 
Observamos que 

1<n<343 000 

15198P* < 343 000 

0005<P3 < 1759 

1 Elonces 

P5523,4;5, 6;..; 12 
Na e £s decir, que n también to- 
lo tan 


pu "kay 12 términos de dicha sucesión 
5 Perfectos, 


on 2 


* número 
Ir 5 ciftas son cuadrados 
de 101 más 20, ala vez? 


Además, 


—— Al sumar 101 solo la 
 lorma cambia, pero la 


igualdad prevalece 


101+121 
A 2 

2=Íi 1211) 

R=101+11 


Si R=101+11 
> k:112 213; 314 
ps E 
Si k=101-11 
> k:191; 292 
ERA 
Por lo tanto, en total habrán 3+2=5 números 
que cumplen tal condición. 


Si el numeral ab0abz es un cuadrado perfecto, 
calcule a+b. 
Resolución 
Se tiene que ab0ab¿=2?. 
Aplicamos la descomposición polinómica en 
bloques. 
ab: +aby=k? 
ab(8+1)=k? 
abyx 513 =k? 
— 
319 
Completamos los exponentes para generar un 
cuadrado perfecto. 
ab¿=3x19P? 
Por la propieda del intervalo tenemos 
8'<ab¿<8?, entonces P=1. 
> aby=57 
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Luego 57 expresamos a base 8 
578 
¿rá 
ab¿=71¿ > a=7 


b=1 
a+b=8 


Problema 4 

Un número cuya cantidad de divisores es 
impar es tal que al dividirlo entre 7 y 13 da el 
mismo residuo 4. Calcule la suma de cifras de 
dicho número si es el menor posible. 


Resolución 
Sea N el número cuya cantidad de divisores es 
impar, es decir, Nes un cuadrado perfecto. 


N=k? 
Por dato tenemos que 


Ni a NUS 
4 4 


E E 

Luego, MCM(7; 13)=91 

=> N=91+4 

Como N=k? 

> R=ai+4 

Existen dos posibilidades 
re +2 v k= al -2 
¿E 180; ... 

93; 184; ... 


Como nos pide el menor valor posible para ÑN, 

entonces el valor que k debe tomar es 89. 
N=k?*=89* 
N=7921 

Por lo tanto, la suma de cifras de N es 
74+94+2+1=19 
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Problema 5 

Al extraer la raíz cuadrada a un número, 
tiene un residuo máximo; y al extraerle > ys 
cúbica también se obtiene un residuo Pm 
mo. Si la suma de los residuos es 268, pr 
la suma de cifras de dicho número. : 


resol n 
Sea N el número, se tiene que 


mjor YN ]E 
2k 3R(R+1) 


Ya que se trata de residuos máximos, 
Nat=(R+D? A NR 


> (+ 1?=(R+D* 


Se observa que 
+ Rk+1ldebeserun cubo perfecto. 


+ R+1debeserun cuadrado perfecto. 


Por dato tenemos 
2k+3R(R+D) =268 
a A 


(6%) 


2k=3+1 
2h+2=3+3 
2(k+1)=3 


k+1=3 
A 


Che ser cubo 

k+1=27 => k=% 

Reemplazamos en (5. 
2(26)+3R(R+1)=268 
3R(R+1)=216 
R(R+D=72 


pa p nl 
reemplazando £ ME: 


Finalmente, 


Potenciación y: Radicación en Z+ 


problema 6 
Sjelcubo de ab € 


Resolución 
Se tiene 


s 1(a+1)(Qb)ab, calcule axb. 


—=3 
Da 


as 


Separamos bloques de 3 cifras, de derecha a 
izquierda, y luego podemos afirmar que a? se 
debe aproximar a 1(a+1) 


3 a=2 


Reemplazamos el valor de a. 
13(2b)20=20* 
3 b:1;4 ¡ya que 20<10 


Evaluamos los posibles valores de b. 


+ 21%=9261 

* 24%=13:824 
5 0=2 1 b=4 
* AXb=8 


Problema 7 


Mextraerla raíz o 
Mero, 


Tencia dí 


solución 
AN Número, 


Se obtiene 23 co, 
el residuo 
'Calcule la sum; 


No cumple 


Sic 


uadrada por exceso de un nú- 
mo raíz; además, la dife- 
Por defecto y por exceso es 
a de cifras de dicho número. 


Resolvemos. 
r¿=34 
r.=10 

Luego, 
N=22%4-34 
N=518 


Por lo tanto, la suma de cifras de N es 
5+14+8=14 


Al extraer la raíz cúbica de un número, se obtu- 
vo un residuo máximo igual a 546, Determine 
la suma de cifras de dicho número. 


esolución 
Sea N el número. 


ENTES Reg 8R0+0) 
Ronáx 
Por dato, se sabe que 
3k(R+1)=546 
R(R+1)=182 
R(R+1D=13x14 
k=13 
Luego, 
NR máx 
N=13*+546=2743 
Por lo tanto, la suma de cifras de N es 
24+744+3=16 


Problema 9 


¿Cuántos números cuadrados perfectos exis- 

i n 
ten de 4 cifras, tales que terminen en 9 y sea 
divisibles por 9. 


Resolución 
Sea abc9 el número. 


y? 
25; 
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Se tiene que 7 


QU k 
abcd=k? => Ed 
k=3 


Por intervalos tenemos 
1009 < abc9 < 9999 
1009 < k? <9999 
31,... <R<99... 
Luego, 
33; 63,93 (3 valores) 


Ñ e 87 


Por lo tanto, en total existen 5 números que 
cumplen tales condiciones. 


(2 valores) 


Problema 10 
Calcule cuántos números enteros cuadrados 
perfectos existen entre los siguientes cuadrados 


perfectos: (a+4)a3 y (2b-1)(Qb—Dbb. 
Resolución 
Se tiene que 
+  (a+4)a5 es un cuadrado perfecto. 
> a=2 
»  (2b-1)(2b-1)bb es un cuadrado perfecto. 
> b=4 


Entonces los números cuadrados son 625 y 
7744. 


Ahora se tiene que 


25 Hay V números 88* 


cuadrados 

perfectos. 
PRea: o 
267, 27% 28%, 297, .... 87? 


En cantidad de 
Pe ol =N=81-25=062 


Por lo tanto, hay 62 números cuadrados per- 
fectos entre 625 y 7744, 
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Problema 11 


Si el cuadrado de mnp es Teo: 


calcule M+N+p. 


Se tiene que 
12m) (np4=mnp? 


Se observa que p: 2; 8. 
Además, m? debe aproximarse a 1(2m). 
> m=1 
Reemplazamos. 
182) EmpA=4np" 
===. 
Si p=8 > 18(1)(Qm84=4n8 
4 nn 8X 
EME 8 
...(8n+6)4 


8 4 


> 6+16n=..8 > n=2 


Pero 
184484 + 428 Nocumple 


== 
si p=2 > TOMENA=A jadora 
Para calcular n se puede usar ne a anos 
4. Si no fuera ash 


pues n: 0; 1; 2; 3, á 
jente forma: 


calcular de la sigui 


> 4n=.2 > 123 


2 
Luego, 186 624=432 
=4+3+2=9 


:. MAN+P 


+ problema 12 7 

j Cierto número entero positivo no tiene raíz cú- 
bica exacta. Si a este número se le disminuye 
en 721, entonces su raíz cúbica disminuye en 
una unidad; sin embargo, el residuo no se alte- 
ra, Determine la suma de cifras de la diferen- 
cia entre el número y el residuo. 


Resolución 
Sea Nel número. 
ÍN]e_ > N=k+R 
R N-R=k? (0) 


Por dato tenemos 


ÍN-721]4-1 
| R 


> N-721=(R-IN+R 
N-R=(R-0)3+721 (1D 


' Igualamos (0y (1D. 
P=R-1%721 
P-(=721 
3-3R+1=79] 
R(k-1)=240 
k=16 

Reemplazamos el val 


lor de k en (D). 
NR=pi=1p 


=4096 

Porlo lanto, la suma 
le e] Número ysu 
40494621 6 


A 


de cifras de la diferencia 
residuo es 


Problema 13 


í 
y 


tene 
Un nu 
alos y neral de cuatro cifras diferen- 


y e al 

esop e 45 son cuadrados perfectos 
la iciona -pperfectos, Si a dicho número 

Er. convierte en 43? Calcule 

AE 550 que se Obtiene al extraer 


da al Mayor Numeral formado 
a res diferentes dea. 


Potenciación y Radicación en ZA 


Resolución 


Sea el numeral MNPq, CON M, n, p y q dife- 
rentes entre sí. 


Se tiene que 


mnpg +cb1=a5? 
Se observa que q=4. 
Por la condición, los valores de Mm, N y p pue- 
den ser 1; 8 y 9. 
Veamos los siguientes casos: 
1894+cb1=a5? => a=4 
1984 +cb1=a35? 
8914+cb1=a5? > a=9 
8194+cb1=a5? > a=9 
9184+cb1=a5* No hay solución 


9814+cb1=a5? xo hay solución 


No hay solución 


Por lo tanto, la suma de valores de a es 
44+9=13 


Problema 14 

En una reunión, a la que asistieron menos de 
1500 personas, se observa que el número de 
varones que bailan es igual a la raíz cuadrada 
del total de personas. Además, el número de 
varones que no bailan es igual a la raíz cúbica 
del número de mujeres que bailan. Calcule el 
número de mujeres que no bailan si el total de 
personas que asistieron es impar. 


Resolución e ( 
Sea N el total de personas que asistieron a la 
reunión, tal que N<1500. 


Ballan No bailan 


Varones 


Mujeres 
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» Recuerde 


( cantidad de | 
mujeres que 
bailan ) 


cantidad de | 
varones que 
bailan 


Se observa que 


número de varones nm 
] E y se 


que no bailan 


Es decir, N debe ser una potencia perfecta de 
grado 6. 
N=x* 
Como N debe ser impar y menor que 1500, 
> x=3 
Es decir, 
N=3% > N=729 
Luego 
+ n.2 de varones qué bailan=27 
» n.2 de mujeres que bailan=27 
* nde varones que no bailan=3 


Por lo tanto, el número de mujeres que no bai- 
lan es 


729-(27+27+3)=672 


Problema 15 


El numeral abede es un cubo perfecto que ade- 
más satisface las condiciones a+c+e=15 y 
b+d=4. Calcule la raíz cuadrada por exceso de 
dicho numeral e indique la suma de sus cifras. 


Resolución 

Se tiene que abcde=k2. 
Como a+c+e=15 y b+d=4 
> a-b+e-d+e=11 


Es decir, 


a-b+c-d+e=11 


> abede=11 
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Es decir, tenemos las siguientes posibles solu- 
ciones: 
abede=11%x2%=10648 — sicumple 
(a+c+e=15 » b+d=4) 
abcde=11%x37=35 937 —Nocumpie 
(a+c+e=15 a b+d=4) 
abede=119x49%=85 184 Nocumple 
(a+c+e=15 a b+d=4) 
Entonces 


abcde=10 648 


Extraemos su raíz cuadrada. 


Entonces la raíz cuadrada por defecto es 103, 


es decir, por exceso es 104. 

A r 
Por lo tanto, la suma de cifras de la raíz po! 
exceso es 1+0+4=5. 


Problema 16 
¿Cuántos números de cual 
dos perfectos y son 11 +3? 


> 
ro cifras 50N cuadri 


Resolución 
Sea N uno de dichos números: 


N=abcd=k? 
Para que N tenga cuatro cifras, 

(R:.32::38; 1199 
> N=é=11+3 

R0=11+3-+22 


93 (la formó 
gualdad 


CAPITULO/X 


Potenciación y Radicaciónien Z* 


(2+5)(e-5)=1 


Se tiene dos posibilidades: 


:39; 50; 61;72;83;94  (6valore<) 


k=11+45 
R: 38; 49; 60; 71;82;93 (6.1 


Por lo tanto, existen en total 


6+6=12 valores 


Problema 17 
Calcule a+b+c si se cumple que ab-=1c80b. 


Resolución 
Tenemos que ab? 


=1c8ab, entonces b puede 
Sr0,1,4:5,609, 


Además, 


10000< 1825 < 20 000 
10000 <2b* <20 000 
2..sab< 00 
%<db<097 


3 d=2 


D Ss 
*ahí Que ab puede s 
eS Dado Que 


a] 
AO 


er 24; 25; 26, 


entonces 
+ 2P=13824  Sicumple 
T8abÚ—. 25%=15 625 xo cum 
DO=ITSTG ocupe” 
> c=3; a=2; b=4 


a+b+c=9 


ma 16 


¿Cuántos cuadrados perfectos existen que ter- 


minen en 9 y que tengan tres cifras al expresar- 
los en base 7? 


luci 


Sea N=...9 un cuadrado perfecto, 


Entonces 
N=k? 
k=..9 
> k=.3 0 k=..7 


Por condición, 


49<k? < 343 
Re (7; 8; 9; 10; 11;...; 18) 


Como k debe terminar en 3 07, 
> ke 47; 13; 17) 


Por lo tanto, existen tres números cuadrados 
perfectos que cumplen la condición. 


Problema 19 


¿Cuántos números de seis cifras existen que 
generen residuo máximo tanto en su raíz cua- 
drada como en su raíz cúbica? 


Resolución 
Sea N=abcdef 
> 10 <abedef < 10* 19) 
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Al extraer la raíz cuadrada y cúbica se obtienen 
residuos máximos, esto equivale a decir que 


N=k*-1 A N=pi-1 


y? 
men 


> (N+1)=R' 
N=R-1 
Reemplazamos en (. 
105<Ró-1 < 105 
10% + 1<R*< 10%%1 


> 6,8... <R<10, ... 
L Re17;8:9; 10) 


Por lo tanto, existen cuatro números que cum- 
plen la condición. 


Problema 20 
si abc =1T(a-Dc(b- 16-09, calculea+b+c. 
Considere que a, b y c son diferentes entre sí. 
Resolución 
Sia*+b+c 
> abc =1(a-De(o- (6-19 
Como a* debe aproximarse a 1(a—1), 
> a=3 
Además, por terminación de cifras 
e=..9 
23 c=3 v c=7 
Como ca, entonces c=7, 
Reemplazamos. 
22 rr 
3b7"=127(b -D(b-1)9 
Usamos arena de divisibilidad por 9. 
(9+(0+1)=9 +20 -1 
(b+1)'=9+2b -1 
De+2b+1=9+9b-1 
> b%+2=0 


442 


Notamos que b puede ser 40 5, 


Sin embargo, por divisibilidad por 4 OcUrTe que 
-D9=4+1 q 

Sib=4 => 39=4+3. Nacumple 

Sib=5 > 49=4+1 Sicump 


Obtenemos que b=5. 


a+b+c=15 


Problema 21 
¿Cuántos enteros positivos primos relativos con. 


40 tienen como raíz cuadrada por defecto a 
45/7, con un error menor a 3/7? 


ón 


Se tiene 
raíz pot rafa por 
defecto exceso 
A 
34 YN 3 a+) 
7 7 

Por dato, 

3.45 

la= > a=15 

77 
Del gráfico tenemos que 

315 < N<Ix16 

7 M7 

41,32<N < 47,02 

Lo 49; 43; 44; 465; 46:47 
Sabemos que N es PESI con 40. 
> N22 y NA5 S 
N solo queda 
Entonces para los valores de 
y 47. es) 
de valores deN 


Por lo tanto, el número 


— 


1 


Test 


menor número por el cual se 


1ermine el 
E ara 1470 para que resulte un 


debe multiplic: 
número cuadrado perfecto. 


y 18 
B) 36 
0) 30 
D 2 
E) 40 


Entre dos números cuadrados perfectos 
consecutivos existen 24 números. Deter- 
mine el mayor de estos cuadrados. 


A) 100 
D) 216 


B) 121 C) 144 


E) 169 


¿Cuántos números enteros positivos tienen 


Una raíz cúbica entera igual a 8? 


A) 214 
D) 216 


B) 217 O) 215 


E) 218 


Si cada * 

S sr representa una cifra; además, 

Es "cando es máximo y par, calcule la 
a de cifras del residuo. 


Fra lx 


E 


sE cu 


Potenciación y Radicación en Z* 


Si abe=cd? y aef=n?; fan, 


calcule a+b+c+d+e+f+n. 
A) 33 B) 26 O 28 
D) 34 E) 18 


¿Cuántos cuadrados perfectos que ter- 
minan en la cifra 6 existen entre 3600 y 
10 0002? 


A) 4 
D) 16 


B) 10 O 8 


E) 12 


¿Cuántos términos de la sucesión mos- 
trada tienen raíz cuadrada exacta? 
12x7; 12x8; 12x9; ...; 12x600 


O 12 
E) 20 


A 13 
D) 14 


B) 10 


A] extraer la raíz cuadrada de abacc, se ob- 
tuvo como raíz (a—1)ba, siendo el residuo 
nulo. Calcule a+b+c. 


O 12 
E 1 


A) 10 B) 15 


D) 13 


Al calcular la raíz cuadrada de abcc, se 
obtiene como raíz un cuadrado perfecto 
y un residuo de dos cifras que también es 
un cuadrado perfecto; además; el residuo 
por exceso termina en ia cifra 8. Calcule 


a+b+c. 


o 12 
E) 19 


A) 20 B) 8 


D 15 


703 en 93 Ciaves 
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Problemas propuestos 


Nivel básico 


1. Halle el menor número entero positivo que 


se debe multiplicar con 1663 200 para ob- 
tener un número cuadrado perfecto. Dé 
como respuesta la suma de cifras de dicho 


número. 
A) 1 B) 12 Cc) 10 
D) 14 E) 9 


Sea N=ababab. Calcule el menor número 
entero positivo que debe dividir a N para 
que se obtenga un cociente que sea un nú- 
mero cuadrado perfecto. 


A) 99 
D) 333 


B) 111 O) 37 


E) 222 


Se tiene el número (a+1D)(a+2M(a+3)(a+4). 
Si permutamos las dos primeras cifras de 
la izquierda, el número formado resulta un 
cuadrado perfecto. Calcule la suma de los 
dígitos de dicho número. 


A) 16 
D) 22 


B) 24 O) 20 


E) 18 


Indique la secuencia correcta de verdade- 
ro (V) o falso (F) de las siguientes propo- 
siciones: 

L Todo número cubo perfecto es 4+1 o 
4-1, 

En el sistema senario, los números 
cuadrados perfectos terminan solo en 
la cifras 0; 1,3 0 4. 

Si el número 23ab es un cuadrado per- 
fecto, entonces a+b=4, 


TL. 


A) VFV 
D) FVF 


B) Fvv C) vvv 


E) FFF 


¿Cuántos cuadrados perfectos Bra hi 
entre 972 y 9520? E 


m6 
D 3 


B) 10 O 13 


E) 9 


Determine la suma de todos los valores 
que puede tomar ab si ab49 es un cuadra- 
do perfecto. 


A) 32 
D) 136 


B) 40 C) 86 


E) 118 
sir'=1ala Ga) y p"=16D-0D, 
calcule R+p. 


O) 37 
E) 8l 


A) 72 B) 44 


D) 85 


Indique cuáles de las siguientes propos 

ciones son incorrectas. 

L Existen únicamente | 
4 cifras que son cubos P' 

II. El residuo de la raíz cua 
es menor que el doble de la raiz 
drada. 

II. Si entre dos cuadrados P' 
secutivos existen 80 núme! 
tivos, entonces el mayor 


2 números de 


erfectos. 
drada siempre 
cua” 


erfectos COM” 
ros consect- 
de estos NU 


meros es 1600. 


" 

A) solo l B) solo U ) pin 
D) solo III , 
e) 
o . 
Si se cumple que a000(4 a ay de div 


pe aan 
y que cb tiene una cantidad Í p 


sores, calcule a+b+c. 
0? 
e) 1 


dl 


A 8 B) 12 


D) 10 


Potenciación y Radicaciónien Z+ 


lo. 


il 


4, Los 


(, Con las cifras 2; 2; 7; 5 y 2 se puede for- 
. mar un número de 5 cifras cuadrado per- 

fecto. Determine la raíz cuadrada de dicho 
y dé como respuesta la suma de 


1 


número 
sus cifras. 
A) 12 B) 13 O 15 
D) 10 E) 14 


11. Si a un número entero positivo M se le 
suma 2791, entonces su raíz cúbica au- 
menta en una unidad, pero se observa que 
el residuo (R) se mantiene. Calcule M-R. 


A) 64000 
D) 12500 


B) 27000 C) 15000 


E) 34300 


12 Alextraer la raíz cuadrada de 75ab3, se ob- 
tiene como residuo 8. Calcule a—b. 


3 B) 2 04 
D 5 E 1 


1. Sean los numerales 


A=444..44 1 B=44...4 


2 cifras 
Cifra Mm ciíras 


E residuo máximo al extraerle la 

ade os y la raíz cuadrada por ex- 

e es un número comprendido 
€ 100 y 1000, calcule E 


A) 1001 


B 
D ln ) 1011 


O 1211 
E) 1321 


en fi pa de un batallón, al alinearse 
los e, ea Un cuadrado cuando 13 de 
Corp, des A Otros 68 soldados son 
“Af e batallón y todos, al ali- 

== también forman un cuadrado. 


Indique cuántos soldados había inicialmen- 
te en el batallón si estos eran menos de 300 
Dé como respuesta la suma de cifras. 


A) 13 
D) 15 


B) 9 O 17 


E) 12 


Nivel intermedio 


¿Cuántos números de 6 cifras que termi- 
han en la cifra 1 son cuadrados y cubos 
perfectos a la vez? 


-. Si el cuadrado del numeral c(a+c)a0 resul- 


10, Halle la suma de las cifras del menor 


ta el numeral 7abcadd, calcule a+b+c+d. 


O 1 
E) 15 


A) 10 B) 13 


D) 16 


Si ab es la cantidad de números cuadrados 
perfectos que terminan en 9 y están com- 
prendidos entre 500 y 8000; además, el nu- 
meral ab(b+2)baz es una potencia perfec- 
ta de grado n, halle el máximo valor de n. 


Cc) 6 
E) 9 


A) 10 B) 8 


D) 4 


'2. Calcule a+b+c+d si se cumple que 


ababca=d0b ; ab=d”; ca=b* 


O 18 
E) 15 


A) 19 B) 13 
D) 12 

nú- 
mero múltiplo de 18, de tal forma que la 
le su cuarta y SU quinta parte sea un 


suma d 
cuadrado perfecto. 
O 15 
A) 9 B) 12 
e 18 E) 27 
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20. Determine l. 


446 


5 


la cantidad de números de 
5 cifras que sean cubos perfectos divisi- 
bles por 6, pero no por Ss 


A) 3 
B) 36 
O 4 
D) 29 
E) 40 


21. Sea N la suma de cifras de un número de 


4 cifras que es un cuadrado y cubo perfec- 
to a la vez. Calcule N. 


A) 21 
D) 23 


B) 19 C) 24 


E) 25 


22, Sila sucesión 


12(6); 12(8); 12C10); 12(12); ... 


posee solo tres términos que son cubos 
perfectos, ¿cuántos términos que son cua- 
drados perfectos, pero no potencias per- 


fectas de grado 4, tendrá como máximo 
dicha sucesión? 


ia ES 
. Siabc?=9-2 y abc =n(3mabc, 


calcule axb+c+n, 


e >. B) 21 O) 20 
2 

E) 24 
Si se cumple que 
e 
abc =0-0(6-b-D2 
calcule Aaxb+c. 
A) 27 B) 

16 
D) 33 Es 39 
25 


25, ¿Cuántos números de 4 Cifras 


E, abCd exi 
tales que abcd=1 la+b+c+d)) sien, 


A) 1 
D) 4 


Bl 3 03 


Bs 


Calcule la suma de cifras de la raíz cua. 


drada de 
111...1-222...2 
[de 
n cifras 
A) 2n B) 5n O) 4n-1 
D) 3n+3 E) 3n 


21. Sia un número capicúa de 3 cifras se le adi- 


0] 


. Aun número se le suma 52: 


ciona la mitad de la cantidad de sus diviso- 
res simples, se cumple que al extraer su raíz 
cúbica se obtiene residuo máximo. Halle el 
producto de las cifras de dicho número. 


C) 72 
E) 34 


A) 32 
D) 98 


B) 36 


Fabrizio digita en su calculadora Un núme- 
ro de 6 cifras, luego procede a extraerle Su 
raíz cuadrada y se percata que el número 
que obtiene en su parte entera es el come 
plemento aritmético del número que alle 
cio digitó. Determine la suma cifras del nú- 
mero que digitó Fabrizio en SU calculadora. 


Cc) 30 


B) 28 
E 2 


A) 26 
D) 14 


5, entonces su 


raíz cuadrada aumenta en 3 perl 
el residuo se hace máximo. e pie 
original fue n, ¿cuántos números 
con tal condición? Considere EN 


c) 20 


B) 1 e 15 


A) 18 
D) 22 


NS | 


9), Al extraer la raíz cuadrada de un número, 
, se tomó por error el residuo como raíz y a 
este como residuo, por lo que resultó un 
número que es inferior en 372 unidades al 
original. Si en la raíz cuadrada del número 
original, la diferencia de la raíz menos el 
residuo es 3, calcule el número original. 
B) 5624 C) 7254 
E) 4096 


A) 4324 
D) 4157 


di, ¿Cuántos divisores tiene el número cuya 
raíz cuadrada por defecto es 52 y cuya raíz 
cúbica por exceso es 14? Considere que di- 
cho número es múltiplo de 37. 


A 2 B) 12 O 4 
D 6 E) 15 


DA extraer la raíz cuadrada de ab6c, se 
obtuvo un residuo máximo; y cuando se 
extrae la raíz por exceso, se obtiene ca 
Como raíz. ¿Qué residuo se obtiene al ex- 
traerla raíz cúbica de abc? 


A) 27 B) 29 


D) 18 O 13 


E) 21 
3 Se tiene 


Calcu 

e y 

E Ml a de cifras del radicando 
A de cifras de la raíz. 


Ny 


ES O 43 


E) 38 


Potenciación y/Radicación en Z+ 


El terreno del señor Tito tiene la forma de 
Un cuadrado Cuya superficie es de 3abc m?, 
En dicho terreno ha sembrado hortalizas, 
y decide cercarlo con alambre, dando 
4 vueltas por todo el perímetro del terreno. 
Indique cuánto costará como mínimo todo 
el cercado si el metro de alambre cuesta 
S/13 y en otros accesorios gasta S/minnn. 
Considere que este último numeral tiene 
una cantidad impar de divisores. 


A) 19184 
B) 18 914 
O 18410 
D) 18560 
E) 19 480 


- Al extraer la raíz cuadrada de N, se obtu- 


vo residuo máximo, pero si se realiza por 
exceso, su raíz es 36. Calcule por cuánto, 
como mínimo, se debe multiplicar a N para 
que sea un cuadrado perfecto. 


C) 1295 
E) 5320 


A) 4720 
D) 5180 


B) 4900 


7. Calcule la suma de cifras de un número ca- 


27. Al extraer la raíz cúbica de 


picúa de 5 cifras que tiene como raíz cua- 
drada a otro número capicúa de 3 cifras. 
Considere que la raíz cuarta del número 


inicial también es capicúa. 


O 15 
E) 19 


A) 12 B) 18 


D) 16 


ú 0, Se 
un número, se 


i 0. 
obtuvo residuo máximo e igual a n(3n)1 


Calcule la suma de cifras del número. 
36 C) 27 
A pe Ñ E) 37 
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38. Sea un número impar positivo que no tiene 


raíz cúbica exacta. Si a este número se le 
disminuye en 721, entonces su raíz cúbica 
disminuye en una unidad, pero el residuo 
no se altera. Calcule la cantidad de dichos 
números que cumplen la condición dada. 


A) 160 
D) 180 


B) 408 O 815 


E) 816 


Nivel avanzado 


Y. ¿Cuántos términos cubos perfectos existen 


en la siguiente sucesión? 
45x10; 45x20; 45X30; ...; 45x 1000000 


A) 6 
D) 11 


B) 10 dd 8 


EJ“27 


Se tiene un número de cuatro cifras dife- 
rentes, las cuales no son cuadrados perfec- 
tos ni cubos perfectos. Si a dicho número 
se le suma cb2, se convierte en a5?. Calcule 
la suma de los valores que puede tomar a. 


A) 12 
D) 13 


B) 10 C) 19 


E) 27 


Al sumar aby + abc, + abccy, se obtiene 
un cuadrado perfecto divisible entre 33. 
Calcule a+b+c. 


A) 18 B) 15 09 
Da E) 12 
Si se cumple que 

SN (a IA 
* ab =0(zJoota-3)0 


. 


ba=nfi2 
ba=mi+n?; (m;n) ez+ 
calcule a+b+m+n. 


5 


í5. Al extraer la raíz 


A) 25 B) 24 

dE E 
Si se sabe que 

TA... 1115....56 


ES le 


cifras 1 cifras 


es un cuadrado perfecto, halle la suma de 
cifras de su raíz. 


A) 2n+1 
D) 2n 


B) 3n+1 O) 3n 


E) 3n-1 


Pedro quiere plantar árboles igualmente 
espaciados en un parque de su comuni- 
dad. El parque tiene la forma de un cua- | 
drado de 234 m de lado. Si la separación 
entre un árbol y otro fuese de 1,2 m, E 
tarían 3000 árboles. Determine la distancia 
que debe haber entre los árboles de mane- 
ra que sobren 2655 árboles. 


A) 1,5m 
B) 1,45 m 
C) 14m 
D) 1,3m 
E) 1,25 m 


jm 

cuadrada de unn 8 : 

áximo 3 
se observa que 268 es a E. que 
puede sumar a dicho núme” 
su raíz aumente en se 
al resto original le fal as 
ser máximo. Calcule la 


dicho número más la suma 
residuo. 

o % 
A» 15 B) 18 E) 13 
D) 17 


Números racionales 


Ramiro Fortunato Díaz Vásquez 


ic 


CAPÍTULO XI 


NÚMEROS RACIONALES 


Objetivos 
«Construir el conjunto de los núnic: 1 ; tir del cónjunto de los números Z 
rp 
+ Ampliar el concepto 


+ Identificar, ini 


números « velez xl es (números avales) y efectuar 


cambios de base. 


Introducción 
Lanaturaleza nos dio dos unidades naturales de tiempo: el año y el periodo de veinticuatro horas; 
aunque el año no contiene un número entero de días, origina problemas matemáticos interesantes. 
Astenemos que l año=365 días, 5 horas, 49 minutos y 46 segundos=365,242199 días. 
Enla vida civil es imposible legalizar dicha duración del año. ¿Qué pasaría si aceptamos que el 
de civil dura 365 días? Por ejemplo, el 1 de enero del 2020 a las 0 horas, la Tierra se encontraría 
ce Punto A y en el transcurso de 365 días no podrá alcanzar el punto A, por lo cual a las 0 horas 
dio de enero del 2021 resultará en otro punto B (BA); y el 1 de enero del 2022, en un punto € 
Com a alos anteriores), etc. Entonces ocurrirá que si fijamos la posición de la Tierra en la órbita 
A a una fecha dada, esta será diferente en todos los años y se atrasará casi en seis | 
eStaci 3 Urante cuatro años este atraso constituirá casi un día, y la fecha fijada caerá en diferentes | 
nes delaño, lo que generaría incomodidad, ya que no se podría relacionar algunas medidas | 


Deriódi 
ódicas con fechas bien definidas. 


No obs 
lante, ex y a , > 
DEN 366 dio. existe una salida. Hace falta considerar que algunos años tienen 365 días y otros tie: | 


o rs que se alternan los años de tal manera que la duración media del año sea la 
Primer lugar e a la que se da en la realidad. pal 
Ñ Crjunto, os y En forma sencilla, se hizo el estudio de los números naturales; q e E 
dos Meno a uds los enteros. Pero al comparar las cantidades por división, seol tení ER 
ran números enteros, entonces se amplió al conjunto de los números racionales, 


Permitió 

Obt Ñ 

aida dia ner resultados precisos de estas comparaciones. . 
E € est; a, en cada momento, se comparan cantidades por división. Como a e 
olé: asc al de los números. a 


'OMparaci ass E ; 

Bi ciones, utilizamos la representación decim ñ 

ma se DER ten realizar los cálculos 
A yor 


NOS traj A 

Edi las calculadoras y las computadoras, las cuales permi AORTA 
In; en el ejempl ñ ía permite determinar qu e 

actamente Jemplo previo, la tecnología P' Sos con 366 días (bisi esto). 


365 días; por lo cual cada 4 años se originan añ 
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1» INTRODUCCIÓN A LOS NÚMEROS RA- 
CIONALES (Q) 

A partir de lo tratado en el capítulo V, podemos 
observar que las operaciones de adición, sus- 
tracción y multiplicación están bien definidas 
en el conjunto de los enteros (Z), tal es así que, 
por ejemplo, dados los números 5 y 7, se pue- 
de observar lo siguiente: 

+ 54+7=12e Z . 
* 5-7=-2eZ e 


5x7=35€ Z 
7-5=2€ Z 


El resultado de cada operación resulta otro nú- 
mero entero. 
Es decir, cumplen con la ley de clausura. En el 
caso de la división, por ejemplo, para los nú- 
meros8y4e Z. 

8 4 

==2€ Z, pero 5=0,5€ Z 

1 E 
De ahí que el cociente de dos enteros no ne- 


cesariamente es entero (no se cumple la ley 
de clausura). 


Es por ello que tenemos la necesidad de am- 
pliar el conjunto numérico de los enteros, es 
decir, generar otro conjunto numérico en el 
que la división esté bien definida. 


Definimos entonces el conjunto producto si- 
guiente: 


=((a;b)l/asZ r be Z*) 


(conjunto de pares ordenados) 


«4; -3; 2; 1,0; 1;2;3;...) 
0374 -3;-21; 1,2; 3; ...)=Z-10) 


4 a 
Además, (a; Ai (se expresará así para co- 
modidad en las operaciones en Q. 


En el conjunto ZxZ* definimos la siguiente 
relación: 


( (a,b)=(c,d) e 


auxd=bx« 
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Ejemplos 
-  (1,2)=(2;4), ya que 1x4=2x9 
(3; 5) = (12; 20), ya que 3x20=5x12 


(0; 1) = (0;-11), ya que 0x(-11)=1x0 


Podemos afirmar que = es una relación q 
equivalencia, dado que puede ser i 
»  Reflexiva: (a; b) = (a; b) Y (a; b)e Zxz+ 

*  Simétrica: (a; b) = (c; d) > (c; d) =(a;b) 

+  Transitiva: (a; b) = (c; d) a (c; d)=(e;f) 


> (a; b) = (e;f) 


UIVALENCIA 

Se llama así a aquel conjunto cuyos elementos 
son pares ordenados equivalentes. 

En general, si (a; b) e ZxZ*, entonces se liene 
el siguiente conjunto: 


> 


] 
Mw) e ZxZ (st) | 


A 


llamado clase de equivalencia de (a; b). 
Ejemplos 


1 6), (2-9, E- 
[1 2)]=| 5 (630, 62% 
[4 2)] [3] 0,9, 0:9,6:0 .) 


2) 


En general, 
(0 2]=[5]-(0:20xe2) 


4 ES 
6; 8) 3 


- 


- [63 a1-[F]-46-9> 6 


En general, 


[Pacs aro/e e 2%) 
: [2 ]=t..co: 9,000,010» (0: 2" 
1 


En general, 


Bhtomaer! 


IS 


amos las clases de equivalencia, 
Ci 


i 


Graf 
[1 2)] 


24. REPRESENTANTE CAN NICO 

CLASE DE EOQUN A 

Dada una clase de equivalencia [ta; b)), cual- 
Quiera de los elementos de este conjunto pue- 
de ser representante de la clase. De los infi- 


Nitos representantes, existe solo uno llamado 
Fepresentante canónico. 


En general, si Lx/y] es un representante canóni- 


“ode la/b], entonces se cumplirá que |x| e |y] 
Son PESI, siendo y ez. 


Ejemplos 


6,6610, 62 


Q;5), 44; 10, ...) 
Urepresentanto Canónico es (2; 5), 


5-3, 4,2), 621), 4: 0, 


(4,2), so 


u Te 
Presentante Canónico es (2; 1). 


0 .Ceo, € 


2,10),(1,5),(1;-5), 


ON (2;-10), Sl 
E Pissentante Canónico es (-1; 5), 


Números;racionales 


* [0 m]=f....(0;-3), (0; 9), (0;-1), (0; 1), 


(0; 2), ...) 


Su representante canónico es (0; 1). 


NJUNTO DE LOS RACIONALES 


El conjunto de los Números racionales, denota- 
do por Q, es el conjunto de todas las clases de 
equivalencias, es decir 


Tengamos en cuenta que paraaeZ ybeZ 
con b 0, consideraremos 


[(a; 0)]=E 


Sib=1, entonces a=S (de ahí que Z c Q). 


>» 


ib z0v==0, entonces a=0 


n 
de la forma |=| 
te la 21 
| conjunto -. 


3 si y solo si axd=bXc, 


“cl | 
alii as 
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Las clases de equivalencia se pueden represen- 
tar en el plano cartesiano, puesto que sus ele- 
mentos son pares ordenados, los cuales van a 
formar puntos sobre una línea recta para cada 
clase de equivalencia (rectas que pasan por el 
origen, con excepción del eje de coordenadas). 


Los espacios vacíos de la gráfica serán ocupa- 
dos por los números irracionales (Q'), que son 
aquellos números que no se pueden expresar 
como el cociente de dos enteros. 


4» DENSIDAD DE UN CONJUNTO 

Un conjunto A es denso si dos de sus elemen- 
tos x, y cumplen que x < y, y, además, existe 
un elemento c € A, tal quex<c< Y. 

Es decir, dados aybe Q y la relación de or- 
den < (menor que), se dice que Q es denso si 
existe ce Q, talquea<c<b, 

Ahora demostraremos que Q es denso en R. 
Dados ae Qabe Q, en los cuales a < b, de- 


bemos demostrar Que existe un x e Q, tal que 
a<x<b. 


Demostración 
Como a<b > a+a<b+a 
2a < a+b 


a<ZeQ 


También a < b 
> a+b<b+b 
a+b < 2b 


ab y 


Luego, 
a+b 
2 


eQ 


x= 
a<x<b 


Conclusiones 

+ El conjunto de los números racionales es 
un conjunto de conjuntos. 

+ El conjunto de los números racionales €s 
infinito y denso, pero no es continuo en la 
recta numérica real dado que entre des 
números racionales existen infinitos NU 


ii sar de 
meros racionales; sin embargo, a Pe: 


ñ án ocupa- 
ello, hay algunos vacíos que ce . ¡pi 
dos por los números irracionales (Q). 
QUQZR A QNQ=0 

¡guiente: 
+  Gráficamente tenemos lo siguie! 
meros 
Números ! Lacees (0 
racionales (Q) | ire 
A 
Y 


Ji d 
Tr 
€ 
PP. 


Además, sabemos que 
1 =3,141592654... 
e =2,118281828... 


Aplicación 1 
Demuestre que el número E sinnúmero 


irracional. 


Resolución 
Sabemos que 


p>9=-9>-P 


Partimos de un absurdo al señalar que /2 no 
esirracional, es decir 


ra 
n 


donde (m,n) cZ*, nz 1, siendo m y n PESI. 


Tendremos 


2 
m 
d=—, 
y 
n 


de 2 o 
a m'=2m?; pero si m y n son PESI, 
ién 2 2 icció 
xa pe E m' y nó, en contradicción 
Ñ an , donde m? es múltiplo de n?. 
“Posición inicial conduce a una contradic- 


Sn, por lo Que resul! 
2 es irracional, 


ci 
ta falsa. En consecuencia, 


Aplicación 9 


Señale el 
valor 
in Ps de verdad de cada proposición. 


7 


Ea 
Mas entonces, (=a, 


Un mú irraci 

húmero Irracional, entonces 
ds. 

también irracional. 


e dos nú : 
Dto my elo 95 Números irracionales es 
Sito racional 
la ' 
s de % 
Ls su der .. Tectángulo son irraciona- 


el A 

A tadio e y Su área también lo son. 
z Un cf de 

e imaciona] irculo es irracional, su 


Números racionales 


Resolución 
L Falso 


Si p=/8 e Q 
Ia -% 220 


IL. Falso 
Si a=-3 


[es]”=(92=3 


IL. Falso 
Por ejemplo, si sumamos 
3 +(-/3)=0 € Q 
IV. Falso 
Consideremos el siguiente rectángulo: 


Perímetro: 2(2-/3)+2(2+/3)=8 u 
Área: (2+/3)(2-/3)=1 u? 


V. Falso 
Sabemos que /Avircy1y =10R? 


si R=Le Q 


vr 
Bs ar) wveQ 
írculo Jr 


5» NÚMEROS FRACCIONARIOS 
Son aquellos números racionales que no son 
enteros. 


Ejemplos 
Se tienen los números racionales 
1 15 -4 -20 14.8, -12. 30 
20 327. 24623, 
números no son números 


fraccionarios [raccionarios (son enteros) 


h 
| 
l 
l 
l 
l 
| 
¡ 
' 
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6» FRACCIÓN 
Son aquellos números fraccionarios cuyos dos 
términos son números enteros positivos. 


Ejemplo 

Se tienen los números fraccionarios 
3. 15.35, 1 3,1 -12 7 
420219 -2' 21” -26' -30 


son fracciones no son fracciones 


Su forma general es la siguiente: 


donde 
- N:numerador 
- D: denominador 


Además, N y D son los términos de la fracción. 


¿Que significa la fracción 3 ? 


ATT TT] 


Se observa lo siguiente: 


Gráficamente 


3 


El denominador indica en cuántas partes 


se divide el todo (unidad de referencia). 
El numerador representa las partes del 
todo (unidad de r. 


eferencia) que se toman 
O que se consideran. 


¿Qué significa la fracción 1 


2 


Gráficamente 


13 


q" 
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Tenga en cuenta que 


13.8 5 
=p 
8 


8 8 


Se observa lo siguiente: 


El denominador indica en Cuántas partes 
se divide el todo (unidad de referencia). 
El numerador representa las partes del 
todo (unidad de referencia) Que se consi. 
deran; en este caso se debe considerar dos 
unidades de referencia. 


Aplicación 3 

Pedro reparte 3500 soles entre sus tres sobri- 
nos. A uno de ellos le da los 2/5; al otro, los 9/7; 
y al último, lo restante. ¿Cuál será la diferencia 
entre la mayor y la menor cantidad repartida? 


Resolución 


Sabemos que el total es 3500. Veamos lo que le 
toca a cada uno. 


s (3500) =1400 


3 2900 
. 7 (3500) = 1500 
mayor 


*  Resto=3500-2900=600, 
cantidad 


E 
Por lo tanto, la diferencia entre la mayor y M 
nor parte es 1500—600=900. 


Aplicación 4 . 

. ido las 
¿Qué hora del día será si han pl 
3/5 partes de lo que falta transcurmil 


Resolución 


il. 
anscurÍ 
Supongamos que faltan h horas port! 


N.2 de horas transcurridas: cd 


ir: A 
N.?2 de horas que faltan transcumT! 


A 
“-————— 24 horas 
3h h 
5 
Si S o faltan 
horas Hot e 
transcurridas trans 


Números racionales 


Entonces 


3 
“h=24 
ltz 


Bp=24 
5 


h=15 horas 


Faltan transcurrir 15 horas, lo cual significa que 
son las 9 horas, es decir, las 9:00 a.m. 


Aplicación 5 

Un caño Á puede llenar un tanque en 3 horas 
y un caño B puede llenar el mismo tanque en 
B horas. ¿En cuántas horas llenarán el estanque 
sise abren ambos caños simultáneamente? 


Resolución 


En este tipo de problemas se recomienda ver 


lafracción del tanque que se llena en la unidad 
de tiempo. 


| 
| A | 3 horas = 
| 


DO PI TS 
| B Ub horas | za | 
A as 6 | 


En 
1 hora, ambos llenarán 


1124 34 
3635 673 del tanque. 


lecir, y 
» Juntos lenarían 5 del tanque en 


Ora, 
Entonces, llenar todo el t 


anque demo- 
horas, Ñ 


Para hallar el tiempo 
In de la que llena en 


ente que el tiempo resulta ser 


ción que repre senta lo que 


Juntos en una hora 


1 obra, enton- 


obra la harian en horas 


el ianqu e lena en 4 horas, en- 


que 


nan los —del tanque, en 


¡ lo el tanque se llena en 2 horas. 
1 


Aplicación 6 

De un vaso lleno de agua, se bebe la sexta par- 
te y luego la cuarta parte del resto. ¿Qué frac- 
ción de lo que queda se debe volver a beber 
para que aún sobren los 3/8 del total? 


Resolución 

Consideremos que V es el volumen del vaso 
lleno de agua. 

Luego tenemos lo siguiente: 


se bebe queda (resto) 
1 5 
- -V 
1,0 E 5 
90 E ) Ev) Ev 
416 486 
— 


3 
= lo que 
Por lo tanto, se debe beber los 5 de 


queda. 
457 
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6.2. SIMPLIFICACIÓN DE UNA FRACCIÓN 
Simplificar una fracción significa eliminar al- 
gún divisor común de sus dos términos (nu- 
merador y denominador). El procedimiento 
para simplificar una fracción consiste en di- 
vidir sus dos términos sucesivamente por los 
divisores comunes que pueden tener. 


Ejemplo 
e Po 294 
Simplifiquemos la fracción ¿TE 
294 
F=ÍZ entre 2: 2 
220 
2 
147 
_ 147 e 3 
F= 210 entre 3: 210 
3 
49 
49 Ed 
FS hy 
70 entre 7 70 
7 
7 
F=— 
10 


También se puede hallar el MCD de sus térmi- 
nos por el algoritmo de Euclides, 


pa 3 AE 
120 | 294 | 126 | (42 —ncb 
1256 | a 10 


Y luego dividimos cada término entre el MCD. 
294 


Ñ 
20 =% (fracción simplificada) 


» Nota 


Simplificar una fracción 


i a su expresión más 
simple 


significa hallar otra equivalente a ella 
pero de menores términ: 


den Os, es decir, hallar la 
fracción irreductible, 
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6.3. FRACCIÓN DE FRACCIÓN 
Dada una unidad de referenci, 
de en partes iguales y luego c; 
Partes se vuelve a dividir en 
dice que la segunda parte e 
la primera. 


1, Si esta se divi 

ada una de estas | 
Partes iguales, «A, 
'$ Una fracción de 


Ejemplos 


+ HallemosL deL 
¿e 


Gráficamente tenemos 


Ú 5 
51 1 1 
¡ez 


Matemáticamente tenemos 
Ea 8 En 
a X5) 20 


dh niota 

En forma práctica, cuan 
« pala fi e, 

ción de fracción, las palabras dí 


do se tenga una frac- 
del y delos 


indicarán multiplicación. 


A 
+  Hallemos los q delos 7 es5 
32 
4715 10 
9 ge 8%. 
MU de 1os ¿4 


2 pu 
+ Hallemos los z de 1057 


2211 x2x85=187 


na | 


9 2 


Números racionales 


64.CLASIFICACIÓN DE LAS FRACCIONES Aplicación 7 


¿Cuántas fracciones Propias existen cuyo de- 


6.4.1. Por la comparación de su y nominador sea 12? 


respecto á la unidad 
Resolución 
Sea la fracción de la forma y 


Propia 
Dado que debe ser propia 
N 


+37 +l > N<12 


: Como Ne Z*, luego 
— > e Ne (152,354 ..3 117 


N puede tomar 11 valores y para cada valor se 


P Observación forma una fracción propia. 
* Las fracciones impropias se pueden « Por lo tanto, habrán 11 fracciones propias. 
presar de la siguiente maner 


Aplicación 8 

Los términos de una fracción propia se dife- 
rencian en 7 y su producto es 330. Dé la suma 
de términos de dicha fracción. 


Resolución 

Como es fracción propia, el denominador 
debe ser mayor que el numerador y además lo 
excede en 7 unidades. 


Toda fracción imp 


Prof 


entero más una fracc propia 


” a 
*" Tada y 7 > E 
Todas las fracciones propias se pueden dad 
xpresar gráficamente 
Por dato 


a(a+7)=330=3x11x2x5 


A la derecha debemos formar dos números 
que se diferencien en 7 unidades. 


a(a+7)=15x22 
a=15 


Por lo tanto, la suma de términos será 
154+22=37 
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Aplicación 9 
¿Cuántas fracciones impropias existen Cuyo 
numerador sea 13? 


Resolución 8 
La fracción será de la forma E 


Como es impropia, entonces 


qa > 13>Ddeahí D < 13. 


Posteriormente, 
De 12,3; 4; ...; 12) 


Toma 11 valores y para cada valor de D se for- 
ma una fracción impropia; por lo tanto, se ten- 
drán 11 fracciones impropias. 

Observe que D no puede ser 1, ya que no nos 
daría una fracción, sino que sería entero. 


Aplicación 10 
¿Cuántas fracciones impropias de denomina- 


dor 12 que sean mayores que 23/20 y menores 
que 3/2 existen? 


Resolución 
La fracción será de la forma EA 
Por condición, se tiene que 
23_N_3 
E io 
na 
Multiplicamos por 12. 


23x12 3x12 
20 “As 


138<N< 18 
> Ne (14; 15; 16; 17) 
Hay cuatro valores Para N; 


; Por lo cual se origi 
nan e i i dc 
uatro fracciones IMpropias, las cuales son 
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ti denominador 


Ordinaria 


D=10% (A Ez ' Dz 10 (Ke 75) 


7.2. 32 38 


| 10 10% 10% Tol 


Note que las fracciones no necesariamente 
deben estar en su forma irreductible. 


Aplicación 11 
7 a N 
¿Cuántas fracciones de la forma — Se e 


7 11 
cuentran entre — y —? 


20 * 25 
Resolución 
Tenemos 
7 N 11 
¿€ — <(— 
20 100 25 


Multiplicamos por 100 cada una de las fraccio- 
nes. 


7 N 11 
up —x100 < X100 
AL 100 25 


35<N<44 
Ne (36; 37; 38; ...; 43) 
Ac Mel ja al 
Y valores 


na fracción, 


Para cada valor de N se forma U formarán 


e 
y como son 8 valores para N $ 
8 fracciones: 


y 
lad de divisores com 


N y D son PESI, es 
decir, MCD(N; D)=1 


» Observación 


+ Apartir de una fracción 1 
puede obtener Hr 


aya 10 
a ella, para 1 


al numer 


misma cantidad er 


> —esequiva 


irreductible L 


g 


Aplicación 49 


le de 
Una fracción equivalente a 2034 deme 
99” 


Nera Quel, 
'A SUMA de Sus términos sea 252. 


Resolución 


Principi 
E] Pio, debemos él 
4199 


E Xpresar la fracción 
n ñ 
Su forma Irreductible, 


A Mamo, 
a ars 


el algori 
, “Soritmo de Euclides para en- 
'9 común divisor. 


Números racionales 


Entonces 
MCD(4199; 2584) =323 


Expresamos numerador y denominador te- 
niendo como factor al MCD. 


2584 _ 8x323 8 


4199 13x323 13 


Una fracción equivalente será de la forma 
_8K 
—13K 


Por dato, la suma de términos es 252, 
> 8K+13K=252 


21K=252 
K=12 
Finalmente, 
_8x12 _96 
—13x12 156 
Aplicación 13 


De las fracciones que tienen como numerador 

a 120, determine lo siguiente: 

I.. El número de fracciones impropias. 

IL. El número de fracciones impropias e irre- 
ductibles. 


Resolución 


120 
Las fracciones deben ser de la forma TD” 


L Como son impropias 
Lal >1 >D<120 
D 
Además, D no debe ser divisor de 120, es 
decir 
120=2*x3x5 
CDe120)54X2x2=16 


Como D es menor que 120, D tomará 
119-15=104 valores. 


Para cada valor formará una fracción im- 
propia; luego, se formarán 104 fracciones 
impropias. 
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IL En este caso, D < 120; además, no debe 
tener divisores comunes con 120, es decir, 
tiene que ser PESI con 120. Recordemos 
que en el capítulo de estudio de los divi- 
sores Z*, el indicador de un número 4(W) 
nos permitía hallar la cantidad de números 
menores a N y PESI con N. 


Entonces, bastará con hallar 4(120). 

Como 120=2%x3x5 

3 0(120)=2%(2-1)x33-1)x5%5-1) 
0(120)=4x2x4=32 

No obstante, hay que tener presente que 

está considerado el 1; por lo tanto, se ten- 


drán 31 fracciones impropias e irreducti- 
bles. 


Aplicación 14 
¿Para cuántos valores de p menores que 28 la 


p?+28p 
+1 


fracción f= es reductible? 


Resolución 
Se sabe que f se puede expresar como 


P+p+27p —-Po+1)+27p __,27p 
p+l Pd Pr 


Como p y p+1 son PESI, por ser consecutivos, 
P+1 debe tener divisores en común con 27 y 
ho debe ser divisor de 27 (p 2; 8; 26) 


p+l=3 > p=3-1 


además, considerando que p< 28 


P: 255,811; 14;17,20; 23; 26 


Y valore 
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4. Por grupo de fracciones 


Heterogéncas 


5 ñ y 
lodas las fracciones | Al menos Una de las 


os á | 

| tienen el mismo de- | fracciones tendrá un | 
denominador dife. 
| rente de las demás, | 


noaminador. 


Bastará realizar el producto en aspa. El mayor 
producto indicará la mayor fracción. 


Ejemplos 

¿3 => py=5X7=35 
59 > p¡=3x9=21 
== 


/ f 


PI<D => h<h 


* 2,,3 > pp=13x3=3 
13523 > p,=2x23=46 


a => 
f fa 


p>p > hñ>h 


En general, 


Sean las fracciones 


SIS 


A>h 


: xc> 
+ siaxd>b p <h 


+. Siaxd<bxc > 


fracciones homogene 


652 Para .E 
será mayor aquella fracción que tenga mayor 
e 
numerador, 
Ejemplos o 
+  Ordenemos de mayor a menor las siguien- 
tes fracciones: 
7,15, 2.23, 17 


Se observa que 
23>17>15>7>2 


Luego, se ordena de manera decreciente. 
232 17. 18. 7. 2 
A E 
43 43 43 43 43 
* Ordenemos de menor a mayor las siguien- 
tes fracciones: 


17,19 5 13,3 
23 23 23' 2323 
Se observa que 


3<5<13<17<19 


Luego, se ordena de manera creciente. 


EN 
Homorencizando el de 


-nomir 


Los Fracciones heterogéneas se trans- 
a Poéneas y se procederá a 
nominado ello se halla el MCM de los 
p sa he y el nuevo humerador, que se 
enano a el numerador inicial por 
Ñ rica], dividir e] MCM entre el denomi- 


Números racionales 


De ahí se tendrá que 
50, 42, 49 
70' 70' 70 


Ahora se procede como en el Caso de las frac- 
ciones homogéneas, 


Ordenamos de Mayor a menor. 


50_49_ 42 5.7.3 

F=>=>-= A 

7070770 > 771075 
Ordenamos de menor a mayor. 


42.49.50 3.7 5 
2 249,50 , 3.7.5 
II 


2 erador 

Se procede de manera similar al caso anterior, 
es decir, ahora homogeneizamos los numera- 
dores hallando el MCM de los numeradores. 
De esta manera, el nuevo denominador se ha- 
llará multiplicando el denominador inicial por 
el cociente de dividir el MCM entre el numera- 
dor inicial. Será mayor la fracción que tenga el 
menor denominador. 


Ejemplo 4 5 
Ordenemos las fracciones 5 7 y 3 
Hallamos MCM(4; 8; 5)=40. 
40 40. 40 

5x10* 17x5” 13x8 
De ahí tendremos 

40.40. 40 

5085” 104 
Ordenamos de menor a mayor. 

40 4040 5.8.4 


ZA sl >3 
104 8550 1317 5 


Ordenamos de mayor a menor. 
40_40_ 40 ss 
50 35 104 5 17 13 
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6.6. OPERACIONES CON FRACCIONES 


Caso 1 

Sillas fracciones son homogéneas, el resultado 
se obtiene sumando algebraicamente (tenien- 
do en cuenta los signos) los numeradores y 
manteniendo el mismo denominador. 


Ejemplos 
13 2,7 11_13-247-11_7 
20 20 20 20. 20 20 


13 7 4 13-7+4_10_1 


307 30'30 30 30 3 

Caso 2 

Si las fracciones son heterogéneas, primero 
se transforman en irreductibles y luego se ho- 


mogeneizan (denominadores). Finalmente, se 
procede como lo indica el caso 1. 


Ejemplos 
+  Operemos A 
30 9 24 16 


Simplificamos. 


Como MCM(6; 3; 12; 4)=12 


10,20 7,9 _10+20-7+9_32 
1212 12 12 2 


+  Operemos Z 7,16 


MEA 
0 10 30 


Simplificamos. | 
1.7 8 


qe 
4 10 15 
Como MCM(4; 10; 15)=60 


15_42,32 15-42-32 5 1 
60 60 60 60 60 12 
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Aplicación 15 S 
Una persona ha dado a instituciones benéficas 
1/3, 1/4 y 1/5 de su dinero. Si aún le quedan 
26 000 soles, ¿cuánto dinero tenía? 


Resolución 
Supongamos que la persona tenía N soles, 


o 1 N Veamos cuánto ha repartido 
3 del total. 

1 lv+ly lw= 
22 N a 
gl 2ON +ISN+I2N_42N 
32 ¿N 60 60 


Luego le quedará 


N- Ey = By 
60 60 
Por dato, 


LB rv-=2 000 
60 
N =120 000 


Por lo tanto, tenía 120 000 soles. 


$ jas, $e 

Si se desea operar fracciones bj se 
5 Va mi 

sumarán por separado los valores 8 o ds 
al final, el resU 


las fracciones propias y, 
será una fracción irnpropla. 


Ejemplo 
Operamos 


a 
2(51).53) A 
1 


Números¡racionales: 
CAPÍTULO/XI 


» Observación 
Sea una cantidad que se le aumenta en 


una fracción conocida de sí misma. 


Ejemplo 
-  Naumenta en su mitad 


P aumenta en sus dos quintos 


atb | 


1] 

y E a "7 
| SiR aumenta en su qe tendrá , 
Í y) 9) 


Sea una cantidad que se le disminuye en 
Una fracción conocida de sí misma. 
Ejemplo 


A disminuye en un tercio 


1 2 
A-=A=É 

+ 8 A 
Bdist ninuye en tres séptimos 
e 
BEBE 

á 7 dd 


al ¿b-a 
eensu—= s ,: 
5 se tendrá 5 7 | 


65.9, 
 Multinlicació 
6 a 
á PA Blicación de fracciones 


'0 
Gomes, sa 05 OS mu 
» Se 15 
min, lo ilican los numeradores; y los 
imp es : 
moicay Mes Correspondientes se pueden 


j Amente, 
plo, 
4 
o == 4x3x14 
2 OTE Tag 
P 5 
=5 
9 PEA 0 
3x4x7%35 Em] 


Plicandos son frac: . 


Caso 2 

Cuando se multiplica una fracción por un ente- 
ro, se debe multiplicar el numerador por el en- 
tero, manteniéndose el mismo denominador. 


Ejemplos 

e 152199. 
7 7 7 

. 24x > _24x5 80 
26 26 .13 


Aplicación 16 

¿Qué área tiene un rectángulo de 2,10 m de 
largo y 50,5 centímetros de ancho, expresada 
en cm? 


Resolución 


Primero tengamos en cuenta que 
2,10 m <>210 cm. 


Luego tendremos lo siguiente: 


| 


50,5 cm ZA 
1_ 101 


=50+2==— 
50,5=5 * 2 cm 


H 210 em 1 


Sabemos que Área=largo xancho. 


a= Lio 
2 

ZA =101x105 

JA =10 605 cm? 


6.6.3. División de fracciones 
Caso 1 
Para dividir una fracción f, entre otra fracción 


f,, se debe multiplicar la fracción f, por el inver- 
so de la fracción fa. 
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Ejemplos 
Dividi 3 tre L 
ividimos 7 3 
A 
7757721 


12 
z — entre — 
Dividimos 3 5 


12,3_12,5_ 4 
2575253 5 


En general, 


Caso 2 

Para dividir una fracción entre un entero, se 
coloca el mismo numerador y se multiplica el 
denominador por el entero. 


Ejemplos 
+  Dividimos 5 entre 4 


TEEN 
7x4 28 


E 
7 


di 15 
+  Dividimos — 
ll 32 entre 10 


15 po M0 
32 32x10 64 
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Caso 3 

Para dividir un entero entre una Fracción, ai 
resultado tendrá como numerador al producto 
del entero por el denominador, y tendrá Ese 4 
denominador al numerador de la fracción. 


Ejemplos 


+  Dividimos 5 entre Z 


.3_5x8_40 


+ Dividimos 10 entre > 


22 10x9 45 
"9 2 mM 


En general, 


Propiedad 1 


Caso 1 cel 
Si a los términos de una fra 
valor (entero positi 
mayor quel ja pri 


suma un mismo 
va fracción formada será 


Demostración 
Tenemos por condición 


pl 


Entonces 
a<b 


Números racionales 


Multiplicamos porm (m e Z*) a ambos miem- 
bros de la desigualdad. 

am<bm 
sumamos ab a ambos miembros de la des- 
igualdad. 

am+ab < bm+ab 


Factorizamos adecuadamente. 
a(b+m) < b(a+m) 


De ahí 
a_ am 
b b+m 
al 
le de 
f<f 
Ejemplo 
Sa for y 245 7 
5+5 10 
seobserva que 2 4 y E 
10 1071 
a h<f 0 
Caso 2 


Sia los érmi ¡MPropia se 
té pi 
nOs de una fracción ¡; Í 
eva ación mea e eii ela A 
asi á 
era, ! 


D hñ>fimezt 


Sumamos ab a ambos miembros de la desi- 
gualdad. 


am+ab > bm+ab 


Factorizamos adecuadamente. 


a(b+m) > b(a+m) 


De ahí que 


q atm 
b  b+m 

== => 
f, f 


> 


Ejemplo 


se observa que -=14 y pee 
5 10” 10" 10 


2. h>f 


Aplicación 17 

Compare las siguientes fracciones y ordénelas 
de mayor a menor. 

12 18 2 24 

Wa 7 


Resolución 
Se puede observar lo siguiente: 


12 2410 12_2 


170 > 1777 
18 1246 18.12 
A LA E AS 
23 1746 > 2317 
24 1846 _24_18 
24 _18+6 2418 
22 2316 > 2D 2 


De ahí tendremos que 
24 5 18 _ 12 5 2 


2972371777 


(orden decreciente) 
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Aplicación 18 
Compare las siguientes fracciones: 
19 31, 37, 23 


13 25' 31 17 
Ordénelas de menor a mayor. 


Resolución 

Se puede observar lo siguiente: 
23_19+4 23.19 
A 
17 13+4 17 13 
31_23+8 , 312 
25 17+8 25 17 
373146 , 3731 
31 25+6 31 25 

De ahí que 


SS 341._B, 1 
Lee =<_ 
31 25 17 13 


(orden creciente) 


Propiedad 2 
Dadas las fracciones irreductibles 
c 


a 
A=l y f= 
155 y la Fl 


De tal manera que 


Demostración 
Sea la hipótesis 


a,c 
O í=kK;KeZz* 
Ci Z 


Multiplicamos por bd a ambos miembros. 
ad+cb=Kbd (1D 


En () puede evaluarse en función de b. 


> ad+b=b 
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Como a yb P ER 
y b son PESI, pues ¿es irreductibl, 


> d=b (1D 
Expresamos (1) en función de d. 
> d+be=d 

be=d 


Como c y d son PESI, puesto que 5 es irreduc- 
tible. 


=> b=d ()) 


Por lo tanto, de (ID) y (III) tendremos que 
b=d 


Aplicación 19 Ea 
Calcule m+n+p+q, dado que ñ +19 =m+4; 


donde ¿e y PY son fracciones irreductibles. 
mn” 19 


Resolución 
Por propiedad, ya que m+9 €5 entero, 
ces mn=19. 


enton- 


Reemplazamos. 


17+pg=19+19q 
pq=2+19q 
p0+q=2+19q 
03100 


1 


Nu. 


a 


e 
Aplicación 20 : las 

La suma de dos fracciones ea yes más 
tíbles es 3. Si la suma delos jes estiós a 
la suma de los denominadores - gycto 


a 
ne el mayor valor de la 0 ES 
numeradores y denomina 


Números racionales 


Resolución 
Por dato 


043 > b=d 
Dd 


=15 
pspoA 


e 

Nos piden 
(axc+bx 0D) ms, 

> 0=4; c=5; b=d=3 


5 (axc+bxd),, =29 


Propiedad 3 

Sean las fracciones irreductibles 
2.c e 

ea 


Men </€ _MCM(a; c; e) 
Ca rlaco6o.7A 


fr 
ias il o de 1 litro Cada uno, con sus- 
“Cada mo, eS Se extrae 2/80; 6/99 y 12/75 


tivamente; luego se desea 


O, respec 


distribuir el contenido restante (sin mezclar 
las sustancias) en frascos iguales cuya capa- 
cidad sea una fracción de litro, sin desperdi- 
ciar nada del contenido de las sustancias. Si 
cada frasco debe estar lleno, ¿cuántos frascos 


se utilizarán si esta cantidad tiene que ser la 
menor posible? 


Resolución 


Se tiene lo siguiente: 


Sea L la capacidad del frasco que debe ser 
un volumen contenido en las fracciones an- 
teriores, entonces, la capacidad es un divisor 
común; y dado que se desea utilizar el menor 
número de frascos posibles, dicha capacidad 
debe ser máxima. 


Luego, como es divisor común y el mayor po- 
sible, se tendrá que 


a 
L=MCD|35% 70 25 
L= MCD(14; 7; 21) e 
—MCM(I5; 10; 25) 150 
140 7 2 
15,10 ,25_ 
> N.* de envases=5+-2 ME A 
150 150 150 
=> == — 
20 15 18 


Por lo tanto, se utilizarán 53 frascos. 
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Aplicación 22 
Las dimensiones de Un ladrillo en forma 
de paralelepípedo son 94/25 dm, 8/15 dm y 
16/35 dm, respectivamente. ¿Cuántos ladrillos, 
como mínimo, se podrán trasladar en la tolva 
de un camión que tiene la forma de un cubo 


compacto? 


Resolución 
Sea la forma de la tolva la siguiente: 


Como L debe contener exactamente un núme- 
ro de veces a las longitudes del ladrillo, enton- 
ces debe ser un múltiplo común de dichas di- 
mensiones. Dado que se pide formar el menor 
cubo compacto, L debe ser mínimo. 


Luego, como debe ser múltiplo común y míni- 
mo tendremos que 


24 8 16 
L=MCM| L=:= 
ra) 


_ MOM(24; 8; 16) _48 
MCD(5; 15,35) 5 - 


Luego, 
N. de ladrillos=—“lumen del cubo__ 
volumen de un ladrillo 
48 48. 48 
N.* de ladrillos=. (E a 15 1 
DP 
25 15* 35 


Por lo tanto, se podrá trasladar 3780 ladrillos. 
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7» NÚMEROS DECIMALES 

Son aquellos números que resultan de vid; 
los términos de una fracción en el sistema de, ir 
mal. Al realizar la división en una base diferen 
a la base diez, se denominará número aval al 
resultado. 


32540 625 Número decimal 
8 + exacto 
3 0,2727... Número decimal inexacto 
11 id periódico puro 
5_ 0.833 Número decimal inexacto 
5% periódico mixto 
73_201; Número exaval 
36 1005 =2016 exacto 
32 1125 Número pentaval 
a 445 =1,1313...5 periódico puro 
125 1489 Número nonaval 
so 88, =1,5050...g periódico puro 


De lo anterior, se puede observar que todo nú- 
mero aval presenta dos partes. 


parte part parte parte 
entera decimal entera aval 
> > —o 
Ta HL 235, 329 7 
A nonava! 
— coma decimal L- coma 
En general, 


f == 


abc...M , PG *n 
1 
| parte entera parte aval 
a 
specio 
En el cual podríamos observar con Té 
sus cifras un orden. 
orden orden 
21 -1-23 
43,251 


Números racionales 


ÓN POLINÓMICA a 
scomPosIc! : q EFD 
ea Ja parte entera ya fue estudiado en 12122 7+ + ía FAA 
| El caso :ón; en la parte decimal (aval), tam- á 
| pumeración; p ta E En 
jén se podría realizar Una descomposición , St. 
de en forma práctica le llamaremos polinó- me 
c ] 
mica. 7.2. CLASIFICACIÓN DE LOS NÚMEROS 
4 DECIMALES (AVALES) 
Ono EE ap : : 
. 1243=1x10+2x10%-qr +02 


Cuando se realiza el cociente de los términos 


103,2,3,2 de una fracción, dicho cociente puede ser 
+ 273232...=2x10+7x10 TTM exacto o inexacto; de la misma forma, los deci- 
males (avales) podrán ser exactos o inexactos. 
+ B30lg=2x514+3x543x542x54+1x57% Ejemplos 
32 1 7 
ES + 570,4375 división exacta 
14 A 
"45235, 4x77+5x7142x 70437 145x7? * zgr0424242.. ii 
35 : 
AR . 0 2272721.. división inexacta 
ñ 7 PP 
132,672,=1 xP +3 2x9 6x9 . 167013, división exacta 
+7x974+2x9* 3 3 Es 
+ ==—=0,2121..., división inexacta 


5 ll” 
AER 
+ 3 72% =0,23030...4 división inexacta 


10 22, 
Dota 
Como vi 2 al 
os 5e mencionó, la parte entera fue es- 7.2.1. Número decimal (aval) exacto 
e ma múl mo. 3 i 
lam bt Capítulo de numeración, en esta Se da cuando la división de los términos de la 
' ñ . e 
Poy, Pl Números decimales (ava- fracción resulta exacta. Esto significa que la 
arteentera es a z 
econ “enteraescero, esdecir, aquellos tidad de cifras de la parte decimal (aval) 
Fació nen al dividir los lérminos de una an a 
N Propia. es limitada. 


igui ú i ava- 
| Dados los siguientes números decimales ( 


i pué 
les) exactos, procederemos al e ps 
fracciones los han originado, así como as 
racterísticas de estas fracciones. 


»  F,=0,36 
100F,=36 


3699 
> Papa 
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+ F,=0,375 
1000F,=375 
375 3_3 
> ESE P 
+ F¿=0,236 
1000F,=236 
236 _ 59 
E 


+ F¿=0,42 
100,F,=42, 
4% 26 13 
> PO, 36 2x3 
+ F¿=0,134, 


1000,F¿=134; 


1345 29 29 
> ETA 


S A 
Se observa que la fracción irreductible F: =B 


genera decimal exacto si y solo si B admite 
como factores primos al 2 o 5 únicamente; la 
cantidad de cifras de la parte decimal será el 
mayor exponente de 2 o 5 en el denominador. 


En general, la fracción irreductible F É gene- 


ra un número aval exacto si y solo si B admite 
como divisores primos únicamente a los diviso- 
res primos de la base aval o al menos uno de 
dichos divisores primós; además, la cantidad 
de cifras de la parte aval estará dada por el ex- 
Ponente de la menor potencia de la base que 


contiene exactamente al denominador. 


Ejemplos 


En las fracciones dadas a continuación, halla- 
remos en qué base se generan avales exactos. 
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É 


20. E. 5 decimal exacto con 
125 25 5? 2 cifras decimales 


á 3_ 13 decimal exacto con 
40 2x5 3 cifras decimales 
1515 aval exacto en base (2:7 

98 2x7? o 14) con 2 cifras avalos 
nun. aval exacto en base (3,5 
dd 15 3x5 o 15) con ] cifra aval 
5 E exaval exacto con 3 
. 727 Ex cifras en la parte aval 
triaval exacto con 4 
o ag cifras en la parte aval 
» 


un número es aval exacto en cierta 
o necesariamente será aval exacto 


la parte decimal (aval) 
Lo siempre es diferente 


La última cifra de 


de na número exat 


fracción genero: 


la 
Debemos tener en cuenta l ai 


ió úmero 
triz, fracción que genera al núl 


i ue 
Para un decimal exacto se tiene 4 


100. 


jene que 
En general (aval exacto), se 118 


Números racionales 


Júmero decimal (aval) inexacio 
mat la división de los términos de la 
> po a e serinexacta. Esto significa que 
a de cifras de la parte decimal (aval) 
la 


osilimitada. 


Ejemplos 

q D72T27. 

El bloque de cifras 72 se repite en forma 
ordenada, a lo cual llamaremos periodo. 


7 
e == 818... 
7 0,3181 


Presenta un periodo formado por 18 (perio- 
do del número decimal); sin embargo, el 3, 
que ya no se repite y se denominará parte 
no periódica, generará a una subclasifica- 
ción de los decimales (avales) inexactos. 


a. Númer 


-cimal (aval) ine 


perió- 
dico puro 


Procederemos a analizar algunos decimales y 

a 

> Para observar las Características de las 
acciones que las generan. 


* F150,323282...=0,52 
10'F,=32,323)... 
F=0,3232... Je 
(10-DF,=392 


EEN 
101 % 2x1 
Po 
, 0185185185..0 185 


3 
1=185.185185, 


Fs50,1851 ) 5 
»185185.. 
o 


Para un pentaval periódico puro 


F¿=0,2121...=0,21, 


ii i 
F=0,2121..., 


¿Ús 


(5'-DF,=215 


Para un exaval periódico puro 
F,=0,213213...¿=0,213, 


ocn o 
F¿=0,213213...¿ 


(6*-1)F,=213, - 


213 213% 81 81 


Se observa que la fracción irreductible ES 


genera un decimal inexacto periódico puro si 
B no admite los divisores 2 y 5 (divisores pri- 
mos de la base 10). Además, la cantidad de 
cifras del periodo estará dado por el menor 
número de nueves que contenga al denomi- 
nador, es decir, a B. 


Le diga ¿Al 
En general, la fracción irreductible B genera 


un número aval inexacto periódico puro si B 
no admite como divisores primos a ningún di- 
visor primo de la base; además, la cantidad de 
cifras en el periodo estará dada por la cantidad 
de cifras del menor numeral de cifras máxi- 
mas de la base aval que contenga a B. 
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Aplicación 23 
Calcule la suma de los infinitos términos dados. 


Resolución 

En este caso, se puede observar que la suma 
tiene la forma de una descomposición de la 
parte aval en base siete. 


E=0,12, 
mn a 8, 3 
E=012= 5, 48716 
3 
2 


La representación decimal nos permite poder 
hallar la fracción generatriz. 


En general (aval periódico puro), 


ADC...X y, 
” h 
a *=1 


[ 
| F=0.abc...x, = 
| R cifras | 


dota 

En el periodo de un número decimal (aval), al 
menos una de las cifras de la parte decimal 
(aval) es diferente de las demás. 


Cuando se trabaja con números decimales, es 
necesario observar la descomposición de los 
numerales formados por cifras máximas (nue- 
ves), ya que ello nos va a servir para poder ha- 
llar la cantidad de cifras de la parte periódica, 
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la cual coincide con el menor número d 
: le 
ves que contiene al denominador. me 


9=3? 
99=3*x11 
999=3*x37 
9999=3?x11x101 
99999=3?x41x271 
999999=3*x7x11x13x37 
9999999=3?x239x4649 
99999999=3?x11x73x101x137 
999999999=3*x37x333 667 
9999999999=3*x11x41X271x9091 


Ejemplos 
Hallaremos cuántas cifras generan las siguien- 
tes fracciones en la parte decimal: 


Y 
27 
Genera un decimal periódico puro con tres 
cifras en el periodo, donde 27 está conlent- 
do por primera vez en tres nueves. 


á 8 
41 E 
Genera un decimal periódico puro cu ] 
donde 41 está con 


co cifras en el periodo, 3 pi 
tenido por primera vez en cinco Mi 
6 
137 E 
sódica, 
Genera ocho cifras en la aia vez 
donde137 está contenido por P 


en ocho nueves. 


7 
si gnódica 
Genera nueve cifras eN la parte P era ve 
está contenido 


por Pl 
donde 81 
en nueve nueves. 


Números EEES 


18 


, Toxl3 


En este caso, analizamos qué numeral for- 
ado por cifras máximas se encuentra en 
m 


cada factor: 
101 se encuentra en 9999 (cuatro cifras) 


13 en 999999 - (seis cifras) 


Entonces, el factor 101 x13 se encuentra en 
el MCM(4; 6) como número de nueves. 


Porlo tanto, genera 12 cifras en la parte de- 
cimal. 


» Observación 


Veamos los siguientes decimales originados 
con denominador 7. 


Obsery 
detal 
cen la: 


"amos que lostúmeros forman un ciclo 
manera que en la parle periódica apare- 
5 mismas cifras, pero en diferente orden. 
a tener en cuenta esta observa- 


d Jue es considerada en los exámenes 
admisión, 


b, Núm: : 
y y decimal (aval) inexacto periódi- 
Analizar, 
e 
dela se. algunos decimales (avales) para 
Pe forma de las fracciones que ge- 
es 
ticas (avales) de esta forma y sus 


p H416-41_375 5 
1900 90012 


F,=0,21126126...=0,21126 


10%F,=21126,126126... 
(5) 
10%F,=21,126126... ) 
10%(10*-1)F,=21126-21 


_21126-21 469 
pesa 


99900 2220 
=_21126-21 
0220 - 


Para un pentaval periódico mixto 

F¿=0,21313...;=0,213; 
po 6 
5F¿=2,1313...; 

5(5*-1)F,=2135-2; 


2135-25 _ 56 _7 
E 4403 120 15 


Para un heptaval periódico mixto 

F¿=0,13555...,=0,1357 
PRA ES 
7F¿=13,55...7 


7(7-1)F¿=135,-13, 


135-137 65 


E — 00, 24 


2 1357-13, 65 
Fa=1357=— 600, 294 


475 


Lumbreras Editores; 


A z 
La fracción irreductible F: 3) genera un decimal 


inexacto periódico mixto si es que B, aparte de 
tener factores primos 205, tiene otros factores 
primos diferentes de ellos. Para la cantidad de 
cifras de la parte no periódica y periódica se 
tendrá en cuenta lo anterior (decimal exacto y 
decimal inexacto periódico puro). 


De la representación decimal (aval) podemos 
hallar su fracción generatriz. 


Número decimal 


| F=0,abe 


Aplicación 24 
Halle el valor de 
E-= (20:55. 11 
== TS o E 
0,375+0,666... 4 


expresado como fracción ordinaria. 


Resolución 


E expresamos cada decimal como 
acción; para ello utilizamos la generatriz. 


0,833... =28-8_75_5 
90 9 6 
0,4545, 85 
9 11 
476 


| 
| 
; 


0,375 =É£ 
1000 8 
0,66... = E 2 
9 3 


Reemplazamos en £. 


5 5 55-30 2% 
6 11-66 66 [4 
3,2 916 2 1 
83 24 24 


Aplicación 25 
Indique la expresión equivalente a 


7,13+3+0,44...+2+1,2 


Resolución 
Separamos la parte entera de la parte decimal 
y tendremos 


7+0,13+3+0,4+3+0,2 
Agrupamos las partes enteras Y también las 
partes decimales. 


(7+3+3)+(0,13+0,4+0,2) 


13,2) 
99 


79 a. 
134% -13+0,75 
a. 


13,79 


Aplicación 26 
Calcule el valor de 


0,1+ 0,2+ 03+..+08 sli 
0,8+0,24+0,35+...+0,79 


Resolución 


triz en cada caso. 
mos la general 
Reemplaza! 


Recordernos que 


8x9 
. 142434...+8=2=36 


2 
A pens9s.«12( 7294 
36 45 
1 A 5 TI 1 PE 
Ea ol 
90 15 


Aplicación 27 
Si 


710,008) = E 
l 002) 2(000)+ 60,2) -0,, 
Calcule el valor dea. 


eolución 
Memos que 


En esta parte, un aval (en una cierta base) se 
representará en otro sistema (en otra base). 


Aplicación 28 
Dados los números avales 
L 0,5323 


IL 0,439 


represéntelos como números avales en base 
10; 12 y 6. 


Resolución 
L 0,532 
A base 10 
532 _ 5x8%+3x8+2 _ 173 
0,5325 = 10003 — 8? 256 


Formamos la generatriz en su base 10. 


173_173_173x5%_ 67578125 


= = = =0,67578125 
256 2 28x5% 100000000 


A base 12 
Formamos la generatriz en base 12. 


173_173_173x3_173x3*_ 8139; 
256 2 2Úx3r 12%  10000;2 


=08139/2 
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A base 6 
Formamos la generatriz en base 6. 


173_173_173x3*__401545135 
256 2 2838 1000000005 


=0,40154513; 


Luego, 

+. 0,532¿=0,67578125=0,8139,2 
=0,401545135 

En este caso hemos aprovechado que se 


podían formar las generatrices en las bases 
pedidas. 


IL. 0,439 
A base 10 


439 _4x9+3_13 
100, 99% 27 


0,434= 


Formamos la generatriz en base 10. 
13 13x37 481 — 
TECOS 
A base 12 
Dado que no siempre va a ser tan sencillo 
co la generatriz, también se puede di- 
vidir en base 12 para hallar su expresión 
aval. 


13 27 
13x12 0,594, 


156 
135 
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A base 6 
La división en otra base sería una forma más 
general para el cambio de base, 


13 13x2% 104 252 


Otra forma 
Dividimos en base 6. 


13 27 
13x6 0,252 
78 


0,43,= 0,481 = 0,594,2=0,252 


De los ejemplos anteriores, observamos qUe 
en la igualdad de los números avales, E 
parte entera es cero, se cumple que a pi 
numeral aparente le corresponde mayor bas 
y viceversa. 


m 3 
0,594,,=0,2526 
me E 


En general, 


Dado que Pd a 
== at >p0 
0,abed,=0,0qr5n y abcd + 


entonces, se cumple que 
n>m 


CAPITULO, xl 


aplicación 29 
s¡0/0570,€b,, calcule la suma de valores de 


(a+b+c). 


Resolución 
Hallamos la generatriz. 


ab; 5a+b 


0.ab5==qq, = 24 


> bj Tctb 
TS 


Sa+b_7c+b 


4 48 
10a+2b=7c+b 
10a+b=7C 


4] 
11 25 arb+c=7 
2.1. 33 a+b+c=6 
12 6=> a+b+c=12 


s E” de valores 


de a+b+c Jarac+12=25 


Aplicación 30 
Si0,3.=0,/abcx 

35=0,abcx, calcule a+b+c+x. 
Resolución 
U 
Sando la generatriz. 

0,23;= 2 _13 
e 445 24 
'idimos, 

130 [24 

100 

0,54 
xi 166... 


160 


OS 


» Nota 


Los 1 
05 Numero 
con muchas cif 

cha ifra 1er 

me 


sentan con ayuda d e 
ss decimales 3 
potencias de base die y de las 


noce como notación 


operaciones se realizan e 

Escribir en notación científi 

número como el producto de ñ , : dá 
base 10 por un número ma Pm. 


menor que 1 


Algunos ejen 
0.00 1 
15 0 10 
Ejempl 
que giran a 1 do ; 
átomos hay pr 


Los protones 


0/000000000000001 a 


de 0,0000 


dos medidas se | 
JOOGOL ma 10 m: 


w0I7=1,7x10" kg, 


cientilica, Ást 
0.000000000000000000UULOY 


4. Forma pract 


base un nu aval 
ón siguiente trabajaremos con 
cambio de base; 


la generatriz del 


biar de 
En la aplicaci 
otro método para realizar el 
primero, trabajaremos Con 


aval a cambiar de base. 


Aplicación 31 
Represente los siguiel 
las bases 12 y 6: 


L 0,5325 


ntes números avales en 
". 0,439 


Resolución 
532 346_173 
L. 0,5828==p000, 512 256 


inreduc tible 
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480 


A base 12 


parte entera 


256 64 


A OA 


—— parte entera 


—— parte entera 


A Pl 
16 ed 
E 
3u19= 


0,532¿=0,813919 


A base 6 
173 == 7 
E Ñ 5 +18 
E 
m2 —— parte entera 
21 


128 64 
> ate entera 


21 ma a 
az 
>" 


LL 13 
q 6 


A parte entera 
6 


parte entera 


0,5323=0,40154513, 


43, _ 39 13 
100) 81 Ed 


inves «dUctible 


IL 0,4332 


A base 12 


7 
La 
3 

0,439=0,594,2 


A base 6 


0,43,=0,252 


Aplicación 32 conesporr 
Halle la representación pe pd 
diente a 34,72 y dé como respues 
cifras de la parte aval. 


Resolución entera si 
La parte entera gen ñ 
base 5; de igual manera, | 
nera la parte pentaval. 


la part 


- 34abases: 34 
4 


34=1145 


La fracción continua simple también es lla- 


base 5 eS a 
. 07%a e mada fracción continua ordinaria, la cual se 
072-1007 25 representa como 


_ arte entera 


| 
donde las fracciones —; —; ES ! 


3 se lla- 
15 ] 75 3 . . a, ay az a, 
AA man fracciones integrantes y los números a; 
Ay; 3;...; A, SON llamados cocientes incom- 
0,72=0,33; pletos. 


34,72=114,33, 


ñ Ens J=3+3=6 


ifras avales 


0 FRACCIONES CONTINUAS 


Si el número de cocientes de una fracción con- 
tinua simple es limitado o finito, entonces se 
dice que la fracción continua simple es finita. 


Si el número de cocientes de una fracción con- 
tinua simple es ilimitado o infinito, entonces se 


E dice que la fracción continua simple es infini- 
|. Sonaquellas expresiones que tienen la forma 9 Pq o 
l ta, la cual puede ser periódica o no periódica. 


fs q 
| e Ejemplos 
| a. b . Ej2+ 
| E Ñ sl 
a 40m 4 
E 
d ll F,=[2;5;4] — (notación) 
ETE ab¡eR Vie pa La cual es una fracción continua simple 
Ea . 
e Po ES los casos en los finita. 
en la; 
sia eh S Condiciones siguientes: * Fj=l+ 1 A 
A (ae Zt: ¿vi>1) E 
» Una fracció 55 
acción ES este tipo es conocida E 
a simple 
po Una fracción ple (FCS). Fo=[1; 2; 3; 5) 
si “siguiente: Continua simple será La cual es una fracción continua simple 
finita. 
1 
e Fi=3+ 7 
5+ ] 
5+ — 
E 
Fa=13; 5, 5; Sy...) 
Fa=13; 5] 
La cual es una fracción continua simple 
infinita. 
481 


482 


54 
2 

+. 
Fa=1[3; 2; 5; 2; 5;...] 
Fa=[3; 2,5] 


La cual es una fracción continua simple in- 
finita. 


8.1. FRACCIÓN CONTINUA $ 
(FCSF) 


Teorema 

Todo número racional puede expresarse como 
una fracción continua simple finita y toda frac- 
ción continua simple puede expresarse como 
un único número racional. 

Ejemplo 


4 ss , A 
Expresemos 3 corno fracción continua simple, 


PA Lo 
81 81 81 3415 
| 22- 22 


dividendo divisor 


[22] 147 
E 


dividendo divisor 


115] 0d 
DS 
divisor dividendo 


> 
=[2; 3; 1;2;7] FCSF 


En el proceso d 184 
p e expresar 81 “Omo FCs se 
puede observar que el divisor, en 


momento, pasa a ser dividendo en 
paso; por lo cual, el proceso aplic, 
caso particular del algoritmo de 
determinar el MCD de dos enteros 


UN Primer 
el siguiente 
ado sería un 
alió Para 


2 3 | 1 2 | 7 «—¡érminos dela 


frac ción continua 
srf22[15|7 [1 
le fis[ 7 [1 


184 


trabajado con números racionales en 
¡a irreductible, pero también se podría 
con cualquier equivalente y la frac- 
ón continua sería la misma. 


Ejernplo de 
sla a frac ción continua para yg equi 


Aplicación 33 

Exprese como una FCSF los siguie 

ros racionales. 71 
72 58 ml. 57 

h IL 5 


ntes núme: 


Resolución 
72 
13 


yA 
3s7 
[2] 1]3|1 
11 57 | 43 | 14 | 1 
PajiJ]1Jjo 
7 
+ =1-2:153, 14] 
Nota 


Podemos afirmar que todo número racional 


se puede expresar como una fracción conti- 
Rua simple finita. 


Aplicación 34 


lA qué Número 


raci 
Bis, 2 cional representa la FCSF 


Resolución 


Vil; 
“2remos el algoritmo de Euclides. 


“ Proco. 
Ma to, 050 anterior, á 
ee Veni ' Consideramos en for- 
5 último divisor ala uni- 
el o, Shrii 
ón. Mo de y > 'ECONStruimos la tabla 
Ios, uclides, por lo que la frac 
Será; ñ 
Sá irreductible. 


“ como 


Aplicación 35 
Determine el número racional que represen- 
tan las siguientes FCSF. 


L 1M;7:231 IA 
II. (3; 2; 1; 4; 3] 


[0; 1; 3; 2; 5); 


Resolución 
L [4,7;2;3] 


215 | 52 


215 
:7,23]=2 
[4; 7; 2; 3] 52 


IL [0;1;3;2;5] 


38 
[0; 1; 3; 2; sl=35 


IL [-3; 2; 1; 4; 3] 


-3 af 4[3 
-119| 45 | 16 18|3|1 
16 | 13 3p1jpo 


TE 
[23; 2; 1; 4; 3]=--35 


dh Nota 


i r SF re 
s afirmar que toda FC, : 
orcas todo racional se puede 


presenta a 


un número racional y 
expresar como FCSF. 
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a 


Teorema 1 
Todo número irracional puede expresarse 
como una fracción continua simple infinita y 
toda fracción continua simple infinita puede 
expresarse como un único número irracional. 


Para expresar, por ejemplo, 2 como fracción 
continua simple, se siguen los siguientes pasos: 


Paso 1 
Extraemos la parte entera (máximo entero) 
del número irracional. 


Paso 2 

La parte no entera se racionaliza, generando la 
forma de una fracción en la que el numerador 
debe ser la unidad y el denominador resultará 
un número irracional. 


Paso 3 
Extraemos ahora la parte entera de este último 
denominador y la parte no entera se vuelve a 


racionalizar, buscando siempre la unidad en el 
numerador. 


Paso 4 

Procedemos en forma similar hasta encontrar 
que los términos de la fracción continua sim- 
ple se repitan en forma periódica. 


Entonces, tenemos 


Y2 =1+(42-1);14/2]=1 


parte no entera 


parte enlera 


Racionalizamos. 


2 =1+(42 1) (V2+10) 


AA, 


(V2 +1) 
e ; [V2+1]=2 


+1 
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1 
47083 


Nuevamente racionalizamos. 


1 
ra (42 +1) 
(42 +1) 
2 —— ¡[V2+1]=2 
7 
Y2 =1+ 7 : 
Mimi an 


Se concluye que 


Vi =1+ =111222.- 


24 
2+ 


Finalmente se denotará lo siguiente: 


42 =[1,2] 


¿nue 
ión conti 
Expresemos ahora 4/3 como fracció 


simple. 


Bern; 3d 


o 


piallamos la parte entera del denominador. »» Nota 
1 13 +1 e dale .e puede e que todo 
Br" 2 ero irracional se puede expresar como 
y3+l una FCSL. 
2 
1 
“MZ RN 
¡0 D(43 +1) 
2(V3+1) 
E (Ata) 
1+ AA ESA 
2(43+1) 
Demostración 
B=+ z : [3+1]=2 


l 


"a 


Veri=p+(lrr—o); [Vp?+1]=0 


2 AA 
ee ¿Pe a ++) 
(/p++1+p) 
B=1+ l 7 
+ 
1 
242 Vp?+1 =p +=; [ p2+1+p]=2p 
“a yl Ñ Vp?+1+p 
B=] 1 ¡por a ARE 
[os LP a lpr+1=p) 
A ] 
3+1 ds 
PU rate 
3 (Up?+1+p) 
=l4 1 
o 
E ias: e 
E ME . JP +1 =p+ l =[p; 2p)) 
180045 +1) Pa 
2(43 +1) 
É s] A Entonces, por ejemplo tenemos 
TÚ: 12] * Jio=V37+1=[3;6) 


- Ja7=/6*+1=Í[6; 12] 
- V50=/7+1=[7; 14) 
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Il 


Teorema 3 


Si pe Z*, entonces 


dpi =l(p-1; 2 E2D] | 


Para demostrar este teorema, debemos proce- 
der de manera similar al teorema anterior. 


Entonces, tenemos 


* 8 =/32-1=[2;1;4] 
+ Ji0=/2-1=[3,1,6] 
. vas =[6,1,72] 


Para hallar, por ejemplo, el número irracional 
representado por la FCSI [2; a), se siguen los 
siguientes pasos: 


Paso 1 
Se expresa en FCSI en su forma detallada y se 
iguala a una variable (generalmente x). 


Paso 2 

Se despeja en forma conveniente la parte pe- 
riódica (fracción continua que se repite en for- 
ma cíclica). 5 


Paso 3 

Se reemplaza la parte periódica por la expre- 
sión previamente despejada (en función de la 
variable). 


Paso 4 

Se despeja la variable en forma adecuada, la 
cual siempre tomará más de un valor. 

Paso 5 

Para determinar cuál es el único número irra- 
cional que corresponde a la FCSI, se extrae el 
máximo entero de los irracionales encontrados. 
Paso 6 

Aquel número irracional, cuyo máximo entero 


coincide con el primer término de la FCSI, será 
la respuesta. 


486 


Entonces, tenemos 


Reemplazamos. 


1 
4+(x-2) 


1 


x+2 
-4=1 
=5 
x=+v5 
Evaluamos el máximo entero. 
[v5]=2 
[-451-=3 
x=v/5 


x=2+ 


Aplicación 36 

Indique a qué número irracio 
las siguientes FCSI: 

L 122,44; .1J=L-2:4) 

1 [3;2;1) 


nal representa? 


Resolución 


0 (x+2) 


(20)0+6)=1 
+8x+12=1 
e+8x+12=0 


Recordemos que para la ecuación de 2.2 
grado a +bx+c=0, tenemos 


-bivb?-4ac 


M2 2a 


y 
donde xy; x, son las raíces de la ecuación. 


ESEZOO 


iria 2 
-8420 
Xp97 
2 
so BE0Í5 
125 
2 
X=-44 45; 
donde xy =-44+ 45 y X sida 5 
Como L4+/5]=-2 
ba- 517 
Luego se 
pc continua representa al 
enlera de ce máximo entero la parte 
a fracción continua, es decir -2. 


A X=-44/5 


2 
1+ (x-3) 
x-3= l 
ol. 
x-2 
se — E > xo3= x-2 
20-041 2-3 
x-2 


(«<-3)(2x-3)=x-2 
2 -9x+9=x-2 
22-10x+11=0 


Xp2= 4 


104412 
4 


5143 
2 


Xp25 


Xp 


de donde x; ¿H y x= 58 
2 2 

Tomando el máximo entero a cada uno 

para ver a cuál de los dos representa la 


fracción continua, tenemos 
EE | =3 
2 


Ea 


dh Nota 
De lo anterior, se puede afir 
toda FCSI representa un único número 


mar que 


irracional. 
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Representación como fracción continua de los no 
cuadrados perfectos menores o iguales a 45 


ES DE UNA ERA 
C 
PLE ción 


Una de las razones por las cuales las fraceio. 
nes continuas son importantes es que ells 
pueden ser usadas para obtener Aproximacio. 
nes numéricas de los números irracionales, 


CONTINUA 


Sea la fracción continua simple 


F=ay+ 1 


Si tomamos solo algunos términos, obtendre- 
mos expresiones de la forma siguiente: 


R¡=lay]=ap 


1 
.=[46; =4 += 
R,=lag; a11=4p A 


R3=lap; ay; a7]=ay+ 


R¿=[ap; 41; 42... a4-1) 


a Pa 


50 
yergente 
A estas expresiones se les llama con 


reducidas de la FCS [4o; M1; ay Ag 0 
puede ser finita O infinita. 
Ejemplos 
entes 

+ Determinemos las converg 

FCSF 

:2;4,5;2] 
12 e dé convergente 
R¡=[1]= 


— 


13 
polli2I=1+555 2.* convergente 


2 
Re=11:241 
5 3.* convergente 
2+7 
Ry=l1;2,4,3)=1+ 
2+ 7 
4+ 3 
== 4.* convergente 


Rs=[1;,2; 4; 3; ala 
1 
2+ 
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1 
Tp 
2 


67 5.* convergente 


Enel ejemplo anterior, s 

a convergente R5es jj 
Pues Consta de Cinco té, 
Engenera] 


al, la última co 
SS iempr 


€ puede observar que 
Sual al valor de la FCS, 
rminos [1; 2; 4;3; 2]. 


nvergente de una FCSF 


€ igual a] racional representado por 


Tacción Continua. 


AS, 5 
Claros ” observa Que cada convergente 


oximaci el ejemplo anterior es una mejor 
e ación de] Número racional El que el 
"sente Precedente. 67 
en 
Mos lo, siguiente: 
Elo 
Ens 
67 0,4478 
EM 
No 5|s 
¿ 137 = 0,0529 


97 El 2 

675 |" 7 =00033 
BIN 1 00 
67 291 1943 0,0005 
97 4 

67 67 


Determinemos los primeros e: 
vergentes de v6 =[2; 2,41. 


C¡=[2]=2 


incos con- 


135 
C,=[2; 2 =2+2=2=2,5000 
2=[2; 2] E 


122 
Ca=[2; 2; 4124 =E=2,4444 


E 
+3 
1 49 
Ca=12; 2; 4; 2]=2+ =p 2,4500 
2+ z 
ta 
1 _ 218 
ESA 3 
2+ 7 
el 
4 
=2,4494 


En el ejemplo anterior, se nota A el pr 
gente C, es una mejor aproximación a ; > e 
el primer convergente C; ; el ca Ar A e 
te Cz es una mejor aproximación de ici 
segundo convergente C,; así na e 
nuar concluyendo que los CONvEIge E 
ión continua que rep 

Ca; Ca y Cs de la fracc icon dd 
senta a /6 forman una ee Ps 
racionales que son aproxima: 

mejores de J6. A 


Y | 


A continuación graficaremos los cinco primeros 


convergentes de la FCSI que representa a 6. 


Se observa que los convergentes correspon- 
dientes a lugares impares, C; Cz y C;, son me- 
nores que 6, y los convergentes correspon- 
dientes a lugares pares, C, y C,, son mayores 
que 46. De lo anterior, se concluye que 


C,<C¿<C5<vV6 <C,<C, 


» ota 

Histáricamente, la teoría de las traccio 
nes continuas surgió, en un inicio, por 
la necesidad de representar aproxima- 
damente un número racional con nu- 
meradores y denominadores relativa: 
mente grandes mediante otra fracción 
de términos menores, y de estimar el 
error de está aproximación. 


Las fracciones continuas simples infinitas que 
poseen la forma 
b 
M=a+ 
a+ 


representan números irracionales cp 


dos por raíces, siempre y cuando a?4 
un cuadrado perfecto. 


INfOrma. 
4b no sea 


Tenemos lo siguiente: 


Men =P 


b 
M=a+2 
“y 


De lo anterior, tenemos que 
M=aM+b 
M-aM-b=0 — ucuación cuadrática 
cuya solución general sabemos que es la si- 
guiente: 
mM=2 + E +4b 


De la cual tomaremos la raíz positiva y tendre- 
mos que 


an ya? + 4b 


o 


| 
| 
| donde a +4bx%k" 


Por ejemplo, si a=1 y b=1 tendremos 
LES ++] 
2 HF 


dra 


ú áureo: 
El cual representa al número 


Srinivasa Ramanujan 


Nació el 22 de diciembre de 1887 en casa de su abuela en 
Erode (India) y murió el 26 de abril de 1920 en Kumbakonam, 
conde pasó la mayor parte de su vida, puesto que sus padres 
se trasladaron allí cuando él tenía un año. 


Era de una familia venida a menos de la casta de los brahma- 
nes. Su padre era el contable de un vendedor de telas. Siempre 


tuvo una salud muy débil, por ejemplo, a los dos años enfermó 
de viruela 


Fue por primera vez al colegio a los cinco años, al Town High 
School de Kumbakonam. Allí encontró un libro de matemá- 
ticas de G. S. Carr, Sinopsis elemental de matemática pura, 


que despertó Su interés por las matemáticas a cuyo estudio 
dedicó loda su vida. 


Libros escritos 


Su primer trabajo publicado fue sobre los números de Bernoulli en el Journal de Sociedad 
Matemática de la India. 
pe “Sobre la distribución de números primos", publicado en 1913 por S.N. Aiyar 
e o desarrollado por Ramanujan en este tema. An 2 h $48 
a es un cuaderno de notas escrito durante su último año de vida que fu 
en 1976 y contenía 600 fórmulas. 
tobas aportacion 
controla torma q 
eN Una seri 
esarrolló algoritmi 
PSolvió lag Series 
Ncionales de 


es a las matemáticas 
€ resolver las ecuaciones cúbicas y cuárticas. 
e cuya suma está relacionada con el número x. 
95 que ha permitido obtener el número x con millones de cifras decimales. 
de Riemman, las integrales elípticas, las series geométricas y las ecuacio- 
S misma la función z. e étrcias, con- 
Datos S esultados que Gauss, Kummer y otros en series so si ; 
ó los a desarrollo de las sumas parciales y productos de las mismas. 
h de Bernoulli. : 


r _ mn . 5 = ñ A 
“teoría de Números, las fracciones continuas y el cálculo de series diverg entes 


a 28>. 
Adaptado de "Srinivasa Ramanujan". En <http:/fsauce.patic.mec: A 
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Problemas resueltos 


Problema 1 


Las láminas teraflex son utilizadas para pavi- 
mentos deportivos. En cierto país, por su ele- 
vada temperatura, se dilatan aumentando su 
largo en 1/9 y aumentando su ancho en 7/20. 
¿Qué fracción del área inicial de la lámina es 
la nueva área? 


Resolución 


Graficamos. 


fp area |] 
AO: ( 
inicial) 


Al dilatarse, tendremos que 


1 10 
Nuevo largo: L+2L=-—L 
A 9 9 


7 27 
Nuevo ancho: a+ —a=* 
2020 


Entonces 
área] _ (27 10 3 
(ma) or) (91) Joa 


. [área <A sl 
final )= (área inicial) 


Problema 2 


Un balde de limonad. 
car. Se consume 1/4 
a llenar con agua; 

1/3 del contenido ys 
Finalmente, se cons 


do. ¿Qué cantidad d. 
el balde? 


a contiene 1 kg de azú- 
del contenido y se vuelve 
se consume nuevamente 
e vuelve a llenar con agua, 
ume la mitad del conteni- 
e azúcar queda todavía en 
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Ie 


Resolución 


Trabajaremos con lo que queda de azúcar 


Se consume 


3 


1 
Queda -x£x2 gs 
Queda 35*3(158) a kg=250 g 


Por lo tanto, quedan 250 gramos. 


Un tanque de agua abastece a toda una urba- 
nización en Comas. La capacidad del tanque 
es de 9600 m'. A las 6:00 a. m. de cierto día se 
observa que faltan los 3/16 de su volumen para 
que esté lleno; además, hasta la 1:00 p.m. se 
consume 1/4 de lo que hay en él. ¿Qué canti- 
dad de agua habrá que agregar para que falte 
llenar 1/6 de su capacidad? Ñ ) 


Sea V=9600m% — (volumentota!) 


Según el enunciado, estará quedando 


00) 


Luego tenemos 


ag E 0 
| 
ES +x= By 
64 6 


5, 39 
= y By 
¡A 


43,43, 3 
=2 y - (9600) m 
x= 193" "192 


x=2150 m* 


problema 4 
yo puede concluir una obra en 20 días 
trabajando solo. Si contrata a 2 ayudantes, 


terminaría la obra en 12 días. ¿En qué tiempo 
construirán esta obra solo 6 ayudantes del mis- 


Un obre 


mo rendimiento? 


Resolución 
Sil obrero construye la obra en 20 días, enton- 


ces en 1 día construye 2 obra. 


Se sabe que 1 obrero más 2 ayudantes constru- 
yen la obra en 12 días. Entonces en 1 día hacen 


l 
7 obra. 


Si2 ayudantes en 1 día construyen 


Ltd 
RETINA 
entonces cada ayudante construye a obra en 


día, 


Además, 6 ayudantes en 1 día construyen 


dl). 1 
60 = y Abra en 1 día. 


Por! 
0lanto, 6 ayudantes construyen la obra en 


10 días, 
Problema 5 
Ana te, 
slo a 195 metros de longitud se le hace 
Le o Que la longitud de cada re- 
Ed. ¿Cua e > del anterior aumentado en la mi- 
k *!a longitud del retazo más grande? 
Solución 


Luego, 
3... 
L+ZL+= 142 L= 
TEO L=195 
Homogeneizamos los denominadores. 


8L+12L+18L+27L 
RO 


65 
<= 
8 195 


L=24 metros 


El retazo más grande sería 


2, 2% 


 (94)= 
3 S (24) =81 metros 


Por lo tanto, el retazo más grande es de 81 m. 


Problema 6 

Raúl tenía cierto número de manzanas y las 
distribuye del modo siguiente: da a Julio la 
cuarta parte del total más una manzana y me- 
dia: a Rosa le da los 2/7 del total más 6/7 de 
manzana; por último, le da a Henry la octava 
parte del total más 3/4 de manzana, y le que- 
dan tres para él. Halle cuántas manzanas tenía 
Raúl y dé como respuesta la suma de cifras del 
resultado. 

Considere que todos recibieron una cantidad 
entera de manzanas. 


Resolución 
Por condición, 
tonces lo que le toca a cada uno es 


sea T el total de manzanas, €n- 


io Ir 

» Julio UNE] 
tar 0 

» Rosa 71*7 


suma=7 


Il... 3 
+ Henry FUN] 


+ Raúl 3 
493 


494 


Luego, 


1T 3Y (27 67 (17 5) 
MA Ll (48=7 
rd 


1484 
rd (A )>7 


56 28 


171 37 
E 


T=18 


Por lo tanto, la suma de cifras es 9. 


Problema 7 


Se tiene un reservorio cilíndrico, cuya capaci- 
dad es de 171 litros, con 2 orificios. El primer 
orificio, ubicado en la parte de abajo, deja salir 
3 litros cada 2 horas; el segundo, ubicado a 2/3 
de altura del cilindro y encima del primer orifi- 
cio, deja salir 5 litros en 3 horas. Si el reservorio 
está lleno y con los orificios abiertos, ¿en qué 
tiempo quedará vacío? 


Resolución 


A 
Problema 8 

Una piscina es llenada por un caño ená4 
otro caño la llena en 6 horas. Cuando la piscina 
está llena puede ser vaciada por un desagile 
en 8 horas, mientras que otro desagúe la vacía 
en 12 horas. Estando la piscina llena hasta su 
octava parte, se abren los caños durante 2 ho- 
ras y, luego, se abren los desagies. ¿En cuánto 
tiempo se llenará dicha piscina? 


horas; 


nel 


A y ton 
Trabajamos en la unidad de tiempo, tenien- 
do en cuenta lo que han llenado los caños en 


2 horas y lo que se llenaría de la piscina en 
x horas. 


En los 57 L (x horas) 


es 
2 gr > x=18 


En los 114 L (t horas) 


3 
Gina > 27 


Por lo tanto, quedará vacío en (18+76)=94 
horas, 


e. 
Sabemos que estaba llena la octava part 


Faltaría llenar 
(AAA 
81046 81m 
po! horas 
5 d 
me 
m stado ab 
Recordemos que los caños han 2% 


tos 2 horas y luego se abrieron 


Por lo tanto, se llena € 
12 minutos. 


problema 9 
sialos dos t h 
ble se Je suma CIN! 
resultado se le res! 
la misma fracción. l E 
nos de la fracción inicial? 


érminos de una fracción irreducti- 
co veces el denominador y al 
ta la fracción inicial, resulta 
Cuánto suman los térmi- 


Resolución 
Sea z la fracción. 
lea DA A 
Se tendrá del enunc! 6D D”D 
Homogeneizamos los denominadores. 
N+5D_6N_6N 
6D 6D 6D 
Oblenemos que 
N+5D=12N 
iv=5p > N_3 
D 11 
< N+D=16 
Problema 10 


UN A 
dl pe fracciones comprendidas entre La 
37 


Y Son , 
q 9 tales que sus términos son números 


Cnsecutivos? 


Mesolución 


Lafracció 
acción tendrá la forma ad 


Dj enuncia, do NFT 


19 21 
=<N<“= 
158 
1,..<N<10, 

La 34... 10 


Para cada valor de N se tendrá una fracción. 
Por lo tanto, se tendrán 9 fracciones - 


Problema 11 
¿Para cuántos valores de n (n e Z*) la expre- 
4 5n+17 
sión 
3n-8 
Mayores que 7? 


representa números fraccionarios 


Resolución 
Se tiene 
5n+17 
3n-8 
16n<73 > n<4,... 


7< 


Además 
3n-8>1 


9 
n>= > n>3 
3 
De lo anterior (3<n<4,...), obtenemos que 


n=4. 
Por lo tanto, solo para un valor. 


Problema 12 
Halle m+n si A =0,6n. 


Resolución 
Trabajamos con la generatriz. 


m_6n 6n 
—=—=:;m=— 
11 99 9 


Se tiene 6n=9 


3 
Luego m==3=7 


m+n=7+3=10 
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Problema 13 
¿Para cuántos números enteros p entre 1 y 500 
se cumple que los términos de la fracción im- 


propia 4 no son PESI? 


Resolución 


Primero sacamos la parte entera. 


Si no son PESI, significa que p +4= 23, es decir, 
p=23kR-4. 


Por condición, 


1<p<500 => 1<23k-4<500 


5<23R<504; ke Z* 


1 No sería fracción 


21 


Por lo tanto, se cumple para 20 números. 


Problema 14 


a be a 
Halle a+b+c si 24+2+== 
2 5 11 148, 


siendo (a; b;c) cZ*, 


Resolución 

Tenemos 
a,b c_, 463-4 51 
+ =1+ = 
20511 990 “110 
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A 
Multiplicamos todo por 110. 
5544+22b+10c=161 


Llevamos todo a 11. 


o 


a 


11+11+10c=11+7 


10c=11+(7+33) 


c=11+4 = c:4;15;26;... 


c=4 (ya que si fuera mayor, los valores 
de ayb noserían Z*) 


Reemplazamos. 
55a+22b+10(4)=161 
55a+22b=121 
5a+2b=11 


i el 
Calcule la diferencia entre el da 
numerador al simplificar la siguiente expré 


1 1,1 
=-+— +++ 
42870" 130 
A 


30 sumandos 


F 


¡eden 
s denominadores se pul 


Se observa que lo: dos enteros que 


expresar como el producto de 
se diferencian en 3. 


Los números 4; 7; 10; -- 
término general tiene la 


91=3(30)+1 


líplicamos POr 3, de tal manera que la di- 
Mullip' 


¡a de los factores del denominador apa- 
ferenci 
rezca en el numerador. 


3 
EA 
Patada rao 7 889 


AI 


1. 7-%,1_30 
-q y 913791 


32 


Portanto, la diferencia de términos=91-30=61. 


Problema 16 


¿Cuántas fracciones propias e irreductibles de 

denominador 275 existen que sean tales que 

en su desarrollo decimal la parte no periódica 

exceda en 12 a la parte periódica? 

Resolución 
NS Sn 
75 dabcd Como ab=cd+12 
les paa 

xn > cd=ab-12 


pi ES 9 val 
De : lores 


Problema 17 

17 A 
Si 337 0,ab...xy, calcule A+b+x+y, 
Resolución 


Para hallar las primeras cifras dividimos 


170 [24 


161 0,73... 
1 
> e 
El 
21 


Para hallar las últimas cifras trabajaremos con 
la generatriz. 


17 ab. 17x99...99=xyx23 
23 99...99 .83=.xyX23 


Ahora reconstruimos la multiplicación. 

[2/[1/x  x=2;y=1 
2.3 

3 


A+D+x+y=7+3+241=13 


Problema 18 
Calcule la suma de las cifras del periodo gene- 
rado por la siguiente fracción: 
F=>z = 27 
7027027... 


53 cifras 


Resolución 
Podemos observar lo siguiente: 


27027 x 37 = 999999 


5 cifras 6 cifras 


27027027 x 37 = 999999999 


8 cifras 9 cifras 


27027027027 x 37 = 999...9 


1 cifras 12 cifras 
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E EE KK 


En la fracción inicial tendremos: 


arx37_ _ 1739 
 27027027...27x 37 999...999 


54 cifras 


F 


Lo cual representa la generatriz de F. 


F=0,00...01739 


54 cifras 


Mes de cifras 


=1+7+3+9=20 
del periodo 


Problema 19 
Si la fracción 


F= 280 
> 4037 x 34n+5 


genera 72 cifras en la parte no periódica, cal- 
cule la suma de cifras del periodo que genera 


sm [(n-3 
la fracción ES 
S n 


Resolución 


Descomponemos canónicamente el numera- 
dor y el denominador. 


F= 1xBx5 


(283 5)" ¿17095 ¿nes 


7 


= 210n+2 Xx 53n-1 x1 qn 


El Mayor exponente de 205 Nos da la cantidad 
de cifras no Periódic 


as. 
Luego, 

10n+2=72; n=7 
Reemplazando tendremos 


n-3 4 


T— == IPP 
n 7770,571428 


Por lo tanto, la suma de cifras es 27 
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Problema 20 


Si f es irreductible y se sabe que 
n+1 


= 2 =0,pqr 
(n-D(n+3) pes 


¿cuántas cifras periódicas origina El 


E) 
qpr 


Resolución 


Hallemos la generatriz. 


n+l_ _pqr_ pgr 


Ta-D(n+3) 999 27x81 
(n-1)(n+3) no puede ser 27 


Luego, 


(n-D(n+3)=37 => n=4 


5 a — 
f ===0,135=0, pgr 
37 sl 
Reemplazamos. 


pels. _ 1. L 
qpr 315 63 7x9 


Por lo tanto, 7 genera 6 cifras periódicas. 


Problema 21 de 

, eci 
Indique la suma de los términos de la fra 
irreductible que resulta de 


cd. 5,1, 5, A 


03 HF +. 


EEES 


Resolución 


1.5. de 
Sea EEES d 
1er 
mo po 
Expresamos los denominadores sl 


cias de 9. 


A 


resión f representa la descomposición 
a de un número nonaval periódico 
poli 
puro. 
Así tendremos 
5, Y 
(=0189= 59, "30" 40 


Porlo tanto, la suma de términos es 74+40=37, 


Problema 22 


— 5m+6 
nm= 


som 
iO m=== y 


halle la tercera cifra decimal que resulta al 
sumarlos. 


Resolución 
Hallemos la generatriz, 


Omp=t=ó > Míi-m_n-5 


90 6 


%m+n=159-75 

M-om=75 (n=3) 
61 

016=0,1666,.. 

dnm=06T=0 6] M... 


Luego 


0777. 


Paro 


o, l i 
A tercera Cifra decima] es , 


Resolución 


Se sabe que (rm; 1) representa a m eZ*; de 


ahí que 


7+6 


83-12b=7 
12b=7+6 


m=5 y b=4 (m+b<10) 


La clase de equivalencia [2]- 
m 


== 


2] tiene 


Ea 3 
como representante canónico a == 
Ss 


IES 


nr +s=9 


Problema 24 

Determine la suma de los términos de una frac- 

ción perteneciente a Al tal que la diferencia 

de sus términos sea 49, el denominador sea 5 y 

su numerador sea 8 y lo menor posible. Indique 

la suma de cifras de la suma pedida. 

Resolución 

Veamos la forma de la fracción a hallar. Como 
rl E tendrá la forma ale Según 

pertenece a 63! ] 9k 


las condiciones tenemos lo siguiente: 


9R-2k=159;  9k=8  2k=5 
7k=33; k=5; Rk=4 
R=7 
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== -—« 


Luego 
Fa 
k X 5 R=140  Rp;y=140 
4 


2(140) _ 280 
91140) 1260" 


La fracción pedida será 


> suma de términos=280+1260=1540 


be de 


Z Jores+aso=10 
cifras 


Problema 

Si p es la cantidad de cifras de la parte no perió- 

dica y q es la cantidad de cifras de la parte pe- 
11x17 


riódica de ——— en la base 7, calcule g—p. 
7x5x19 gr 


Resolución 

Como la fracción ya es irreductible tendremos 
que p=3 (exponente de 7). Para hallar q debe- 
mos analizar los numerales de cifras máximas 
en base 7. 


6,=2x3 Observamos que 19 apa- 
66,=2*x3 rece en 3 cifras 
san por primera vez; 3 apare- 
666,=2x32x19 | ce en 4 cifras máximas 


6666,=2x3x5? | porprimera voz. 


Para que coincidan ambos factores se deberá 
tener MCM(3; 4)=12 cifras máximas, entonces 
g=12. 


q-p=12-3=9 


500 


De 


Problema 26 


Se sabe que 0,ab,¿=0; bac,=P.. . 
4 6 qe además, p y y 


son PESI. Calcule a+b+c4p+g. 


Resolución 

Como sabemos que son avales exactos, las 

últimas cifras no pueden ser cero, entonces 
, 

bx*0ycx0. 


055 aby 4a+b 
28200, 16 
— bac; 36b+6a+c 
0,bac¿= —— 5h 


10005 216 


4a+b _36b+6a+c 
16 216 


Simplificamos y operamos. 
108a+27b=72b+12a+2c 
96a =45b+2c 
— =— 


E=8 (c<6) => c=3 


Reemplazamos. 
96a=45b+6 
=— =— 


2 


b=2 (b<4) 
+ b=2; a=1 ' 
1)+3_3, ,=3y47 
p_ 4m+2 3626004 p 


16 216 


a+b+c+p+g=17 


a 


> Test 


uánto obtiene Iván al agregar a los 3/8 de 


¿Cl 

A a 04/1 de 112 los 2/5 de los 15/9 de 90? 
4) 200 B) 202 C) 204 
p) 206 E) 208 


¿Cuál es la fracción ordinaria que resulta 
triplicada si se agrega su denominador a 


sus dos términos? 

2 
B) = EA 
) 4 a El 


2 
y E) 13 


- Mijaíl gasta 1/3 de los ahorros que tiene y 
Sana 1/3 de lo que le queda. Si ha perdi- 
do en total 12 soles, ¿cuántos soles tenía 


al principio? 
Dd 18 B 16 Cc) 135 
D) 144 E) 99 


"Hall 
€ la suma de los términos de la frac- 
dióni A 
¡ón irreductible equivalente a a 


A 1 
D) 30 B) 21 O 16 
E) 32 
3 ha la sum 


ad 
$ Sabe qu € todos los valores de a si 


4 e | na 
Meducibole, — fracción a/12 es propia e 
Ag 
D 30 B) 21 O 24 
E) 32 
Eon 


AS 


6. 


Si dos fracciones propias e irreductibles su- 
man 5, y sus numeradores suman 35, ¿cuál 
será la suma de sus denominadores? 


A) 7 B) 12 O 9 
D) 11 E) 14 
á = Y 
Halle a si 0,43 == 
30 
A) 7 B) 1 O 2 
D) 4 E) 9 


Si 0,abc=0,16,, halle a+b+c. 


A 5 B) 10 0) 12 
D) 14 E) 15 
% 1% 2 1 2 1 
ME tt 
halle M. 

Eb 17 27 

Es a O =— 
Aa Da a 

37 27 
Dg D 7 


10. Si un caño llena una piscina en 8 horas 


y otro caño de menor caudal la llena en 
12 horas, ¿en qué tiempo se llenará la pisci- 
na, estando vacía, si se abren ambos caños 
al mismo tiempo? 


A) 4h30 min 
B) 4h 36 min 
C) 4h 43 min 
D) 3h 43 min 
E) 5h20min 


107 Claves 


= mn EN 


y 866% 953 
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Problemas propuestos 


Nivel básico 


Un ludópata asiste todos los días al casi- 
no. Cierto día, después de perder 3/8 de 
su dinero, 1/9 del resto y 3/10 del nuevo 
resto, gana 3700 soles; de este modo, su 
pérdida quedó reducida al 20% del dine- 
ro inicial. ¿Qué cantidad de dinero tenía 
inicialmente? 


A) 7200 
D) 9000 


B) 8400 C) 8600 


E) 9600 


En una barrica se tiene una mezcla de 24 li- 
tros de agua con 48 litros de mosto de vino. 
Se extrae 1/3 de la mezcla y se reemplaza 
con 20 litros de agua; luego se extrae 1/4 
de la mezcla y se reemplaza con 5 litros 
de agua; finalmente, se extrae 1/8 de la 
mezcla. Calcule la diferencia entre los vo- 


lúmenes de agua y de mosto de vino en la 
mezcla final. 


A) 5L 
D) 9L 


B) 8L C) 6L 


E) 7L 


Un tanque de agua, que abastece a todo el 
sector de San Felipe en Comas, puede ser 
llenado por un caño A en 15 horas y por un 
caño B en 10 horas; además, puede ser va- 
ciado por una tubería C, que se encuentra 
en la base, en 2 horas. 4 y B trabajan juntos 
por 4 horas, luego se cierran y, después, se 
abre C. ¿En cuánto tiempo es vaciado el 
contenido del estanque? * 


A) 1h 30 min 
B) 1h20 min 
C) 2h 30 min 
D) 2h 20 min 
E) 1h 40 min 


Para pavimentar 3 tramos de la Panamerica. 
na Sur, entre los puentes vehiculares Áricay 
Quebrada, se divide el trabajo en 3 cuadr- 
llas de la siguiente forma: el primer grupo 
debe hacer los 5/11; el segundo grupo debe 
hacer los 3/7; y el tercer grupo debe hacer 
el resto. En los primeros 28 días, el primer 
grupo ha hecho 4/5 de lo que le Correspon- 
de, el segundo grupo ha hecho 2/3 de lo que 
le corresponde y el tercer grupo ha hecho 
la tercera parte de lo suyo. Si ahora solo el 
primer grupo trabajará, ¿en qué tiempo cul- 
minará lo que falta de la obra? 


A) 28 días 
D) 25 días 


B) 27 días  C) 26 días 


E) 24 días 


En una reunión por el aniversario de la aca- 
demia Cesar Vallejo se observa que los 2/3 
de los concurrentes son mujeres y que los 
3/5 de los varones son casados, en tanlo 
que los otros 60 son solteros. ¿Cuál es la 
diferencia entre el número de mujeres Y el 
número de varones casados? 


Cc) 210 


4 
dy E) 150 


D) 90 


B) 360 


Un camión transporta Ni mil 
hasta Lima. En la primera parada, En 
cado de Zapallal, descarga 2/3de EE use 
traslada; y después descarga 5 A 0. 
tienda en Puente Piedra. Sile que será ente 
Parte de su carga original, la cual los OÍOS 
gada en el mercado Unicachi E el comer 
¿cuál será el importe que paga" sap que 
ciante del mercado Unicachi WS Jado? 
por cada caja cobran 8 soles PO! 


q) 72 


B) 108 y 12 


A) 120 
D) 144 


aranjas desde Huaral 


Rh 
fijafl se percata que ha gastado 5/6 de su 
7, Mij ina para comprar un videojuego. Si en 
ee de gastar esos 5/6 hubiera gastado los 
7/8 de su dinero en comprar otro videojue- 
go, tendría ahora S/10 menos de lo que tie- 
ne. ¿Cuánto dinero le queda a Mijail? 
B) S/60 C) S/48 
E) 9/56 


A) S/50 
D) S/40 


£, lván realiza un viaje de trabajo a la ciudad 
de Trujillo, por el cual recibe viáticos por 4 
días. El primer día gastó la quinta parte; el 
segundo día gastó 1/8 del resto; el tercer 
día gastó los 5/3 de la cantidad del primer 
día; el cuarto día gastó el doble de la can- 
tidad del segundo día. Si le quedaron S/20, 


¿cuál fue la cantidad entregada para los 
viáticos? 


A) S/100 
B) S/120 
O $/300 
D) S/90 
B) S/180 


Pi Una tela en la lavandería indus- 
Ps ma del proceso de fabricación de 
> bn de vestir, se observa que se enco- 
ale SS Su longitud y que también se esti- 
o se Suancho, ¿Cuántos Metros debe- 
ds e Para que después de lavada 
depolos ba de +. m? para la elaboración 
e sal A 

Mas e sue el ancho original de 
A) 150 B 
D) 480 240 CO) 360 
8 , E) 500 

, Janer va 

al me A 

paa le A los días domingos y 
50 domino 185 Para toda la semana. 
| Acer el balance de sus 


11. 


13, 


A 


gastos dice: “Gasté los 2/5 de lo que no 
gasté; luego perdí 1/4 de lo que no perdí, y 


me quedé al final con $/32». ¿Cuánto tenía 
inicialmente? 


A) S/42 
D) 8/72 


B) S/50 C) S/64 


E) 9/56 


Un cobrador de ómnibus de la empresa de 
transportes Etuchisa se percata de que en 
el primer paradero se bajan los 2/5 de los 
pasajeros que lleva y que suben 15; en el 
segundo, se bajan los 2/3 de los que lleva 
en ese momento y suben 35. ¿Cuántos pa- 
sajeros tenía el ómnibus en su paradero 
inicial si llegó al tercer paradero con 50 pa- 
sajeros? 


A) 50 
D) 48 


B) 45 O) 60 


E) 42 


. María Alejandra tiene M soles, pero jugan- 


do ajedrez pierde los 3/10 de lo que no 
pierde. Luego juega ludo y recupera 3/17 
de lo que le quedaba, por lo que se percata 
de que si ganara S/63 más, habría recupe- 
rado todo lo perdido. Halle M. 


A) 5/663 
D) S/440 


B) S/660 C) S/442 


E) S/450 


Indique la verdad (V) o falsedad (F) de las 
siguientes proposiciones: ] ñ 
IL. La gráfica de la clase de equivalencia 
A no es parte de una recta. 
8 * 
II. La representación de un número irra- 


cional mediante fracciones continuas 
simples posee finitos términos. 


IL. Si Jab =l6 :1,12), entonces a+b=12. 


C) VVv 
E) FVV 


A) FFF B) FFV 


D) FVF 
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14, Un contratista realiza una obra con 1/19 


de rebaja en el presupuesto inicial. Para 
el pago de planilla de los obreros, destina 
7/11 de lo que él ha de cobrar, además, 
paga con los 2/37 de lo que le quedaba un 
seguro de vida. ¿Cuál era el presupuesto 
inicial si después de realizar todos sus gas- 
tos le queda S/2520? 


A) S/3377 
D) S/7337 


B) S/7373  C) S/7733 


E) S/7007 


15, Se dejan derretir 3 pedazos de hielo, tales 


que el volumen del segundo es los 4/11 del 
volumen del primero y los 6/13 del terce- 
ro. Si se sabe que la diferencia entre los 
volúmenes del primero y el tercero de los 
trozos es 231 cm, y que el agua se dilata 
1/10 de su volumen al pasar del estado lí- 
quido al estado sólido, ¿cuántos centíme- 
tros cúbicos de agua se obtienen en esta 
operación? 


A) 1200 cm? B) 1120crn? C) 2343 cm? 
D) 1000 cm* E) 2130 cm? 


16. Al dividir una herencia en 2 partes, resulta 


504 


Di 


que la diferencia entre los 4/5 de los 3/8 de 
la cantidad mayor menos los 5/12 de los 
4/7 de la cantidad menor es igual a 1/3 de 
la cantidad menor. Si la herencia total es 
S/30 500, ¿cuál es la diferencia de las partes? 


A) S/19500 B) S/9500 
D) S/9150 


C) S/9580 
E) S/7200 


Indique la secuencia correcta de verdade- 
ro (V) o falso (F) según corresponda res- 
pecto a los números racionales. 


1. Todo racional posee representante ca- 
nónico. 


20. ¿Cuántas fracciones propia 


IL. Sin es un número irracional, enton: 
3/,2 cas eS 
ríes también irracional, ¿ 
NIT. Si el radio de un círculo es irracional, 
su área es irracional. 


A) VVV B) VFF C) VFV 
D) VVF E) FFF 


Nivel intermedio 
Jessica, Katty y Janet son 3 tejedoras arte- 
sanales, las cuales pueden tejer 1 lote de 
chullos en días. Si Jessica y Katty se de- 
moran 5 y 8 días, respectivamente, en ela- 


borar dicho lote trabajando solas, ¿cuántos 
días se demorará Janet si elabora ella sola 


todo el pedido? 


A) 2 B) 3 94 

D) 5 E) 6 

Halle a-+b si L +2 =0,9696.. 
153 

m6 B) 8 09 

D) 12 E) 14 


se irreductibles 
e sean 


¡U 
de numerador 50 existen tales 4 


ue 22) 
mayores que 271 


y 2 
11 
E 
=e+Í, 
2 a+2_ 90 a+r2=eth 
si5=0,a; b+2 
halle 7 
a 143] oí 
A) 0,9 B) 0, E) 0,5. 
D) 0,3 


| 


| 


quela secuencia correcta de verdad (V) 
¡sedad (F) de las siguientes proposicio- 
respecto a los números racionales Q. 


22, Indi 
o fal 
nes 


. afec) entonces 
ANNE 
Io Si Joe] entonces [5)-121 


IM. 


Los elementos de Q son conjuntos. 
P 0 
IV. El número 3 no pertenece a una clase 


de equivalencia, 


A) FVVF 
D) VVFF 


B) FVFV C) VVVF 


E) FVVV 


ai e PA 
¿, ¿Cuántas fracciones 36 tienen en su re- 


presentación decimal una cifra periódica 


2.P 44 
ES A) 
1 
E . B) 16 O 17 
E) 19 
Asis=1,3.1 3 
a EEN k. 3 
7 Pt 
Cuando $ s, 


€ expresa como fracción irre- 


ductible, e 
» Calcule la suma del 
enominador el numerador y 
da 
da 32 C) 24 
E) 19 
8 5 101 
1587350,...abcg 
emás 20c 
ba ef 8h), 


h 
E 


OR 


1] 


A. 


A) 20 
D) 27 


B) 24 O 25 


E) 36 


- De un tonel lleno de vino se extraen 2/5 de 


lo que no se extrae y se llena de agua. Si 
esta operación se repite 3 veces, ¿qué frac- 


ción del volumen de agua es el volumen 
de vino al final? 


170 31 43 
A 53 pa poa 
y 218 B) 41 C) 31 
125 173 
Bl 218 E) 281 


21. Se tiene 3 planchas de fierro de superficies 


1334 874 1173 
560 ' 280 * 90 


dir estas planchas en piezas rectangulares, 


en mí. Si se desea divi- 


92 
todas de igual área, cuyo ancho sea TN 


calcule el total de piezas obtenidas. Consi- 


dere que no debe sobrar material. 


A) 581 
B) 723 
O) 677 
D) 621 
E) 743 


. Jorge y Ángel pueden realizar una obra en 


40 días. Al empezar el noveno día de tra- 
bajo, se retira Jorge y continúa Ángel; de 
esta forma, la obra se termina en 12 dias 
tablecido inicialmente. Si en 
se hubiera quedado Jorge, 
más de lo inicial se habría 


más de lo es 
lugar de Ángel 
¿cuántos días 


empleado? 
a 7 Cc) 9 
76,2 B) 83,2 a 
a 72,6 Ey 
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ro 
es) 


30, 


32 


Nivel avanzado 


. Determine la suma de las dos últimas cifras 


8 
del período originado por la fracción 3 
A) 9 B) 6 O) 4 
D) 8 E) 10 


Calcule la suma de los términos de la frac- 
ción irreductible que da origen a la frac- 
ción continua [1; 2; 3; 4; 5]. 


A) 383 
D) 282 


B) 392 C) 382 


E) 372 


Sabiendo que al dividir N entre 8! se ob- 
tiene un decimal de 5 cifras no periódicas 
y una periódica, calcule cuál es el menor 
valor de N. 


A) 28 
D) 32 


B) 29 C) 30 


E) 34 


- Obtenga una fracción irreductible cuyo 


numerador sea 648 tal que dé lugar a un 
número decimal periódico mixto con 3 ci- 
fras en la parte no periódica y con 2 cifras 
en el periodo. Dé la suma de las cifras del 
denominador. 


A) 13 


B) 15 O 12 
D) 14 E) 16 
3. sig = 15273 
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a 37087037. tiene en el denominador 
(33n+2) cifras, halle la suma de cifras del 


periodo generado en £. 


A 15 
D) 36 


B) 18 0) 27 


E) 45 


| 


sas (15 a Es 
Si o(P)ote +1) =d,abc calcule 


14 
cuántas cifras genera en el período la frac. 


sa. AQ 
ción > cuando se expresa en base 6, 
a . 


A) 1 B) 2 O 3 
D) 4 E 5 


Dada la fracción irreductible > determi- 
ne la cantidad de cifras que tiene el perio- 
do de su expresión decimal. 


A 6 B) 8 OM 
D) 24 E) 48 


Determine la cantidad de cifras en la parte 
no periódica del heptaval periódico mixto 


e. pr 56 
que origina la fracción sil 


A)8 B)9 c)10 
D)11 DE 


Si ae ap 
ba 


calcule a+b+m+n+p+0- 


A) 13 B) 12 E e 

D) 10 

Lily, 

A=7 Hat 5 

AAA 
BE 105 , e gen 
calcule la cifra de orden e 
A+B. 
A) 6 

D 0 
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CAPÍTULO XII 


RAZONES Y PROPORCIONES 


onocer las razones aritm o sus aplicaciones. 


e de razon sor 


aritmética 


Introducción 


Desde lo cotidiano hay dos tipos de comparaciones bastante utilizadas: mediante una sustracción 
Gor ejemplo, en la diferencia de edades) o mediante una división (por ejemplo, en la relación de 
los ingredientes Para una receta), en ambos casos estamos hablando de una razón (aritmética y 
geométrica) que aprenderemos a distinguir. 
Apartir de las razones lle 
Aplicaciones Que tienen 
enla ingeniería civil (en 
entá Química (en el cál 
ea (en los sistem; 
Ta de arte original), 


Contenido de] 
ENcont, 


gamos a las proporciones, las cuales amplían su importancia debido a las 
en diversas ramas de las matemáticas, la ciencia, el arte, etc., por ejemplo, 
el diseño de mezclas), en la arquitectura (para escalas de las maquetas), 
culo de densidad), en las finanzas (en la relación costo-beneficio), en la 
as de afinación), en el arte (cuando se amplía y reduce el tamaño de una 
etc, 
rea] Presente capítulo está organizado de la siguiente maneras al inicio de da an 
de admisión; pe razones, sus clases, sus aplicaciones y los casos más ros en pera 
Caso Bator adelante, veremos la igualdad de dos o más razones equiv: entes y, pe 
Telorza, os con a estudiaremos las proporciones, de igual modo, los aspectos teóricos . m0 
al tema, her JEaplos y aplicaciones; al final de la teoría, encontraremos una lectura relal 
Nos A hay una variedad de problemas resueltos, seguido de un En para que 
Mica, =19s:y, finalmente, problemas propuestos. Recomendamos que se siga el orden 
tulo está elaborado con una secuencia que va de lo sencillo a lo complejo. 


Ya 0, Ya que el capí 
. 'OS Dres, E l 

Mitudes Ente que las razones las aplicaremos en otros temas, como por ejemplo en mag 

les. : 


Proporciona] 
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» RAZONES 


1» DEFINICIÓN 

Es la comparación que se establece entre dos 
cantidades mediante una operación aritmética 
(sustracción o división). 


Ejemplo 

En la etapa final de la elección de las 7 nuevas 
maravillas del mundo quedaron 21 monumen- 
tos preseleccionados, de los cuales serían ele- 
gidos solo 7. 


Los resultados se dieron a conocer en una 
gran ceremonia el 7 de julio del 2007 en el es- 
tadio Benfica Lisboa (Portugal). Estas nuevas 
7 maravillas del mundo son: 

+ Machu Picchu (Perú) 

+» El Cristo Redentor (Brasil) 

» Chichén Itzá (México) 

+ El Coliseo de Roma (Italia) 

+ La Gran Muralla China (China) 

» El TajMahal (India) 

» Petra (Jordania) 


Entonces, podemos observar lo siguiente: 
» 14 monumentos quedaron eliminados; es 
decir, se realizó la siguiente operación: 
21-7 
+ La cantidad de monumentos preseleccio- 
nados era el triple de la cantidad de monu- 
mentos que iban a ser elegidos; es decir, se 
realizó la siguiente operación: 
21 
7 
+ Solo iba a ser elegida la tercera parte de la 
cantidad de monumentos preseleccionados; 
es decir, se realizó la siguiente operación: 
7 
21 
Notamos que estamos comparando dos can- 
tidades (21 y 7) mediante las operaciones de 
sustracción o división. 


2» CLASES DE RAZONES 


IN ARITMÉTICA 
Es la comparación que se establece entre dí 
cantidades mediante una sustracción ó 


Del ejemplo anterior, tenemos la razón aritmé. 
tica 21-7, la cual tiene dos términos: 2] es el 
antecedente y 7 es el consecuente, 


Mediante la razón aritmética se puede conocer 
en cuánto excede una cantidad a la otra, 


Así tenemos que 
21-7=14 

Entonces, 14 es el valor de la razón aritmética, 

Podemos interpretar lo siguiente: 

+ La cantidad de monumentos preseleccio- 
nados excede (es mayor) a la cantidad de 
monumentos elegidos en 14. 

+ La cantidad de monumentos elegidos es 
excedida (menor) en l4 a la cantidad de 
monumentos preseleccionados. 


En general 


Ca mE ] 


donde 

- a: antecedente 

-  b: consecuente 

- — r:valor de la razón aritmética 


»: ivación 
SiA excede aB en 6, entonces 
4-B=6 , 
. ses 
+ SiC es excedido por Den 10, entone 
D-C=10 
Ejemplos a17. 
+  Hallemos en cuánto excede 23 
> 23-17=6 
Excede en 6. 12. 
o es excedido 13p0 


+ Hallemos en cuánt 
> 29-13=16 
Es excedido en 16. 


HH 


icación 1 
ul de problemas resueltos por An- 
a 


drea excede en 13 a los problemas resueltos 
por Bertha, y la cantidad de problemas re- 
sueltos por Claudia es excedida en 7 por los 
problemas resueltos por Bertha. Halle el valor 
de la razón aritmética entre la cantidad de 
problemas resueltos por Andrea y Claudia, en 
ese orden. 


Resolución 

Sean A, B y C las cantidades de problemas re- 
sueltos por Andrea, Bertha y Claudia, respecti- 
vamente. Del enunciado se tiene que 


AB 
e 
B-C=7/ 
A-C=20 


Por lo tanto, el valor de la razón aritmética pe- 
dida es 20, 


Otra forma 
Sea x la Cantidad de problemas resueltos por 
Claudia. 
+13 +7 
O 


ge 


) ! 
(+20) (x+ 7) x 
2 
2 6+20)-x=9p 


Porlo tanto, el yal 


dida es 29 Or de la razón aritmética pe- 


ota 


'Ó Se pj - 
$e ente Po hallar la razón aritmética 
SS halla . 4 que lo que Se está pidiendo. : 
ica; y h Valor de dicha razón aritmé 
e, O se ee Él 
Dues. 9e específica, daremos como 
%5u valor Positivo, 


Y 
2.2. RAZÓN GEOMÉTRICA 
Es la comparación que se establece entre dos 
cantidades mediante una división. 
Del ejemplo inicial, tenemos la siguiente razón 
geométrica: 

21 

7 


la cual tiene dos términos: 2] que es el antece- 
dente y 7 que es el consecuente, 
Mediante la razón geométrica se puede co- 
Nocer cuántas veces una cantidad contiene o 
está contenida en la otra, o simplemente en 
qué relación se encuentran dichas cantidades. 
Así tenemos que 

21 

2-3 

7 
Entonces 3 es el valor de la razón geométrica. 


Luego, en la razón geométrica obtenida se tie- 
ne que 


De lo cual se puede interpretar lo siguiente: 


* La cantidad de monumentos preseleccio- 
nados (MP) y la cantidad de monumentos 
elegidos (ME) están en la relación de 3 a 1. 


» MPesa3comoMEesal. 
+  MEyMP están en la relación de 1 a 3. 
+ MEesalcomoMPesa3. 


+ MP es el triple de ME, lo que equivale decir 
que MP es dos veces más que ME. 


En general, 


donde 

- a: antecedente 

- — b: consecuente ] 

- hz valor de la razón geométrica 


541 


| 
| 
| 
| 
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Pr Observación 


Comparemos las cantidades de A y B 


3 B 

Yes dos veces B; (4=2B) 

1 es una vez más que B; (A=8+1 ) 
. B 

] 

| 

[ E] 

4 es tres veces B; (4=3B) 

4 es dos veces más que 5; (A=54 B) 
En general, 

A 


A es K veces B; (A=B) 

<> 
A0s (R-1) veces más que 3 
A=B+(k-1)B 


Ejemplos 


Andrés tiene 12años yla edad de Caro- 
lina es dos veces más que la de Andrés. 
Entonces, la edad de Carolina es el tri- 
ple que la de Andrés, 


Por lo tanto, Carolina liene 36 años, 
Juan tiene S/150 y Janeth tiene tres ve- 
ces más que Juan, Entonces, Janeth 


tiene el cuádruple de lo que tiene 
Juan. 


Por lo tanto, Janeth tiene S/600. 


— 


diendo es hallar el valor de dicha razón 
geomeétri se debe poner atención al 


rden en que son mencionados sus lér. 


1 r ejemplo, e 


distinto que nos 


ición entre las cantidades de 
que la relación entre 
es y varonos. 


pidan 


dh rt 
Cuando se pida hallar la razón geome. 
twic se entenderá que lo que se está pi 
il 
¡ 


Aplicación 2 

Al cabo de una hora se observa que la canti- 
dad de problemas que resuelve Manuel es el 
doble de la cantidad de problemas que re- 
suelve Nidia y que la cantidad de problemas 
resueltos por Patricia es dos veces más de lo 
que ha resuelto Nidia. ¿En qué relación se en- 
cuentra la cantidad de problemas resueltos 
por Patricia y la cantidad de problemas resuel- 


tos por Manuel? 


Resolución 


Sean M, N y P las cantidades de problema: 


|s re- 
y Patricia, respect: 


sueltos por Manuel, Nidia 
vamente. 


roblemas, 


Si en una hora Nidia ha resuelto X P 


entonces 


es dos veces 
más que 


esel 
doble de 


o 
N 


Por lo tanto, los 
cia y por Manue 


A 
PA 


mos diferentes situaciones. 


Analicel A Lo anterior también se Puede interpretar 
+ Dos números están en relación de 488. como que en el aula hay 2 varones por 
Sean a y b los números. cada 3 mujeres. 
multiplicar mn 
da M: 
x3 
x2 ; 
a o de TR q el 
b 5lb: 10; OR 


XxE_4 3 * Sila relación entre la cantidad de mujeres y 
x3 el total de personas es de 7 a 10, entonces 


- Cantidad de mujeres=M 


S lifica 
SI - — total de personas=T 
No necesariamente a vale 7 y b vale 5. q. = Al M=Tn 
Entonces T 10|7=10n 
a=7k y b=5k 
sé ds ié ten 1 to! 

En una relación se puede multiplicar o También Hs E $" que el total de 
¿moi ea 'onformadas por varones 
simplificar a todos sus términos para que AEONS Es Ps DE al de y 
larelación no se altere, mujeres. Por ello, se total de personas es 

como 10 y el de mujeres es como 7, enton- 
* aybsonentre sícomo 7 esa 3. ces la cantidad de varones será como 3. 


Sea V la cantidad de varones. 


a_1 v:i0-0 
3 IS 
3 7 10 
Entonces 5 La 
 Utbes 
. como 10, Se encuentran en esta relación 
A-b es com a 
04, y no son necesariamente las 
En Seneral cantidades reales 
0=1k;b= 4 ia y 
pa > EE? Las cantidades exactas serán las siguientes: 
=10% 
A-b=4k - V=3n 
US - M=Tn 
len un _ 
My de una academia hay 24 varo- - T=10n 
dad de e Jeres, la relación entre la canti- uni 


a Ujeres se Las situaciones presen das no son la: 
al 

mi ra ciones p: 

'Onos 


i o de 
cas; sin embargo, son un importante punt 


partida, ya en cada ejercicio analizaremos las 
i ¡ás COn- 
diferentes situaciones de la manera M 
veniente. 
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2.3. RAZÓN ARMÓNICA 
Es la razón aritmética de las inversas de dos 
cantidades. 


Ejemplo 
Beto pinta una pared en 5 horas; Dino puede 


pintar la misma pared en 7 horas. Entonces, se 
tiene la siguiente razón armónica: 


11 


5 7 


Esta razón armónica tiene dos términos: 5 es el 
antecedente y 7 es el consecuente. 


Mediante la razón armónica se puede conocer 
en cuánto excede la inversa de una cantidad a 
la inversa de la otra. 


Así tenemos que 
l 1.2 


5 7 35 


2 a des 
Entonces 35 es el valor de la razón armónica. 


Podemos interpretar lo siguiente: 
. > En una hora, Beto puede pintar la quinta 


parte de la pared. 


. > En una hora, Dino puede pintar la sépti- 


ma parte de la pared. 


. E En una hora, lo que puede pintar Beto 


excede a lo que puede pintar Dino en Ss 
del área de la pared. 


En general, 


donde 

-  G: antecedente 

-  b: consecuente 

-  h:valor de la razón armónica 
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Aplicación 3 

Un caño puede llenar un tanque en 
desagúe ubicado en el fondo lo pued 
en 11 h. Si se abren simultáneamente el caño 

el desagúe, ¿qué fracción de la capacidad e 
tanque se habrá llenado al cabo de 5 horas? 


S hi un 
e Vaciar 


Resolución 
Sea V la capacidad del tanque. 
En una hora 
[loquej — floquej — (queda) 
Lena )  Lvacia lleno | 
Ñ ; Y 
A a pe 
5 11 55 
6 
Se llena — Y 
55 


6 6 
=> En 5 horas se llena s[3v)> 1” 


Por lo tanto, al cabo de 5 horas se habrá llena- 


do los 2 de la capacidad del tanque. 


> hot: 
De las tres razones estudiadas, la que llene 
a razón geométrica. 
ima solo se indica la 
ta de 


mayor aplicación es 1 
¡ en un proble 
:ón, se entenderá que se tra! 


Enlonce: 


palabra 
la razón geométrica. 


Aplicación 4 
El valor de la razón geométrica d 


ros es E y el de su razón aritmética €; 


e dos núme- 
s 90. Hale 


la suma de dichos números. 


Resolución o 
Sean a y b los números, tal quí 


Piden a+b. 
Del enunciado tenemos 


a e 


a>b 


b 7l0=7k 


nen 
, a-b=9 
13%-7k=90 
6k=90 
h=15 


» Observación 

Empezar la resolución de un problema co- 
npcieniló qué es lo que piden, evitará, en 
este caso, por ejemplo, que reemplaces el 
1 de k y halles el valor de cada número. 


vá 
Podemos hallar directamente lo que piden. 


> a+b=13R+7R=20k 
a+b=20(15)=300 


Porlo tanto, la suma de dichos números es 300. 


Otra forma 


Entonces 


27090; a+b =?=300 


6(15) 20(15) 


Se debe multi 


+ plicar a ambos 
Quela relació ai 


NO se altere. 
Debemos encontrar 


“POr cuánto debe 
Sn; en este 
MOS Por 


el dato adecuado para sa- 
Mos multiplicar en la rela- 
E Pa fue 90, y por ello multiplica- 
O ARInOS hallar el valor de 
ederíamos ipli 
Ds E multiplicar por 15. 
, 195 
51(15)=105 
| ón 5 
| Un 
Sila a ala, Por Cada 5 mu 
ds Meencia entre mujeres hay 3 varones. 
Ses1g ,. A cantidad de mujeres y 


Os alumnos hay en total? 


» “Cuán 


AS 


Resolución 

Sean M y V las cantidades de mujeres y varo- 
nes, respectivamente. 

Se tiene 


M-V=18 
5R-3k=18 
2k=18 => k=9 
Nos piden 
total=M+V 
total=5%+3k =8k=8(9)=72 


Por lo tanto, en total hay 72 alumnos. 


Veamos las siguientes formas de resolver: 


Forma 1 
(sato] Piden 
M- V= 18; M+ V= total 


' 1 1 ¡ ! 1 
SD 3(9% 29 59) 3(9) 89) 


relación relación 


Por lo tanto, en total hay 72 alumnos. 


Forma 2 
En este caso es conveniente observar la rela- 
ción que hay entre el dato y lo que piden. 


x4 


— 


M- = 18; M+ = total 
| Á 
5 5 

Sn A 


x4 


Por lo tanto, en total hay 72 alumnos. 


En algunas ocasiones cuando se tiene dos o 
más relaciones, es conveniente homogenel- 
zar para utilizar una sola constante, ya sea Con 
una letra o multiplicando, por un mismo factor, 
como ya hemos visto. 


Ejemplo Forma 2 
AyB están en la relación de 5a 4, mientras que Generalmente usamos el siguiente esque; 
B y C están en la relación de 6a?. MOM )=12 eN 
Entonces A Cc 
. A_5/A=5m p 0 

B 41B8=4m 5(3R) — 4(3R) 

a8 'Bekn 6(2k)  7(k) 
* c77lc= 

4 Por lo tanto, y 


A=15k; B=12k; C=14k 


m_8_3[m=3k Practicamos lo anterior. 

n A 2l|n=2k A 
[nc MOMO: 15)= so) 

Reemplazamos. e EN 

p . l0a = 15b 

A=5m=5(3k)=15k a | i 
B=4Mm=ABRAR aa roomplozar o] 
B=6n=5(2H)=128 | "uno delosdo: PO 


C=Tn=7(2k)=14k A 1ém = 24n 
] 
1 


o Relación 
Veamos las siguientes formas de resolver: 


CACIONES DE LAS RAZONES 


Forma 1 1» ApuIC 
Para homogeneizar utilizaremos el mínimo co- Las razones tienen diversas aplicacion 
mún múltiplo (MCM). continuación detallaremos las aplicaciones? 
O_ 0 uso más frecuente. 
6” ol ae 3,1. EN PROBLE JE EDADES 
Entonces vamos a homogeneizar B. Veamos el siguiente ejemplo: PP años, Te 
i Í n 
MCM(4; 6)=12 Dos amigos Dino y Ana end ación de 3 
pectivamente. Analicemos la 2d ne 
edades hace 6 años y dentro de 42 
4años 


baños 


516 


Transcurren 10 años, tanto 
para Dino como para Ana. 


92-12=10 
19-9=10 
6+4=10 


Gaños años 


a Y O 


Hoy | Futuro 


l2años | lS8años | 22años 


Yaños | l5años 


19 años 


3años = 3años = 3 años 


a 


La diferencia de 
edades es constante 
en cualquier tiempo. 


En conclusión, el tiempo que transcurre para 
t z 
oda persona es el mismo; por lo tanto, la dife- 


Tenci; 
ncia de edades entre dos personas es siem- 
Pre constante, 


Aplicación 6 
Las edades de 
la Telación de 7 

Años sus eda 
32 ¿Cuántos 


Alejandra y Mateo están en 
a 1; sin embargo, dentro de 
des estarán en la relación de 
años tiene Alejandra? 

Resolución 

*tiene Que 


l años 


—_—_—AAA—A— a. 


Luego, 
5(k)-7k=12 
3k=12 
k=4 

> 7k=28 


Por lo tanto, Alejandra tiene 28 años. 


Otra forma 


n+H2=> 5 


| 
n n+12 e 2 


Luego, 
T1n+12_5 
n+12 2 

Resolvemos. 


2(7n+12)=5(n+12) 
14n+2x12=5n+5x12 
14n - 5n=5Xx12-2Xx12 
%n=3x12 


Por lo tanto, Alejandra tiene 28 años. 


3.2. EN PROBLEMAS DE MÓVILES 
Veamos el siguiente ejemplo: 

Sean 

* ey; eg: recorridos de los autos A y B. 

* Uy; Up: velocidades de los autos A yB. 

* — t: tiempo empleado por los autos A y B. 
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1,=80 km h 
A t LL 


Observamos que 


YA _80kmM_4 
vg S0kmh 3 


Por lo tanto, en un recorrido de £ horas para 
ambos notamos que 


e, (80 km/n)O_4 


eg (60KkmMNo 3 


En general, 


»» Recuerde 

En el movimiento rectilineo uniforme 
(MRU) se considera lo siguiente 

* py eonstante 


e e=uxt 


En conclusión, para un mismo tiempo, la re- 
lación de las velocidades de los móviles es la 
misma relación en la que se encuentran sus 


recorridos. 


Aplicación 7 

Dos móviles, A y B, se desplazan uno hacia 
el encuentro del otro con MRU; además, sus 
velocidades están en la relación de 9 a 5. Si 
inicialmente estaban separados 700 m y par- 
ten simultáneamente, ¿cuánto recorre el auto 
más lento hasta el momento en que se en- 


contraron? 
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Resolución 

Como parten simultáneamente, entonces, h, 
ta el encuentro, ambos emplearon el ml 53 
tiempo. li 


a 2 
JS, == ¿3 
Lo 2 Sa Y E 
i RA > 
y 7 7 
1) 55010) 
HE—_—— == 
+ ym ———— 


Por lo tanto, el auto más lento recorre 250 m 
hasta el momento en que se encontraron. 


1 
[ Í 


lv rapide ast 


ca se distingue entre veloci- 


omo entre dis" 


cia y recorrido; sin embargo, en 
aritmética se usan 


blemas de 
amente. 


los pro 
dichos términos indistint 
ma no se indica lo 
ue los mó- 


en 


Si on un proble 
se asumirá Q 
áncamente, 
tante 


ontrario, 
viles parten simull 


cla y Con rapidez const 


linea rc 


ul 
géneas Son ad resentan 


zclas homo, 
Las me e 10 p 


aparecen totalmente uni 


discontinuidad) Y pres 
des y composición en ee 
ada es un ejemplo de 

puesta por: 


¿ola ho! 


Una limon: 


génea, pues está com pa 
á e 

ú ejemplo, $ 

azúcar. Por ejemp e asió0 


mos limonada Y la se! a 
quedará limonada enlaj 


> 
FE 
= 
S 


PP. — 


Tendríamos lo siguiente: 


lo que queda 


cantidad inicial 


Es la misma limonada. 


Sus componentes (agua, limón y azúcar) seen- 
cuentran mezclados en la misma proporción. 


Ejemplo 

Setiene una mezcla de 150 cc de agua y 450 cc 
de alcohol puro. Se extraen 200 cc de la mez- 
dla y se observa lo siguiente: 


200 cc=4 (50 cc) 


| 


inicio extrae 


queda 


extrae 
200 ce 


400 ce 
—— 
4 (100 cc) 


e ex: 
tan teo; *traen y los que quedan 
a Misma relación. 


agua 


alcohol 


5(600)=400 ce 


En conclusión, en una mezcla homogénea, si 
se extrae una facción +) del contenido inicial, 
entonces debe salir la misma fracción de cada 
componente; por lo tanto, queda (1-2) de 


cada componente. 

A A 1 
Del ejemplo anterior se extrae 3 del volumen 
inicial, entonces 


s sale de cada ingrediente. 


+ quedal- 5 = z de cada ingrediente. 


Aplicación 8 

De un tonel que contiene 24 litros de vino y 
6 litros de aguá se extraen 10 litros de la mez- 
cla. ¿En cuánto excede el volumen de vino al 
volumen del agua que queda en el recipiente? 


Resolución 
Graficamos. 


al inicio 


vino 


agua 


i eda en 
Por lo tanto, el volumen de vino que qu 


el recipiente excede al del agua en 12 litros. 
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» Nota 


Dos o más razones de una misma clase se 
denominan equivalentes si lienen el mismo 
valor 


Ejemplos 


Son razones geométrica 


quivalentes 


Son razones armonica 


equivalente 


Tengamos en cuenta que 


No son razones equivalentes, 


No es suficiente que teng, 
las razones deben se de la misma e 
decir, todas aritméticas, lod 
o todas armónicas. 


an el mismo valor, 
lase, es 
ás geométricas 


Debido a que tiene mayor aplicación, estudia- 
remos las razones geométricas equivalentes, 


——= 


4» SERIE DE RAZONES GEOMÉTRICAS 
EQUIVALENTES (SRGE) 

Se denomina así a la expresión Que se obtie. 
ne al igualar dos o más razones geométricas 
equivalentes. Es por eso que también se le de- 
nomina igualdad de razones geométricas equi- 
valentes. 


Ejemplo 


Son razon: 


equivalentes 


Entonces, al igualarlas formamos una SRGE. 


12_60_120 
4 20 40 


Tenemos una serie de 3 razones geométricas 
equivalentes o una SRGE de 6 términos, ya que 
cada razón posee dos términos (antecedentey 
consecuente). 


Es importante reconocer lo siguiente: 


bd Razones: 12; Y y 120 
ones 45 29 Y 40 


+ Antecedentes: 12; 60 y 120 
*  Consecuentes: 4; 20 y 40 


+ Como todas las razones tienen el e 
valor, dicho valor es llamado a En 
proporcionalidad o valor de la ares 
este caso es 3. 


¡er 2.2 antecedente 


antecedente _ le 
= 20 consecuen! 


1. consecuente 


¡e 
3." anteceden! 
A secuente 


3er con 


] " térmi 2 término 
¡término _ 3." término _ 5. 'érmino 
77 término 4. término 6.” término 

12 60 120 


we 2 =—=-—- se tiene que 
Por ejemplo, en = 29 7749 q 


120 es el tercer antecedente o es el 
quinto término de la SRGE. 
90 es el segundo consecuente o es el 
cuarto término de la SRGE. 


+ Alprimer y al último término de una SRGE 
se les denomina términos extremos; en 
este caso son el 1.% y 6.2 término, es decir, 


12y40. 
12 60 120 

* En ==—===== 
4 20 40 


observe que cada antecedente se puede 
obtener multiplicando su respectivo conse- 
cuente por la constante de proporcionalidad. 

12=4(3) 

60=20(3) 

120=40(3) 


ñ 
Cuando sea conveniente podemos 


Analizar la relación que hay entre los 
términos de Cada razón. 
12_60_120 3, 
0 a =? )») +3 
40 1 


Obs 
*rve que en cada razón, el antece- 


o pl del consecuente o el 
tecedente. € es la tercera parte del an- 
E he relación entre los antece- 
CUentes, de sus respectivos conse- 
x10 
2.50 mo 
4 SS 
| x10 


La relación que hay entre los antecedentes 
es la misma que hay entre sus respectivos 
consecuentes. 


Aplicación 9 

En una SRGE de ocho términos, la suma de 
3 a 

dos de las razones es 3 y el segundo término 


es 20. Halle el primer antecedente. 


Resolución 
Si la SRGE tiene ocho términos, entonces tiene 
Cuatro razones. 


término 


Todas las razones tienen el mismo valor, en- 


tonces, del dato tenemos que 
3 


3 
E A 
R+R=2R 3 4 


En la SRGE, 


LE 
20 d 
A 


x5 


e_g 3 
== 2=k=2 
f h 4 


> a=3(5)=15 


Por lo tanto, el primer antecedente es 15. 


Aplicación 10 

Los consecuentes de una igualdad de tres Ya- 
zones geométricas equivalentes son 15, 25 y 
35. Si la suma de los dos mayores anteceden- 
tes es 180, ¿en cuánto excede el mayor al me- 
nor antecedente? 
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| Resolución 
Tenemos la siguiente igualdad de razones 
geométricas equivalentes: 

a. E 

15 25 35 


> a=15k; b=25k; c=35k 


Del dato 
b+c=180 
25k+35k=60k=180 
k=3 
Piden c-a. 


> 35k-15k=20k 


Reemplazamos. 
20(3)=60 


Por lo tanto, el mayor antecedente excede al 
menor en 60. 


Otra forma 
Cuando sea conveniente podemos simplificar. 
a be Í 
15 25 35 
Tenemos que 
a BD e_ 
305.7 


> a=3n;b=5n;c=7n 


Del dato 
b+c=180 
5n+7n=12n=180 
n=15 
Piden c-a. 
> Tn-3n=4n 


Reemplazamos. 
4(15)=60 


Por lo tanto, el mayor antecedente excede al 
menor en 60. 
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—— 


lo simplificamos, el valor de la 


onstante cambia, pero linalmente 
legamos al mismo resultado, 


n podemos decir a, b y c están 


ma relación que los números 


7, respectivamente, o que a,b y 


n:c=Tn 


a=4(15)=60 


] En este caso pudimos ] 


haber razonado as ad 


p+e=180 5 72 
in Es comol 


solver más: 


adore 
la manera de! 
Jena. 


Se debe elegir E 
2] pro 
conveniente para el pr 


5 PROPIEDADES DE LA SAGE Ns 
En general, tenemos una serie de n razones 


geométricas equivalentes. nalidad también la podemos hallar res- 
tando antecedentes y sus respectivos 
consecuentes o sumando y restando an- 
tecedentes (lo mismo con sus respectivos | 
dónde consecuentes). | 
- dy, Ag, «+, O, SON los antecedentes. 

By, by, Da, +, Dn SON los consecuentes. 


El valor de la constante de proporcio- 


kesla constante de proporcionalidad o va» Del ejemplo anterior 
de la SRGE. 
lor de la 60-12 
Propiedad 1 20-4 
( HOY +03 HH y, 3= , 120760 
bh +by+b3+...+Dy mi EN 40-20 | 
y E A 
120+60-12 
Demostración 40+20-4 ! 
Sabemos que 
a=b,k | 


=] »» Observación 
02=byk | sumamos E 


ay=bak | miembro a Sea 
pz miembro. a 4 9 - .É 
0p=b.k bi ba da 4 | 
bajas Entonces 
a: 
les 2H... +a)=b1R+boR+bak +... +D,k (aj) _ (az)n _ (as)p _ (0109 _,, 
a A 
1 Y+03+...+a=R(by+by+b3+...+bp) (bm (by) (by)p (b1)9 
Porto tanto, donde mm, n, p y q son diferentes de cero. 
Ñ 


Luego, podemos aplicar las propiedades 
mencionadas. 


Ejemplo 
Se mono que 12 60-120 y 
Se tiene que=¿=59 49 
Entonces 


12(3) 60(5)_ 120(2) =3 


45 2065) 400) 


De lo anterior 
12(3)+60(5) 

/ "4(3)+2065) 
120(2)-12(3) 
120(3-143% 

A 400)-46) 

No 6005) -120(2)+12(3) 

2005) -4002)+4(3) 


/ 


Propiedad 2 


donde n indica el número de razones que se 


multiplican. Demostración 
Elevamos cada razón a la m. 
Demostración E i ae aa (4, Pa 
Sabemos que by db, b3 ba 
a=b,k 
a2=D2k | iuultiplicamos Entonces 
Az=b3k miembro a mM m m m 
o | mlembra A 
si oa b) 
a/=b,R b 2 3 n 
Apli ropiedad 1 y se obtiene 
Entonces plicamos la propi y 
01X7X43X...x0y=(D RINDA)... (0,2%) aj" +a7'+a8' +... +0p' _ ym 


pm m m m 
+b3"+b3" +...+D, 
4X49X43X...Xa,=R"(b; Xb¿XDX...Xb,) Eya+bz ba n 


Por lo tanto, Ejemplo 
: 10_6_4_, 
| ARG Sa 


| dy Xb, x bg X...x by 


Ejemplo => rd ÓN 
12_60 120 _ 

Tenemos que === 
4 20 40 


Finalmente, 
Multiplicamos 2 razones. 
s 102+6?+4? 2 


lis) , 
2:%i601 - <a 543422 
7 =3 
| 141x120: 
a y Jj 
ó 3 3 <e 
3 Ñ » Observación E ar jos 
También se pueden utilizar y ¿pero 
Multiplicamos 3 razones. nes que se hizo a la pa one 
12 x601x "190. debemos tener presente a alovada > al 
0 ! > o a s 
O de proporcionalidad qUe e clon cn todos 
AO imismo exponente al que $ 
5 3 3 los términos. 
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AA As» 


e VD dui , 
| propiedad 4 e (1) y (1D dividimos cada razón respecti- 
| pela SRGE vamente. 
|¡ELESE: a+b ci+d e+f k+l 
Ai AE 

4 A a- a Ed ET 
odemos deducir diferentes relaciones, algu- FG E e-f rl 
ras de ellas son las siguientes: f A 
| a+b c+d 0 Operamos. 
[bd ) . a+b_c+d_e+f_ k+l 
E In a=b cd e-f k-1 
l. 
» 
| AAA Note que al sumar o restar los términos de 
pam A | cada razón, las nuevas razones resultan- 
| qee c+d e+f k+1| les son ex lentes entre ell o el 
SS valor de la constante de propor alidad 
| y c é h a inicial cambia. 
A Estas propiedades se cumplen para una 
e e=f Rk-1 I | ! 
Y) serie de dos o más razones geomélricas 
A ñ . 
a equivalentes. 
y |0b_cid_erf ri 
pa Ena ef Ba 
0 Ejemplos 
*Mostremos al : o GR 
gunas de ellas, Sea la siguiente SRGE. 


E 


Aplicamos la propiedad 4. 
10+2_15+3_ 20+4 3H 


A 
10-2 15-3_20-4_5-1 
E: 1 
E 
10+2 1573 20+4 5+l 
Y E PRA 
0-2 15-3 20-4 5-1 
10+2 1543 2014 5+ 
A S == 
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Tengamos presente que no son las únicas re- 
laciones que se pueden obtener, por ejemplo 
10(2)-2(7) _ 15(2)-3(7) _ 20(2)-4(7) 

2 3 4 


Aplicación 11 

La suma de las razones de una SRGE de 6 tér- 
minos es 5. Si el producto de los consecuentes 
es 648, halle el producto de los antecedentes. 


Resolución 
Como la SRGE tiene 6 términos, entonces está 
compuesta por 3 razones. 
ae e 
pdf 
Por dato 
R+R+R=5 


3k=5 => a. 
3 


Por propiedad 


E] 
bxdxf 


Por dato, el producto de consecuentes es 648, 
entonces 
x24 
DAA 
axcxe_ 5 
648 33 
e 
x24 


> axcxe=5"(24)=5x2x3 
axcxe=3000 


Por lo tanto, el producto de los antecedentes 
es 3000. 


Aplicación 12 


En la siguiente igualdad de razones geométri- 
cas equivalentes se sabe que 


a b_c 

1715 
*  a+c-b=95 
Halle c-a. 
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Resolución 

Aplicamos propiedades. 
a_b_c_c-a_ arc-b 
11 7 15 15-11 11+15-7 


c-a=4(5)=20 


E : DE RAZONES GEOMÉTRICAS 
EQUIVALENTES CONTINUAS 

Una SRGE se denomina continua cuando a 
partir de la segunda razón, todo antecedente 
es igual al consecuente de la razón anterior. 


Ejemplos 


. 127_36_481_3 1 
136 48 64; 4 


. 1 162_108_72_48:_3,1 

(108 72 4 2, 2 

dota 

= Sila constante de proporcionalidad ls 
mayor que 1, entonces el mayor ten 
no es el primero y el menor Lérmin 
es el último. ] En 

+ Sila constante de proporcionalidad 
menor que l, entonces el Alto 
mino es el último Y el menor 
es el primero. 

te se pue 


¡entemen 
Analicemos lo que conveniente 


de realizar con una SRGE con 


tinua. 


Sea 


pr — 
1, Todos los términos, excepto el último, se 


pueden expresar en función del último tér- 
mino y la constante de proporcionalidad. 


Veamos. 
.« d=ek 
+ c=dk=(ek)k=ek? 
+ b=ck=(ek")k=ek? 
+ a=bk=(ek*)k=ek* 


Reemplazamos. 


ex? elo er 


.. Al multiplicar dos o más razones, encon- 
lraremos que la relación entre el primer y 
último término considerado es igual a la 
Constante de proporcionalidad elevada al 
húmero de razones multiplicadas. 

Veamos. 


axb 
y AS a 
exo <= 


bxoxgo > 


* Oxbxcxg 
bxexdxe E > T=kó 


econstruj 

E la SRGE continua a partir de la 
de Proporcionalidad. 

Eemplos 


Dos Tazones Po 


E Instante de io- 
Nalidag igual a 3 proporcio. 


x3 
eramos 


2 3 
Lopes al cuadrado Porque hay 


SS 


Por lo tanto, la SRGE continua será 
9m _ 15m 


Tres razones y constante de proporcio- 
nalidad igual a 3 


Elevamos 2 al cubo porque hay 3 razones. 
Por lo tanto, la SRGE continua será 
Sa _12n_ 18n 
12n 18n 27n 


Aplicación 13 

En una igualdad de 3 razones geométricas 
equivalentes continuas de constante de pro- 
porcionalidad par, la suma de sus dos últimos 
términos es 10. Halle el mayor de sus términos. 


Resolución 
Construimos la SRGE continua a partir del últi- 
mo término y de la constante. 

ak? De ak? _aR_ 


—=T=2— R 
ar? aR a 


Por dato 

+ Respar 

* ak+a=10 
a(k+1)=10 


A 

No cumple 

5 No cumple 

2 55 k=4 Sícumple 
1 10. No cumple 


1 
5.2 


> a=2 n k=4 
Piden ak*=2(4%)=128 
Por lo tanto, el mayor de sus términos es 128. 
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» nota 
Analicemos la siguiente SRGE: 


200 150100 
120 90 60 


Antecedentes 200 150 100 
1 , 
Consecuentos 120 0 0 
¡suma de términos ? 
320 2410 160 
de cada razón 
diferencia 1 
de términos 30 60 
| 
de cada razon 
2 cumple que los « 
cuentes, suma de lérmi ( 
la diferencia de los lér la 
se encuentran en la m 1 
Lo anterior lo podem: neralizar usanido 
las propiedades de la SRGE 


» PROPORCIONES 


1» DEFINICIÓN 


Es una serie de 2 razones equivalentes, es de- 
cir, tiene cuatro términos. 


2» CLASES DE PROPORCIONES 


2.1. PROPORCIÓN ARITMÉTICA 


Se da cuando la: 
Ss razones equivalent 
ADE dd 
aritméticas. ls 


Ejemplo 


Son razones arilméticas 
equivalentes. 


— y 


Entonces, al igualarlas tenemos una Propor. 
ción aritmética. 


13-11=9-7 


donde 

- 13: primer término 

- 11: segundo término 
-  9:tercer término 

- 7: cuarto término 


-  13y7: términos extremos 
- 11 y9: términos medios 


-  13y9:antecedentes 
-  11y7: consecuentes 


En toda proporción aritmética se cumple que 
la suma de los términos extremos es igual ala 
suma de los términos medios. 


En el ejemplo anterior notamos que 
134+7=9+11 


arlimótica 


Según sean los términos medios, una propor: 


A ; Pm 7 inua. 
ción aritmética puede ser discreta O continui 


ritmética diserela 
edios son dife- 


Se da cuando sus términos M 


rentes. 
cd |¡b+c 
A ¿(en 
donde d es la cuarta diferencial de 4, by 
ese orden). 
Ejemplo 


Hallemos la cuarta diferenci indicado: 
Colocamos los términos en el orden 


1-1=25-0) 


t 
20 

MA 
iferencial de 1; 


Por lo tanto, la cuarta d 
26 es 20. 


aritmética continua 
s términos medios son iguales. 


donde 


- ceslatercera diferencial de a y b (en ese 


p, Propor ción 
Seda cuando SU 


orden). 
- pesla media diferencial o media aritméti- 


cadea yc (en ese orden). 


Operamos. 
a+c=b+b=2b 


3 b—| 
2 


Ejemplos 
* Hallemos la tercera diferencial de 35 y 30. 


Colocamos los términos en el orden indi- 
cado. 


2 


Orlo tanto, la 0 
, la terc Í i 
pu era diferencial de 35 y3 


Hallemos ] 
a media diferencial d 
Sax la media dife ad 


olocamos encial de 55 y 25, 
OS térmi; 
Cado, 5 términos en el orden indi- 


ón 0 ' 9 aritmética, 

"0 es e "lación de 7 
all 

Dorcióp € la terce 


, los consecuen- 
2 4. Si el primer 
ra diferencial de 


Resolución 
Como piden la tercera diferencial, entonces la 
proporción aritmética es continua. 


En el enunciado, los consecuentes están en la 
relación de 7 a 4. 


Entonces, tenemos 


30 


10n=50 


n=5 
> 4n=20 


Por lo tanto, la tercera diferencial de dicha pro- 
porción es 20. 


Se da cuando las razones equivalentes son 
geométricas. 


Ejemplo 


Son raz 
equivalentes. 


Entonces, al igualarlos tenemos una propor- 
ción geométrica. 


20_12 
5 3 
donde 


- 20: primer término 

- 5: segundo término 

- 12: tercertérmino 

- — 3: cuarto término 

- 20y3: términos extremos 
- 5y12: términos medios 


- 20y12: antecedentes 


- 5y3: consecuentes 
529 


a 


Propiedad 

En toda proporción geométrica se cumple que 
el producto de los términos extremos es igual 
al producto de los términos medios. 


En el ejemplo anterior tenemos que 


20640=502 


2.2.1. Tipos de proporción gecmé 
Según sean los términos medios, una propor- 
ción geométrica puede ser discreta o continua. 


a. Proporción geomé 
Se da cuando sus términos medios son dife- 
rentes. 


donde d es la cuarta proporcional de a, b y c 
(en ese orden). 


Ejemplo 
Hallemos la cuarta proporcional de 45, 18 y 15. 
Entonces, colocamos los términos en el orden 
indicado. 
3 
E 
45 15 
18 CO)-6 
hal 
Por lo tanto, la cuarta proporcional de 45, 18 
y l5es 6. 


b. Proporción geométrica continua 
Se da cuando sus términos medios son iguales. 


donde 


cesla tercera Proporcional de 


orden). ayb (enese 


-  besla media proporcional o media geomé- 
trica de a y c (en ese orden). 
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Operamos. 
(a) =(9)(b) 


bi=axc 


Ejemplos 

+ Hallemos la tercera proporcional de 8 y 40, 
Colocamos los términos en el orden indi: 
cado. 


Por lo tanto, la tercera proporcional de 8 y 
40 es 200. 


+  Hallemos la media proporcional de 16y 100, 
Sea x la media proporcional de 16 y 100. 
Colocamos los términos en el orden indi 
cado. 


> =(16)(100) 
x= /(16,(100) = (4)(10) = 40 


Por lo tanto, la media proporcional d 
100 es 40. : 


e 16y 


» Nota 


Como una proporción 8 ECOS 
serie de 2 razones geométricas 08 
mplen toda: 


a SRGE. 


ica a 
cométrica es uni 


lentes, entonces se Cul e 
propiedades estudiadas de 


Si d r 
Aplicación 15 o el primer 'é 
En una proporción geométrica, 23. 

¡ do como 1 $ pece” 
mino es al segundo be que 
tercera proporcional si se $2 
dentes suman 100. 


Pe 


-  10y20: términos extremos 


po la tercera proporcional, entonces -  12y15: términos medios 
Como pi d ; 
japroporción geométrica es continua. -  10y15: antecedentes 
sabemos que el primer término es al segundo -  12y20: consecuentes 
yal 
como lesa. Propiedad 
iguiente: Es dni 
Tenemos lo sigui En toda proporción armónica se cumple que 
la suma de los términos extremos y la suma de 


los términos medios está en la misma relación 
que el producto de términos extremos y el pro- 
ducto de términos medios. 


En el ejemplo anterior notamos que 


“> ne3n=100 A 
4n=100 10 12 15 2 
a E 1 

Luego, 9n=225 10 20 15 12 
10+20 _ 12+15 
Porlo tanto, la tercera proporcional es 225. 10x20 12x15 


10+20 _ (10)(20) 


23.PROPORCIÓN ARMÓNICA 12415 125) 


Se da cuando las razones equivalentes son ar- 
Mónicas, 


ca 


2.3.1. Tipos de proporción armóni 
Ejemplo Según sean los términos medios, una propor- 


ción armónica puede ser discreta o continua. 


11! EEN 1 a. Proporción armónica discreta 
¡1012 E ¡ LL, le. Se da cuando sus términos macia son dife- 
a E rentes. 


Son Tazones armónicas 
equivalentes, 


Ay 

alar 

4 as, tenem: a 2 
Mónica, Os la siguiente proporción donde d es la cuarta armónica de a, b y c (en 


ese orden). 


Ejemplo 
Hallemos la cuarta armónica de 10; 20 y 4. 
Sea x la cuarta armónica de 10, 20 y 4. 


i indicado. 
Colocamos los términos en el orden indica 


531 


532 


Por propiedad 
104x _ (10)(0) 
20+4 (20164) 


¿E 
10+x 


z 
4.8 
eS 
> 10=2x 

x=5 
Por lo tanto, la cuarta armónica de 10; 20 y 
4es5. 


Se da cuando sus términos medios son iguales. 


donde 


- Ces la tercera armónica de a y b (en ese 
orden.) 


- bes la media armónica de a y c (en ese 
orden). 


Operamos. 


También, 
p= 2 os |, 2xaxe 
c+a a+c 
axc ——_——- 
Ejemplos 


Hallemos la tercera armónica de 20 y 30. 
Sea x la tercera armónica de 20 y 30, 


Colocamos los términos en el orden indi- 
cado. 


Operamos. 


124. A 


1 na 
=p? 3 xMCM(30; 20)=60 
(801: 2+2-3=1 

x 


> x=60 


Por lo tanto, la tercera armónica de 2) y30 
es 60. 


> Hallemos la media armónica de 40 y 60. 
Sea x la media armónica de 40 y 60. 


Colocamos los términos en el orden indi- 
cado. 


CO A 


40) 050 


Como sabemos 


y 260) 
“3060 


> x=2(4)(6)=48 


e 60 
Por lo tanto, la media armónica de 407 
es 48. 


Aplicación 16 aminas 6% 
En una proporción armónica, los a ed 
tremos están en la relación de 32 p , 
primer término si se sabe que la me 

nica es 84. 


Resolución A 

Como existe media armónica, 
Au ¡nua. 

porción armónica es contin 


(0 
tonces la pr 


iguiente: 
Del enunciado tenemos lo sig 


1 1 


ga 84 (7 


- 


Sabemos que 


84 


23) (7n) _ ¿x2lxnx 
n+7n WA 


a - > n=2 


Piden 3n=3(20)=60. 
Porlo tanto, el primer término es 60. 


- “ontinua, 


» Importante 


Cuando solo se indique “proporción”, se entenderá que se trat 


Si en el problema no se indica un orden dete 
proporción se tomarán en el orden dado. 


a de una proporción geométrica. 
rminado, los términos en cualquier clase de 


Ejemplos 


z 19-11 - — 19-11=31-23 
donde 11 es la cuarta diferencial de donde 23 es la cuarta diferencial de 
31:23 y 19. 


19; 11 y 3L 


Nole que son dos proporciones diferentes, ya que se distingue el orden de sus términos. 
"enel enunciado aparece la palabra diferencial, se entenderá quel 


a proporción es aritmética. 
lado aparece la 


Sienel enunc 


palabra proporcional, se entenderá que la proporción es geomé- 
Irica. 


Senele 


Munciado a 
Si 


Parece la palabra cuarta, se entenderá que la proporción es discreta 
len el enunci 


ado aparece la palabra tercera o media, se entenderá que la proporción 


La lercera y 


, la cuarta son el último térm 
A IeSpectiy, 


amente. 
DES 
Cona, y YC se form 


“ss A di i iscre- 
ino de una proporción, siendo esta continua y disc 


> a Una proporción continua en ese orden, tenemos que 
£sla media aritmética de a y c. - — besla media geométrica de 4 yC. 


b 


£s la Medi 


A armónica de aye. 
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El problema del joyero 


El dueño de la hospedería se llamaba Salim y al llegar le dije que necesitaba un Cuarto para mi 
y para mi amigo Beremiz Samir. 


- ¿Ese hombre es calculador? — indagó el vie 
tuno, acabo de tener una seria discrepanci 
Llamaron al vendedor de joyas, quien de 
- ¿Cuál es finalmente el origen de la duda? 


Entonces llegó en el momento opor- 
endedlor de joyas. 


ísimo en la solución del problema. 
miz. 

joyas en Bagdad. Me prometió que 
por 100 dinares, y 35 si las vendía por 
aquí para allá, vendió todo por 140 dinares. 
2 cen nuestro acuerdo? 


Salim apuntó hacia el joyero y dijo: vino 
pagaría por el hospedaje 20 dinares si ver 
200. Al cabo de varios días, habiéndos 
¿Cuánto debía pagar por el hospedaje 
- ¡Debo pagar solo 24 dinares y medio! -re ediato el mercader sirio—. Si vendiéndo- 
las por 200 debía pagar 35, al venderlas p o pagar 24 y medio. 

- ¡Está equivocado! —dijo irritado el viejo Salim-. Según mis cuentas, son 28, Y voya probarlo. 
Y el viejo Salim raciocinó del siguiente modo: R 

-Si por 100 debía recibir 20, por 10, que es la décima parte de 100, debía recibir la décima par- 
te de 20. ¿Cuál es la décima parte de 20? Es 2. ¿140 cuántos 10 contiene? Contiene Oe 
10. Luego, por 140 debo recibir 14 veces 2, que es igual a 28, como ya dije. > 
-¡Calma, amigos mios-interrumpió el calculador. Los resultados que los señores api 
tán equivocados según lo voy a probar. De acuerdo con la operación hecha, el da obigado 
obligado a pagar 20 dinares para el hospedaje si vendiera las joyas por 100 y pm ci 
a pagar 35 si las vendiera por 200. Observen que la diferencia de 100, en el e los dos. 
corresponde a una diferencia de 15 en el precio de hospedaje. ¿Está claro? nn Pm 
Prosiguió el calculista: Ahora, si el sustento de 100 en la venta trae un aumento de l ] 
Pedaje, yo pregunto: ¿cuál será el aumento del hospedaje por el aumento des dí 
la diferencia fuera de 20 (que es un quinto de 100), el aumento del hospedaje sel 'o 
3 es un quinto de 15). Para la diferencia dle 40 (que-es el doble de 20) el aumento 
deberá ser de 6. Por eso el pago correspondiente a 140 es 26. 
Finalmente, concluyó: Amigos míos, las proporciones que nos parecen pe 
falseadas por el error. Según los términos de la operación, el señor debe 
26 dinares y no 24 y medio como al principio creía 


—El señor tiene toda la razón —asintió el joyero-. Reconozco ahora que 
errado. 


5 
ána yece! 
rectas ea qero 


pagar al 


Jeutaba 
Ermombre Ue e 


*fahan, Malba. 


EN 


O O aa x:xxoxaon 


». Problemas resueltos < 


problema 1 
fnmuesto local, la cantidad de alumnos de los 


jelos San Marcos (SM), UNI e Integral (1) son 
e eporcionales a 6; 5 y 2, respectivamente. Si 
jacantidad de alumnos del ciclo UNI excede a 
la del ciclo Integral en 660, ¿cuántos alumnos 
hay en el ciclo SM? 


Resolución 
SM UNI ! 
. 1 ; 
cantidad > 6 5 9 
alumnos 


xOA 
3 
A 
Entonces es el Sabemos que es 660. 
doble de 660. 


1 2(680)=1320 


| Prlotanto, en el ciclo SM hay 1320 alumnos. 


| Problema 2 


Canti 
ci Problemas que han resuelto 
57 10y “Y y Gerardo son proporciona- 


Y 13, respect 3 

y ""eSpectivamente. Si 
*tardo han resuelto £6 entre Mery 
uel 
Más 


problemas más que 
s Por Vanesa y Dino, ¿cuántos 
Que Dino ha resuelto Mery? 


Gerardo 


> 3n=3(6)=18 


Por lo tanto, Mery ha resuelto 18 problemas 
más que Dino. 


Problema 3 

En la Facultad de Ingeniería Civil de la UNI, un 
tema es sometido a votación; al hacer el con- 
teo de los votos se observó que hay 11 votos a 
favor por cada 4 votos en contra. Si la moción 
fue ganada por 420 votos, ¿cuántos alumnos 
votaron? Considere que no hubieron absten- 
ciones. 


Resolución 

Sean 

- — F: cantidad de votos a favor 

-  C:cantidad de votos en contra 


Sabemos que todos votaron. 


para saber 
cuántos 
votaron 


para saber por 
cuántos votos 
ganó 


F - 
y 


C = 
4 
4 


* Todox60 


> total=15(60)=900 


Por lo tanto, votaron 900 alumnos. 


Problema 4 


eci- 
Los volúmenes de agua que hay en tres Y 


i : ¡ se pa- 
pientes son proporcionales a 3; 7 y 11. pe de 
san 100 litros del recipiente de mayor vo jon . 
al de menor volumen, resultan los tres C q 
mismo volumen. ¿Cuántos litros hay en 
en los tres recipientes? 


y 
13n 
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Resolución 
Recipiente: 1 pe as Total 
l l / 1 
3k TR 11% 21% 
a O 
4k=100 litros 


TR TR 21% 


> 4k=100 
Rk=25 
Obtenemos que el total es 21k=21(25)=525. 


Por lo tanto, en total hay 525 litros. 


Problema 5 

Las propinas que trajeron hoy Mónica y Luis 
están en la relación de 13 a 7. Si Mónica le can- 
celó 9 soles que debía a Luis y ambos queda- 
ron con la misma cantidad de dinero, ¿cuánto 
de propina llevó Luis? 


Resolución 
Tenemos lo siguiente: 


Del dato 
> 13k-9=7k+9 


Operamos. 
13k-7k=9+4+9 
6k=18 
k=3 
> Tk=21 


Por lo tanto, Luis llevó 21 soles de propina. 


——] 
Problema 6 
Se tiene una mezcla de 260 L de agua y alco- 


hol en la relación de 5 a 8. ¿Cuántos litros de 


agua se deben agregar para que por cada 4L 
de agua se tenga 5 L de alcohol? 


Resolu n 
El volumen de alcohol no se altera, solo se 
agrega agua. 


Alinicio Via Alfinal 

“9 
agua: 5(20) 4(32) 
alcohol: 8(20) = 5(32) 


total: 13(20) 


1 
2601 


V=4(32)-5(20) =28 
Por lo tanto, se deben agregar 28 L de agua. 


roblema 7 


Ema / 


Las edades de Janeth y Alejandra dentro de un 
año estarán en la relación de 5 a 1, y dentro de 
15 años estarán en la relación de 11 a5. Halle 
la edad de Janeth. 


Resolución 


Tenemos lo siguiente: ios 


unaño Maños 


Por lo tanto, la edad de Janet 


- Il 
Janeth E 
Alejandra 16 E 
O = 6(2k) 
diferencia A(3k) = 5 
de edades |: 
constante ment 0-12 
Luego, ¡ 
11(2)-5(80)=14 : 
Tk=14 > k=2 
Nos piden 5(3%)-1=29. hs 29aÍ05 


problema 9 
móviles están separados 3 km y parten 


¿a el encuentro CON velocidades que están 
y relación de 7 a 5. ¿Cuánto ha recorrido 
n 
: más lento hasta el momento en que se en- 
e 


Dos 


cuentran. separados 480 m? 


Resolución 
Tenemos lo siguiente: 


Del gráfico 
7d+480+5d=3000 
12d=2520 
d=210 

> 5d=1050 


Porlo tanto, el más lento ha recorrido 1050 m. 


Problema 9 
De e 
¿ea "ecipiente que contiene 60 L de una 
. e Saseosa y vino, se extraen 20 L, de 
E 5 L son de vino. ¿Cuántos litros de 
Quedan en el recipiente? 
solución 
j Gañcamos, 
mm” 20L 
aliniejo 1 queda 
==, - 
Mosa 
vino 
601 ; 
40L 
Pel a 
Mt (10.1) 


» QUed; 
segs, “dan en e] recipiente 30 litros 


»» Recuerde 


En una mezcla homogénea, los ingre- 


dientes al inicio, en lo que se extrae y 


en lo que queda se encuentran en la 
misma relación 


Problema 10 


En una reunión por fin de ciclo, se observa que 
la cantidad de varones y mujeres están en la 
relación de 7 a 3, y que por cada 8 personas 
que están bailando hay 7 que no bailan. Si se 
sabe que 25 mujeres no están bailando, ¿cuán- 
tos varones están bailando? 


Resolución 

Sea n el total de asistentes 

Se asume que la cantidad de hombres que 
bailan es la misma que la cantidad de mujeres 
que bailan. 

Tenemos lo siguiente: 


+ MCM(I0; 15)=30 


7 


10(8k) 1504 


ersonas que 
=| n? de |,[ n.* de nl personas pq? a 
di | a mujeres) |que bailan/ |” no bailan 


y | | ! 
7(3kR)  3(3k) 80) 702) 


De donde se tiene que 


Varones Mujeres 
(21%) (ex) 


Bailan (16%) 


No bailan (14k) 


Por dato, k=25. 
Piden 8k=8(25)=200. 


i nes. 
Por lo tanto, están bailando 200 varo! 
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Problema 11 

Renzo, Darío y Andrés tienen figuritas del mun- 
dial en la relación de 5; 11 y 14, respectivamen- 
te. Si Andrés le da 30 figuritas a Darío y este le 
da £ figuritas a Renzo, la nueva relación de la 
cantidad de figuritas es de 6; 5 y 4, respectiva- 
mente. Halle el valor de £. 


Resolución 

Solo se cambia la cantidad de figuritas de cada 
uno de ellos; lo que no cambia es el total que 
tienen entre los tres. 


D 
PS, QA E nte 
Renzo Darío Andrés Total 
1 i y , 
Alinicio p 5N lin  14n 30n 
A | 


[sumiso - 
Al final > 6 5 ; 15) ¿(25 


12n 10n gn 
Se observa que Andrés tenía al inicio 14n y al 
final se queda con 8r2. 
> 14n-8n=6n=30 
n=5 
Luego, se observa que Renzo tenía 5n y al final 
tiene 12n, entonces Darío le dio 71. 
> t=mn=35 
Por lo tanto, el valor de f es 35. 


Problema 12 

¿2 E 
32 108 500 

y la tercera diferencial de (b+c) y (a+b) es 30, 

halle la cuarta proporcional de c, b y a (en ese 

orden). 


3 


Resolución 
Tenemos que 
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27 125 
bc 
Z===k 
Z 3 1D 
=> a=2k; b=3k; c=5k 


3 3 
a _D é Exiraemos la 
8 raíz cúbica. 
a 


La tercera diferencial de (b+c) y (a+b) es 30, 


Bk 3 
sk -(52)=(5%)-30 j 
E 2 


> h=15 


Piden la cuarta proporcional de c, b y a (en ese 
orden). 


6 6 
=-=k=-(15)=18 
> x=z AS ) 


Por lo tanto, la cuarta proporcional de C, bya 
(en ese orden) es 18. 


moción se observó que 
abían 5 Va- 
90 parejas, 
varones en 


En una fiesta de pro! 
inicialmente por cada 7 mujeres hi 
se retiraron 
res y 
personas había 


rones; a la medianoche 
quedando la cantidad de muje 
la relación de 5a 1. ¿Cuántas 
inicialmente? 


Resolución 


Sean 
+  V: cantidad inicial de varones 


+ M6 cantidad inicial de mujeres 


Nos piden V+M. 
Sabemos que M=7k Y y=5k. ein 
Si se retiran 90 parejas, entonc 
90 varones y 90 mujeres- 
La nueva relación queda de 
mujeres — 7£—90 ¿a 
—> 

varones — 5-90 1 


P ; i 


i Pr 
roprpiedad Pe oblema 14 
a + Dos ciudades, M y N, están separadas 9 km. 
5k-9 


A sale de M hacia N y, simultáneamente, B sale 
is de N hacia M, con velocidades que están en la 


de A relación de 5 a 3, respectivamente. En el mo- 
501 mento en que están separados 400 m por se- 
pa gunda vez, ¿cuánto le falta a A para llegar a N? 
> V+M=12k=240 Resolución > 
 Porlotanto, inicialmente habían 240 personas. La primera vez que están separados 400 m es 
| antes de que se crucen. 
Otra forma 5 
Previamente veamos un ejemplo con algunas AA SE 
cantidades específicas. => , 


Se retiran 10 parejas. ja 4400 — di 


Llegan 20 parejas ] 
AS En nuestro caso están separados 400 m por se- 


gunda vez, es decir, ya se cruzaron. 


Varones 


Diferencia 


H——- 3d —— 


Sillegan 36 
O Se reli y f 
j e JElcan +——— 2 km=2000 m ———+ 


Una cierta cantidad de 
Parejas, se cumple 


cidad de ms que la diferencia entre la p 
santo Jeres y varones permanece Del grálico 
. 5d+(3d-400)=2000 
8d=2400 
d=300 


> 3d-400=3(300)-400=500 
Por lo tanto, a A le falta 500 m para llegar aN. 


Problema 15 


Dos toneles de igual capacidad están poner 
mente llenos con agua y vino cada uno. mer 
mer tonel, por cada litro de agua hay 3 » sa e 
vino, y en el segundo hay 1 litro de agua en e 
5 litros de vino. Si se vierte la tercera e pes 
primero y la mitad del segundo a Un na a 
piente, ¿en qué relación se encuentran 


últi jpiente? 
menes de agua y vino en este último recip. 
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A | 


| 2£ Res ia 
| Resolución tesolución 
Ordenamos la información. 


Dd» Recuerde 


Mujeres 
| (a) - 

| Si se extrae una fracción | = | del volumen [ e O 

| b) | silan: 

| , at: 

| 

| 


LE] 
de una mezcla homogénea, entonces | + | — 
fa) L | O) |] 
sale la misma fracción | | del volumen ———_—_—= == 


7 
pl (varones que bailan) _ 4 
(total de mujeres) 5 


de cada componente Luego, 


Entonces 
Graficamos el enunciado. : . 
1nujeres:(69) 
Sale 1/3 de c/u | A | 2(2) | 
| 
Por dato ride sl no de 
' total de asistentes a td mujeres 
380=14k+5k 
'E 380=19% 
> Rk=20 


Piden 4k=4(20)=80, 
Por lo tanto, 80 mujeres están bailando. 


| igual volumen 
[> MCM(4; G)=12 


Problema 17 


En el tercer recipiente, , 
P En una proporción geométrica Con 


tinua de 


'érminos 
(volumen de agua) 2k 1 constante entera, la suma de sus q tér- 
87 RL 
(volumen de vino) 8% 4 diferentes es 124. Halle el mayor de 
. minos. 
Por lo tanto, la relación es dela4, 
Resolución artir 
sel inua a P 
Construimos la proporción continua 
Problema 16 del último término y la constante. 
. 2 
En determinado momento de una fiesta se ob- EE ¡ez 
Serva que el número de varones que no baila e 
es al número de personas que están bailando 
como 5 es a 4, y el número de varones que Arcas ado del problema = 
bailan es al total de Mujeres como 4 es a5 Cuando en el enunciado es”, 105 ¡óranos 


Halle cuántas Mujeres están b 
tal asistieron 380 personas. 


indique “términos diferent 


ailando si en to- Et 
je que se repiten se considera 


solo unaY 
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Entonces por dato 


akt+ak+a=124 


Operamos. 


impar 
E 


alle +k+1)=124 
——= 
k(k+1) 


dc 
par 


Entonces 


all?+k+1)=2x2x31 
A 


Piden ak*=4(5)?=100, 


Porlo tanto, el Mayor término es 100. 


Problema 18 


Alinicio de Una reuni 
Cantidad de Varones y 
80 de una hora se reti 
relación fue de7al 
legan Parejas y la n 
la Cantidad de 


“cede ala e 
final 


ión, la relación entre la 
mujeres erade5a 1 ;lue- 
ran Mm parejas y la nueva 
Pero dos horas más tarde 
eva relación fue de 5 a 2. 
Varones que había al inicio 


antidad de mui A 
en 105, halle nm. eres que quedó al 


solución 


Che 
Mos lo Siguiente: 


Se retirz de 

ma a] 
MAS 

Al final 


5(R) 


Varones 


MCM(4; 6; 3)=12 


Entonces 
*  M=15kR-14k=k 
*  n=20k-14k=6%k 


Por dato 
varones) (mujeres 
le cid al final )- 105 
15k-8k=105 
TR=105 
k=15 


Nos piden n-m. 


- Nn=M=5k=5(15)=75 


Problema 19 


En una proporción, la suma de los términos de 
la primera razón es a la suma de los términos 
de la segunda razón como 3 es a 2. Si la suma 
de los cuadrados de los consecuentes es 1300, 
halle la media proporcional. 


Resolución 
Como piden la media proporcional, entonces 
es una proporción geométrica continua. 


E Des 
bc 
a+b_3_ 
Del dato obtenemos que bie 2 


Formamos la proporción a partir de la constante. 


Sabemos que 


suma de los Coral 1300 
( de los consecuentes 


541 


Entonces 
(6n)?+(4n)?=1300 
52n*=1300 
n?=25 
n=5 

Piden 6n=6(5)=30. 


Por lo tanto, la media proporcional es 30. 


Problema 20 

Dada la siguiente serie: 

Va? -a9 do -121 de2169 
35. 55 65 

Si 3a+2b-c=120, halle c-a. 


Resolución 
Tenemos que 


va?-49 vo? -121_ We? -169 
25 55 65 


Va?-49 det-121 Ye Al a 


cuadrado, 


7 11 13 


ar-49_ b?-121 -121 41694 


Ta a 
Por propiedad 
ee e Extraemos la 
49 121 169] raíz cuadrada 
ae e 
7 11 13 
Por propiedad 
a_zb_c_c-a_ 3a+2b-c 
7 11 13 13-7 3(7)+2(1)-13 
+5 
y 
c-a_120 
6 30 
fe 
+5 
c-4=24 
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Problema 21 


Se tiene la siguiente SRGE de constante entera 
positiva: 


1+50_C+30_ H+20 
1-50 C-30 H-20 


=K 


Además, I+C+H+1=K? 
Halle K+H. 


vie n 
Tenemos que 


A 
1-50 C-30 H-20 1 


Por propiedad 


Lo mismo 
con todas 
las razones 


(1-50) 
135 


21 
2150) 


U-+50) 


(+50) 
pa 


dl CH Ke 
50 30 20 K-1 


I4C+H_ _K+l 
50+30+20 K-1 


Por dato, /+C+H+1=K? 


(K+D(K-D _K+1 
100 K-1 


(K-D?=100 > K=11 


Además, 


| 


»» Test 


La suma de dos números que están en la 
j relación de 3 a 5 es 120. Halle el menor. 


C) 40 
E) 48 


A) 30 B) 36 


D) 45 


2, SiAesB como 2 es 3 y Besa C como 6 es 
a5, ¿en qué relación se encuentran A y C? 


A) dela4 B) de2a3 C) de4a5 
D) de3a4 E) dela3 


3, Auna reunión asisten 30 varones y 70 mu- 
jeres. Indique la razón entre la cantidad de 
varones y el total de personas. 


A 37 
) 4/5 


B) 2/5 O 7/10 


E) 3/10 


Las edades de tres hermanos están en 


: relación de 3; 7 y 13. Si el mayor tiene 
años, ¿qué edad tiene el menor? 


A Gaños 


B) 9añ 
D lSaños años 


C) 12años 
E) 2l años 


SiA es tre 
S Veces más = 
lle el valor dea, que:B YA Ton, 


Poy 60 
De 37 O 75 
ñ E) 84 


a difereno; 
Ñ Sagecia de las edades 
OS. Si q ñ 
Anayg Entro de 4 años la edad de 


don 20 estars 
“Uántos o en la relación de 7 a 4, 
lene Ana? 
ñ $años 
14 Años 


de Ana y Beto 


B) 10 años C) 12años 
E) 15 años 


a 


10. 


1. 


12. 


Dos móviles que están separados 1km 
parten al encuentro simultáneamente con 
velocidades que están en relación de 7 a 3. 
Hasta el momento en que se encuentran, 
¿cuánto avanzó el más lento? 


A) 300m 
D) 480 m 


B) 360m  C) 450m 


E) 700m 


De una mezcla de 30 L de alcohol y 70 L 
de agua se extraen 20 L. ¿Cuántos litros de 
alcohol se extrajo? 


A) 4L B) 5L C) 6L 

D) 8L E) 10L 
a bsc 

i2=5=35 y c-b=60, halle a. 

Apr 

A) 15 B) 30 C) 33 

D) 39 E) 45 


En una reunión de 160 personas, la rela- 
ción entre la cantidad de personas que 
bailan y no bailan es de 5 a 3. ¿Cuántas mu- 
jeres están bailando? 


C) 60 
E) 100 


A) 30 
D) 75 


B) 50 


Indique la media diferencial de 130 y 70. 


O 7 
E) 100 


A) 35 B) 60 


D) 80 


Indique la media proporcional de 60 y 15. 


C) 35 
E) 40 


A) 20 B) 30 


D) 37,5 


» 
“ul Sl sE 7E su 958 18 15 2E Ciaves 
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Nivel básico 
En una proporción, la suma de los térmi- 
nos de la primera y la segunda razón son 
20 y 60, respectivamente. Halla la media 
proporcional. 


Cc) 12 
E) 15 


A) 9 B) 10 


D) 14 


Dos ciudades, M y N, están separadas 3 ki- 
lometros. Dos móviles, A y B, salen simul- 
táneamente de M hacia N con velocidades 
que están en la relación de 3 a 7, respec- 
tivamente. Luego de cierto tiempo, la dis- 
tancia que le falta'al más veloz para llegar a 
N es una vez más de la distancia que aven- 
taja al más lento. ¿Cuánto avanzó hasta ese 
momento el más lento? 


A) 360 m 
D) 660 m 


B) 480 m C) 600 m 


E) 750m 


En un recipiente se tiene 180 litros de una 
mezcla de agua y alcohol. Se extraen 48 li- 
tros de la mezcla, de los cuales 32 litros son 
de alcohol. ¿Cuántos litros de agua quedan 
en el recipiente? 


A) 24 
D) 44 


B) 30 O 36 


E) 48 


Se tiene una mezcla de 30 litros de agua y 
90 litros de vino. Si se extraen 20 litros de 
la mezcla, ¿cuántos litros de vino quedan? 


A) 25L 
D) 72L 


B) 40L 0) 60L 


E) 75L 


Los capitales que aportaron Alejandra, 
Bertha, Claudia y Daniela Para iniciar un 


negocio están en la relación de 4; 6; Ty, 
respectivamente. Si la suma de los dos ma: 
yores capitales excede a la suma de los otros 
dos capitales en 5/22 500, ¿cuál fue el capital 
total que se reunió para iniciar un negocio? 


A) 5/45 000 
B) S/64 000 
C) S/72 500 
D) S/75 000 
E) S/87 500 


En una sección de la biblioteca hay libros 
de aritmética (A), geometría (G) y física 
(E). Por cada 11 libros de A, hay 8 de G,y 
por cada 6 libros de G, hay 5 de F; además, 
hay 220 libros entre G y F. ¿En cuánto exce: 
de la cantidad de libros de A a la cantidad 
de libros de F? 


A) 20 B) 45 Cc) pe 

D) 60 E) 6 
bc 4 

na 


ese 
; y : py clen 
Si la cuarta diferencial de a, b Y cial de 


orden) es 40, halle la media diferel 


byd. 
g 4 
2 B) 35 
o a 
» dos tech 
Los volúmenes que a 455 
pientes están en la relación 0 pue 
agregamos 44 litros 4 IE giferenda l 
va ¡al ' 
relación será de 5 a 7- anales 


positiva de lOS volúmenes 
1) 20L 


B) IBL_—— yg 30L 


A) 16L 
D) 24L 


A 2 


tiene 120 litros de una mez- Nivel intermedio 
9, Enun tonel se lación des 
¿ ino en la relación de 
de gaseosa y vino 14, En ió i 
e ¿Cuántos litros de gaseosa se deber Una reunión, la cantidad de varones y 
ad. 


mujeres están en la relación de 5 a 6; ade- 
más, por cada mujer que usa lentes hay 
3 mujeres que no lo hacen. Si hay 20 mu- 


agregar para que la nueva relación de ga- 


seosa y vino sea de 19a9? 


» 16L B) 20L O) 24L - jeres más Fs varones, ¿cuántas mujeres 
D 30L E) 35L usan lentes? 
10, Los consecuentes de una igualdad de cua- A) 20 B) 24 O 30 
tro razones equivalentes son 3; 4; 5 y 6, en D) 36 E) 40 
ese orden. Si la suma del producto de los 
dos primeros antecedentes más la suma 15, A una conferencia asistieron 720 personas, 
de los dos últimos antecedentes es 9450, notándose que por cada 7 varones habían 
halle la suma de los antecedentes. 11 mujeres. Si después del primer receso se 
retiraron 80 parejas, ¿cuál es la nueva rela- 
A) 240 B) 270 C) 280 ción entre la cantidad de varones y mujeres? 
D) 300 E) 320 
Mitosis a 4 A) 11:19 B) 5:9 O 3:5 
y Alfredo están en la D) 7:9 E) 8:11 


relación de 4a 1 y dentro de 14 años esta- 
Fán en la relación de 5 a 3. ¿Cuántos años 


: 16. Dos móviles parten de M y N simultánea- 
tendrá Alfredo dentro de 6 años? , d 


mente hacia el encuentro, con velocida- 
A) l0años p A _ des que están en la relación 7 a 12, res- 
D 15 años Y eos e pos pectivamente. Si cuando están separados 
7) 5) 105 60 km por segunda vez al más veloz le fal- 


“En un i$ distancia 
da A reunión, la cantidad de varones ta 45 km para llegar a M, halle la dis 
ño pr $ a la cantidad de varones que OE: 
EOS Están a 13 esa4. Sitodas las muje- 
add a y son 25 más que la can- A) 200 km 
ar z 
Personas -01es que no bailan, ¿cuántas Doc 
| Asistieron a dicha reunión? eee 
dz D) 285 km 
PD Bss O) 100 E) 300km 
K E) 110 
E Leda de Bet 17. De un depósito que contiene una mezcla 
sy A *S el triple de la edad de An- de 45 L de alcohol y 75 L de agua se pre - 
Ma delas es vuela edad de Claudia, 48 L. ¿Cuántos lios de alcohol e debe 
os dá Sois de Andrea y Claudia agregar para que la nueva relación (2 4 
A, s años tiene Beto? hol y agua sea de 4 a 3? 
Dd) ¿años B) 
30 se 
Daños 2 Daños C) 2 años A) 15L B) 24L Ganz 
E) 36 años D) 34L E) 40L 
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18. En un tonel se tiene una mezcla de vino y 


19. 


20 


21. 


agua en la relación de 5 a 3; luego se ex- 
traen a litros de vino y la nueva relación es 
de 1 a 4; finalmente, se extraen b litros de 
agua y quedan 3 litros de vino por cada 5 li- 
tros de agua. Si a+b=120, ¿cuántos litros 
de vino había inicialmente? 


C) 88 L 
E) 120L 


A) 64L B) 80L 


D) 100L 


Dos toneles están completamente llenos 
con agua y alcohol. En el primer tonel, por 
cada 2 L de agua hay 3 L de alcohol; en 
el segundo, cuya capacidad es dos veces 
más que el primero, por cada 3 L de agua 
hay 7 L de alcohol. Si se extrae la mitad del 
primero y la tercera parte del segundo para 
mezclarlos en otro recipiente, ¿en qué rela- 
ción se encuentran los volúmenes de agua 
y alcohol en esta última mezcla? 


A) delal 
B) dela2 
C) dela3 
D) dela4 
E) de2a5 


Las edades de Juan y Gladys hace n años 
estaban en la relación de 3 a 4 y dentro de 
2n años estarán en la relación de 5 a 6, res- 
pectivamente. Si la suma de sus edades es 
75 años, halle la edad de Gladys. 


A) 33 años 
D) 42 años 


B) 36años C) 40años 


E) 45 años 


Las edades de Andrés, Sergio y Rodrigo es- 
tán en la misma relación que los números 
2; 3 y 4; además, dentro de 9 años la re- 
lación será de 7; 9 y 11, respectivamente. 


24, 


"A, 


¿Hace 5 años, en cuánto excedía la edag 
de Rodrigo a la edad de Andrés? 


A) 4años 
D) 12 años 


B) 8años  C) l0años 


E) 16 años 


'. Las edades de Andrea y Jim están en la 


relación de 5 a 7, respectivamente, y den- 
tro de n años estarán en la relación dena 
(n+1). Si hace 5 años la suma de sus eda- 
des era 26 años, halle la edad de Andrea 


de 3n años. 


C) 24 años 
E) 27 años 


A) 20años B) 2l años 


D) 25 años 
En una fiesta de promoción se observa 
que la cantidad de varones y mujeres están 
en la relación de 11 a7; además, por cada 
8 personas que están bailando hay ds per 
sonas que no bailan. ¿En qué relación se 


. á ¡e no 
encuentra la cantidad de mujeres qu 


¡a 
están bailando como 3 5 Ag d0n 


10) 
cantidad de varones que a 
cantidad de mujeres ae 


. a6: 
están en la relación de 2 ( 


más 4 7 
fiesta hay 5 varones bal ¡ando? 


| 
¿cuántas personas nO e 


lan 
bailan y la cantidad de varones que bailan 
A) dela2 
B) de lla 13 
C) de l7a24 
D) de7a17 
E) de 1l a24 
pa festa 
En un determinado momento caja que 
se observa que la cantidad e pun qu 
no bailan es a la cantidad 00% ás, 
l 


A) 64 B) 84 


D) 100 


E 


>= 


+ «cio de una fiesta habían 240 personas, 
pe rvó que la cantidad de varones 
a Pee bailando es la tercera parte de 
a anided de mujeres que no bailaban; 
e enás el total de varones es el doble del 
total de mujeres. Si se retiran x varones, la 
nueva relación entre varones y mujeres se- 
ría de 5 a 4. Halle el valor de x. 


B) 40 O) 48 
E) 60 


%. En una proporción geométrica, la suma de 
los términos es 294 y la diferencia de los 
extremos es 42. Si la constante es mayor 
que la unidad, halle la media proporcional. 


EY) 


B) 45 
D 7 


C) 54 
E) 80 


JB se 
- Una Proporción geométrica, el produc- 


Una pr ió 
eno E oión Se Cumple Que la suma 
cet 0 el Producto de ante- 
a raf: 
de se, aíz Cuadrada del producto 
. Si lo, 


Entes 
Asta 5 es 


Y 
3U. 


31. 


32, 


2 mujeres. ¿Cuántas parejas deben llegar 
Para que la relación entre varone: 


S y muje- 
Tes sea de 9 a 5? 

N 40 B) 50 C) 60 

D) 70 E) 80 


El producto de los términos de una propor- 


ción continua es 40 960 000 y el producto 
de los consecuentes es igual a la suma de 


los 3 primeros términos. Halle la suma 
de los términos extremos. 


A) 1024 
D) 760 


B) 960 O) 840 


E) 650 


En una SRGE de seis términos de constan- 
te menor que la unidad, la diferencia de los 
términos de cada razón es 21, 28 y 49 (en 
ese orden). Si la suma de los cuadrados de 
los dos últimos antecedentes es 260, halle 


el primer consecuente. 
A) 24 B) 27 O 30 
D) 31 E) 35 


Las velocidades de los móviles A y B están 
en la relación de 4 a 3 y parten simultánea- 
Mente. Á parte de la ciudad Pa Q, yB parte 
de la ciudad Q a P. En el momento en que 
se cruzan, A disminuye su velocidad a la 
mitad y B a su tercera parte. Se sabe que 
Partir de allí A demora 4 horas para llegar a 
su destino. ¿Cuánto tiempo demora B para 
completar su recorrido si se sabe que la 
distancia de P a Q es 560 km? 


A 8h 

B) 9h 15 min 
C) 10h 40 min 
D) 12h 

E) 12h 20 min 
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Nivel avanzado 


32, En un concurso de matemáticas, para 
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clasificar a la final se deben rendir 3 exá- 
menes eliminatorios. Si la relación de la 
cantidad de alumnos que aprobaron y des- 
aprobaron en el primer, segundo y ercer 
examen es de 10a7,de3a5ydela2, 
respectivamente; además, solo clasifica- 


ron 10 alumnos; ¿en cuánto excede la can- 


tidad de aprobados en el primer examen a 
la cantidad de desaprobados en el segun- 
do examen? 

B) 24 C) 30 
E) 45 


A) 15 
D) 36 


“¿Se tiene la siguiente serie de razones 


36. 


d. Si 


geométricas equivalentes 


Va? -18_Vb*-32_Ne?-50 
18 24 30 


Halle a+b si b+c=108. 


A) 60 B) 64 O 72 
D) 84 E) 90 
ms y (a-m(o-nlc-p)=1331, 


halle R=Yabc - Ymnp. 


N 7 B) 8 CG) 9 
Dn E) 12 
En una SRGE continua de seis términos, la 


diferencia entre el primer y quinto término 
es 630. Si la constante es entera y el último 


término es menor que 100, halle el mayor 
consecuente. 


e 
A) 75 B) 80 0) 108 
D) 144 E) 180 


En una SRGE de ocho términos, la suma 
de los términos de cada razón es 10; 95; 
30 y 50. Si la suma de los cuadrados de los ] 
consecuentes es 660, halle la cuarta pro- 
porcional de los últimos tres antecedentes — 
(en ese orden). 


A) 30 
D) 45 


B) 36 C) 42 


E) 48 


¡ 2a+15_3b+25_ 4c+35 
” 2a-15 3b-25 4c-35 
además, a+b+c=1180 


halle c-a. 
A) 48 B) 60 C) 64 
D) 75 E) 9 


ra, la suma 
ducto de 
a suma 


En una SRGE de constante ente, 


los términos de cada 
de las razones aritmética; 
de cada razón como 4esa lo 
suma de antecedentes si los CONS! 


suman 45. 
40 
A) 400 B) 450 a Al 
D) 720 : 7 
ds ymmade 
10. En una proporción geométrica, mer 0 y 
todos términos es 320 la pr ja medi 
términos extremos es 80. la cons ¡ante eS 
proporcional si se sabe que 
mayor que la unidad. 
aa 
A) 48 B) 60 g 9 
D) 75 
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CAPÍTULO XIII 


MAGNITUDES PROPORCIONALES 


Objetivos 

s Analizar la relación que cumplen dos o más magnitudes. 

+ Obtener conclusiones acerca de las relaciones que cumplen determinadas magnitudes 
que participan en casos particulares. y 

* Establecer una relación de las magnitudes con nuestra realidad cotidiana para un adecua- 
do planteamiento de la resolución de un problema. 


Introducción 


En la vida cotidiana podemos observar distintas características propias de la materia, por ejemplo, 

sabemos que mientras más alto sea un edificio, su sombra será también mayor; si una persona pe- 

Erre do su bicicleta, podrá ESCOrTen mayor distancia enun EISmo tiempo; si más obreros 
construcción de una misma casa, se demorarán menos tiempo en terminarlo; etc. 


0 aeelo plantados nos hablan de cambios o variaciones de las magnitudes (altura, veloci- 

Pri da. de obreros, número BS días, etc.) que intervienen en una situación, En los dos 

ly den a E aumento de una magnitud provoca que la: magnitud también aumente; en 

ess siuacio, , el aumento de una de ellas provoca la disminución de la otra. Cuando ocurren 
nes podemos trabajar con el tema de magnitudes proporcionales. 


Co 
Mn estas Magnitudes sí 


utilizando ! 'e puede realizar la comparación (medición), teniendo en cuenta al tiempo; 


las hi - : A 5 JR 
oras (unidad de medida) como referencia se obtiene el resultado siguiente: 


tiempo <> 12 horas 
=> ———Á 


valor unidad 
numérico referencial 


Ene 
Presente da 
capí z , 
Ñ € se Pueden e Se busca que los lectores puedan diferenciar los dos tipos de relaciones 
E . dl . 
Roi ente pro -.s entre dos Magnitudes, las cuales pueden ser directamente proporcional o 
Misión om Porcional, para luego resolver diferentes tipos de problemas tanto de examen de 
O Situaciones cotidianas 
Más e Ñ 
; to Que a partir de 
lución 


9 como referenci, 
er 
de prob] 'Nncia 


e 
Mita A ade! 
de ds > á 
est la relación de dos magnitudes se puedan relacionar otras mag- 


. Una de ellas y finalmente generar una ecuación que ayude a la 
S con más de dos magnitudes. 


A 


551 


1» DEFINICIONES PREVIAS 


1.1, MAGNITUD 

Se llama magnitud a todo aquello que posee la característica de variar, ya sea aumentando o dig. 
minuyendo; por ejemplo, la longitud de una carretera, la duración del recorrido de un alleta, la 
rapidez de un vehículo, el número de estudiantes en un aula, etc. 


Las magnitudes pueden ser las siguientes: matemática, no matemática, escalar y vectorial, 


Fee 2 


Es aquella magnitud que siendo abstracta (inmaterial) puede ser medida; por ejemplo, la veloci- 
dad, el tiempo, el caudal, etc. 


Es aquella magnitud que se manifiesta a través de los sentidos de cada persona, por lo que no se 
puede medir; por ejemplo, el dolor, el miedo, la timidez, etc. 

Debemos tener en cuenta que solo nuestros propios sentidos pueden percibir cuando una magnt 
tud de este tipo aumenta o disminuye. 


: rie . i ; ; 4 nidad; pot 
Es una magnitud que solo se describe con la cantidad mediante un número y una u j 


ejemplo, la longitud, el área, el volumen, el tiempo, etc. 


20 cm 
RR _—— 


valor aumidad 


1.1.4. Magyniturd ves ] A ro y una unidad,l0 
Es una magnitud que además de ser descrita con la cantidad mediante un núme sa 
7 . 77 . . 4 ] etc. 
es también por una dirección y un sentido. Por ejemplo, la velocidad, la fuerza, 
4 ms verticalmente y de abajo hacia arriba 
no 
valor unidad dirección sentido 
numérico 
yd eN 
1,2, CANTIDAD terminada pragnill | 
Es todo estado particular de una magnitud, es el resultado de medir una de Ñ 
ciertas unidades. ¡ 
'Ñ 
Ejemplos eta, el peso e ¡ 
. na carpet: ly 
» El peso es una magnitud, pero el peso de una persona, el peso qe penal 
roca, etc., son cantidades. tarea, ende 
a hacer una ; 


+ Eltiempo también es una magnitud, pero el tiempo que empleo pas 
el que ha transcurrido desde que se nace, etc., son cantidades. 
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ir, A , 
Esdecit Magnitud tidad | 
| A | E y 
| longitud 15 metros; 240 cm | 
[ | Ñ > a 
| área | 400 em”; 25 m* 
| z 
| E 5 E | 
| tiempo | 32 minutos; 43 segundos | 
| E eS | 
dota 
En apítulo, estudiaremos solo las magnitudes matemáticas 1 lore 
y tiante el proceso de medición se puede establecer algun Ur ( 


2» RELACIÓN ENTRE MAGNITUDES 

Las relaciones matemáticas que existen entre las magnitudes son de mucha importancia, ya que 
Nos permiten deducir la variación de una magnitud, haciendo variar los valores de las magnitudes 
con las que se encuentra en interdependencia, teniendo en cuenta que estas relaciones pueden 
ser sencillas (solo entre dos magnitudes) y otras más complejas (más de dos magnitudes). 
Acontinuación, estudiaremos la relación que se presenta entre dos magnitudes. 

24.14 


AGNITUDES DIRECTAMENTE F PO $ 
p i á ñ ' : . . . 
es magnitudes serán directamente proporcionales (DP) si al aumentar o disminuir los valores de 


pd .. . . 
o ellas, los valores correspondientes de la otra magnitud también aumentan o disminuyen en 
Misma Proporción, 


decir, a : 
Por un 0 magnitudes son directamente proporcionales si al multiplicar el valor de una de ellas 
mero ( 


Mismo nú "acional y positivo), el valor de la otra magnitud también queda multiplicado por 
Umer, 


MePOndie oracional; o cuando triplicamos una de ellas, entonces, también se triplica el co- 
te valor de la otra magnitud, etc. 
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Analizando las magnitudes de deformación 
del resorte (en cm), y el peso (en kg), se 
observa que si colocamos un mayor peso, la 
deformación también será mayor; y si hubiera 
un menor peso, entonces, la deformación tam- 
bién será menor. Dichos valores los podemos 
colocar en una tabla. 


Peso (kg) 1 218 j 0,5 


) 2 


1 i6 8 1 


Detorma 


7 >, % 

y A / 

RR A 

En el cuadro se observa que si el valor del 
peso se multiplica por un número, el valor de 
la deformación también quedará multiplica- 
do por el mismo número. Es decir, si el valor 
del peso se duplica, la deformación también 
se duplica; o si el peso se reduce a la mitad, 
la deformación también se reduce a la mitad; 
así sucesivamente. Con ello podemos afirmar 
que el peso y la deformación son directamente 
proporcionales, es decir 


(peso) DP (deformación) 


Veamos los valores correspondientes de am- 
bas magnitudes. 


1,2_3_4_05_ 1 

246381732 
e 
constante 


De esta manera se puede afirmar que el co- 
ciente de valores correspondientes del peso y 
la deformación es constante. 


valor del peso 


A e a | 
valor de la deformación Astana 


magnitudes directa. 
roporcionales 

En el ejemplo anterior notamos que también 
se pueden representar los valores correspon: 
dientes de las dos magnitudes en el sistema 
de coordenadas rectangulares; para esto hace. 
mos que en el eje X'se ubique el peso y que en 
el eje Y se ubique la deformación; luego proce. 
demos a realizar la gráfica. 


1 peso (kg) 


»: ¿ación 2 
La gráfica de dos m sgnitudos direclam, 
proporcionales es un conjunto de les 
que pertenecen a una misma recta, 

pasa por el origen de coordenadas. ed) 
También se cumple que en a 
de la gráfica (excepto en el e ii 


> cada pa 
denadas) el cociente de € ada pi 


resulta ser constante 


jtud 
dos magnilul 
in debe cumpl 


En general, si A y B $ 


tamente proporcionales, se «e 
5 valores CO! 


el cociente de SU: 
resulte constante. 


Es decir, 


ADPB + TalordeB 


| — a id 


Entonces 
Además, tenemos 


ES ] Es una función de 
169) =Kx proporcionalidad 
Magnitud Cantidad O, 


directa 


Aplicación 1 
La magnitud A es DP a B?, Calcule el valor de 4 
cuando B es 6 si se sabe que cuando A torna el 


Entonces se cumplirá que valor de 25, B asume el valor de 15. 
dy 109: 1 Resolución 
bi b, dy Dn 


Tenemos los siguientes datos: 


Función de proporcionalidad directa 

Si graficamos los valores anteriores en el eje 
de coordenadas (en forma conveniente), ob- 
tendremos puntos sobre una línea recta. 


Como A DP B?, entonces 


valor de A 


7 =constante 
valor de B 


Reemplazamos los valores de A y B. 


x_ 25 x_2 
e 1 > 36 225 


Obtenemos que x=4. 


Por lo tanto, A toma el valor de 4. 


Sta 
e 7 valor de ha 


Aplicación 2 


i . . e- 
Magnitud g e snitud A y sea x el valor Un coche ha dado 60 vueltas en un circuito €; : 
'“Esmás,K es constante. trado en 105 minutos. Calcule el tiempo qu 
ismo cir- 
tardará en recorrer 40 vueltas en el mismo 
Ecuación de una re ; 
cta 
Que pasa por el origen cuito. 
de coordenadas. 
Resolución cidos 
po Mi Ey Primero debemos identificar las magnitud s 
nn. 
E ón funció i i uscar la relación, 
pl Unción de Xx; y=f(0. que intervienen y luego bi pe 
la decir, las magnitudes que Se relacio! ed 
: : in 
número de vueltas y el tiempo (en M a ma- 
a os que 
2 ») "na función que tiene que tarda; al compararlos, mola BENE 
x E Comportamiento de ee de vueltas, el tiempo Y 
5 magnitudes DP. yor número 


i son DP. 
es mayor. Con esto concluimos que 
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| 


Del enunciado, observamos que 


)]mMe 


2 cirenilo 


Como 


(n.? de vueltas) DP (tiempo) 


n.? de vueltas — 
tiempo 


=> cle 


Reemplazamos los valores. 
60 _40 


1057 x > x=70 


Por lo tanto, el tiempo que tarda es 70 minutos. 


Aplicación 3 

Sebastián, de 180 cm de altura, proyecta una 
sombra de 120 cm. ¿Qué altura tendrá un ár- 
bol que a la misma hora proyecta una sombra 
de 400 cm? 


Resolución 

En este problema se identifican dos magnitu- 
des, que son la longitud normal y la longitud 
de la sombra; al compararlas decimos que si 
la longitud normal es mayor, entonces, la lon- 
gitud de la sombra también será mayor. Con 


esto concluimos que la longitud normal y de la 
sombra son DP. 


Longitud normal 180 


Longitud de la sombra 120 | 400 
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(longitud normal) DP. (longitud de sombra) 


longitud normal 


AA =C O. 

longitud de sombra 
Reemplazamos. 

180 x 

T—= *=600 cm 

120100 > * 


4 as 00 cm. 
Por lo tanto, la altura del árbol es de 6 


Aplicación 4 

Verónica pintó las caras de un C 
nutos. Si ahora está pintando oo Pp a. 
arista es el triple de la del ma 
tiempo terminará de pintar este cubo! 


Resolución 
Debemos tener en cuenta qU 
ras de un cubo tenemos que con: 
de las caras y no la arista, ento! 
mos lo inicial y lo final. 


ca 
e al pintarlo: ea 
siderarelá" 
nces PE" 


icio Al final 
Alini 
obra: 60% obra: 6 (30?= 540? 


una cara 


Luego tenemos lo siguiente: 


Obra | Gr sal- 


Se observa que al aumentar la obra, también 
debe aumentar el número de minutos que se 
demora Verónica. Entonces 

(obra) DP (tiempo) 

obra 

tiempo 


27 


=cle, 


eemplazamos. 
Se sae 

CO 3 x=180 

Porlo lanto, el tiem, 


: PO que ahora emplea es de 
Umin, es decir, 3 


horas. 


Se muestran las gráficas de 
lina Medias, para dos tipos de má: 
A » Con Tespecto del tiempo. 


Node 
de Medias 4 


Máquina A 


máquina B 


tiempo 
(minutos) 


Resolución 


Como se comparan el tiempo y el número de 
medias, y en la gráfica a Mayor tiempo mayor 
número de medias, tenemos que 
(tiempo) DP (n.* de medias) 
Luego tenemos que 
tiempo 


== Ele, 
n.* de medias 


Pero debemos tener presente que hay dos grá- 
ficas. 


Para la máquina A (observe la gráfica) 


Es decir, la máquina A produce 75 pares 
de medias en 30 minutos. 


+ Para la máquina B (observe la gráfica) 
—=— => a=70 


Es decir, la máquina B produce 70 pares de 
medias en 40 minutos. 


a+b=100 


Aplicación 6 

Si f(x) es una función de proporcionalidad 
directa y se sabe que f(2)=3, determine el 
valor de 


A(3)xF(5) 
E=—= m5 


Resolución SN 
Como f(x) es una función de proporcionalida: 
directa, se cumple que 
1d y 
a 3 
£00 DR 
Así tenemos del dato e entonces > 
es decir, 
(910103 
3. 5 7 2 
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De ahí se tiene que 
[923/93 10) 
32 


Luego, 


n|w 


9 15. ¿e 21 
(=> (=> f7m)= 2 


Reemplazamos. 


9,15 
27 2_9x15x2_ 9x5 _45 
Ea a a 
45 
E=74 


2.2. MAGNITUDES INVE 
PORCIONA 
Dos magnitudes son inversamente proporcio- 
nales (IP) si al aumentar o disminuir los valores 
de una de ellas, los valores correspondientes 
de la otra magnitud disminuyen o aumentan 
en la misma proporción. 

Es decir, dos magnitudes son inversamente 
proporcionales si al multiplicar el valor de una 
de ellas por un número (racional positivo), el 
valor de la otra magnitud queda dividido por 
dicho número racional. 

Así, cuando duplicamos el valor de uno de 
ellos, el otro se reduce a la mitad, o cuando 
triplicamos el valor de uno de ellos, el otro se 
reduce a su tercera Parte. 


Ejemplo 
En una obra, tres Obreros tienen igual rendi- 


miento y estos Pueden efectuarla en cuatro 
días. Comparemos las magnitudes. 


NS de Ne 
"de 
obreros | Méndimiento | Obra días 
Las a TN 
2 a 12 E 
0 a Bo 
6 a 12 2 
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Gráficamente 


1 día l día l día Td 
A 
=] l 


J 


Se observa que un obrero con rendimiento a 
puede hacer la doceava parte de la obra en un 
día, por ello es que la obra es como 12. 


LES 


Luego, cada obrero hace en un día 1/12. 

> Si trabajaran dos obreros, en un día reali- 
zarían juntos 1/6, con lo cual terminarían la 
Obra en seis días. 

*  Sitrabajara un solo obrero, todo lo haría en 
doce días. 

* Si trabajaran seis obreros, en un día harían 
E lo cual quiere decir que culminarían 
12 2 
la obra en dos días. 

Comparemos las magnitudes n.? de obreros y 

n.? de días, ya que son las únicas que están 


variando. so 8 
Y E 
. 3 6 
WN.“ de obreros | 3 2 l 
¡ 2 
NO de días 4|6]|12 
ESE 
+2 *6 
0 de obreros se 


Cuando el valor de la magnitud N. cd no de 
reduce a la mitad, el valor de la bi maga 
días se duplica; además, si el valor por pre de: 
tud n.? de obreros se sextuplica, el e cpsera 
días queda reducido a su sexta parte. esinverso, 
que el comportamiento de los valores itudes n 
esto nos lleva a señalar que las pa pro 
de obreros y n.” de días son Es 
porcionales, lo cual significa lo sigu' ) 

(n.? de obreros) IP. (n.? de días 


PR 


veamos los valores correspondientes de am- 
¡e 


magnitudes 
e -DO-MID=00) 
De esta manera, Se puede afirmar que el pro- 
ducto de valores correspondientes del número 
deobreros y número de días es constante, con 


lo cual 


valor del 1 valor del 


» ¿. [=constante 
n* de obreros J[n.* de mA 


22,1, Gráfica de dos magnitudes inve: 
mente proporcionales 

En el ejemplo anterior también notamos que 
se pueden representar los valores correspon- 
dientes de las dos magnitudes en el sistema 
de coordenadas rectangulares; para esto ha- 
Cemos que en el eje x se ubique el número de 
obreros y Que en el eje y se ubique el número 
e días, y procedemos a realizar la gráfica. 
Node y 

días ¿Fama de una 

2. Mipérbola equilátera 


12x1=6x2=4x3=2x6=12 


N.2 de 
obreros 


Fecta 
Dam eDendio pSular que se genera al 
na es los ejes desde un 
a a ets “a esta hina 
eso, Gu) y 5 Tipérbola (área 
Dre es el mi 
ismo; 


A CN har 
Mala obr. n Particular, esta región 
a. : E 


A realiza 


O 


En general, si C y D son dos magnitudes inver- 
samente proporcionales, se debe cumplir que 
el producto de sus valores correspondientes es 
constante. Es decir: 


Le IPD + (valor de C)valor de D)=cte. 


Además, tenemos 


Magnitud | > Cantidad 
€ | Ci Co Cgj e Ep 
D di; dy; de; ...; dy 


Entonces se cumplirá que 


c¡Xd¡=C3Xd)=...=C Xd, =K 


Función de proporcionalidad inversa 

Si graficamos los valores anteriores en el eje 
de coordenadas (en forma conveniente), ob- 
tendremos puntos sobre la rama de una hipér- 
bola equilátera. 


cy d=Cyd, 


ay 


la magnitud C, y €S el valor 


i de 
Si x es el valor nstante, 


de la magnitud D, además, K es la CO! 
se tiene 


Ecuación de la ' 
hipérbola equilátera 
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a 


Pero como y está en función de x: y=f(x), te- 
nemos que 


y Esuna función que liene 
LxI(0O)=K | el comportamiento de dos 


IE magnitudes [P. 


Entonces 


| K e 
fd)==— | Función de proporcionalidad 
A Ll Wmwversa 


Aplicación 7 
La magnitud A es IP a /B. Si cuando el valor de 


B es 12, el valor de A es 60. Determine el valor 
de A cuando el valor de B es 75. 


Resolución 
Del enunciado tenemos que 


alar 60 Y 


Como A IP /B, entonces 
(valor de A)x(valor de YB)=cte. 


Reemplazamos los valores de A y B. 


60x V12=xv/75 
60x 2/3 =x 5/3 
> x=24 


Por lo tanto, A toma el valor de 24. 


Aplicación 8 

Un barco lleva víveres para alimentar durante 
42 días a una tripulación formada por 40 per- 
sonas. Si antes de partir acogen a 20 personas 


más de un barco averiado, ¿cuántos días dura- 
rán los víveres? 


Resolución 


Debemos identificar las magnitudes que se re- 
lacionan, que son tripulación (n.? de personas) 
y el tiempo que duran los víveres (n.? de días); 
al compararlas notamos Que si la tripulación 
aumenta, entonces, el tiempo que durará los 
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víveres disminuye. Con esto co 


Incluimos 
el n.? de personas y el n.? de día: le 


'S son IP. 
Del enunciado del problema tenemos lo si 
guiente: 


aumenta en 20 


10 60 ] 


| 0 | 
| 12 ”] 


Luego, 

(n.? de personas) IP (n.* de días) 
=> (n.” de personas) x (n.* de días)=cte. 
Reemplazamos. 

40x42=60-x 

28=x 
Por lo tanto, el número de días que duran los 
víveres es 28 días. 


Aplicación 9 
Dado el siguiente gráfico, hal A 
Considere que (a; b; c; d+ € Le, 


lle a+b+c+d. 


lución de una tipó 
meta nos muestra una q 2 smagalt 
bola equilátera, la cual rep! e: 
des IP; entonces $e cumple 4 6) 
50xa=dx8=0X 10=10Xb 
guiente: 


Observe en la gráfica lo SI 
z 10<c<d<50 
E a<8<10<D 


y (+) tenernos 
Eh s0xa=dXx8 


Entonces 


eahí, como a<8 A d<50 


sededuce que a=4 A d=25 


'eemplazando en 


50xa=cx10 


oblenemos que 
50x4=cx10 
200=10c 
c=2 


Enresumen, 
0=4; b=20; c=20; d=25 
s U+b+c+d=69 


Aplicación 10 
Halle 


na INció 
ción á < 
Cons; “ent de pr OPorcionalidad inversa 


era y Positiva, además 


ción de 
ug * que 


Proporcionalidad in- 


Del dato, hallaremos K. 


3 
K K 
12 5x 29 3=1 
Re 
a 


Entonces K=4 


Ahora hallemos f(25); (5) y f(12). 


4 
f2=5 


Reemplazamos en E. 


E=f(25)x (5) +F(12) 


20 1 


E= . xT+t5 
25 33 


Aplicación 11 
jer- 
Sean M y N dos magnitudes que on ae 
ta relación de proporcionalidad. Si E qe 
correspondientes Se observan en la tabla 


trada, halle a+b. 


> 


Resolución 


Para resolver el problema debemos buscar la 
relación con los valores de M y N conocidos. 


Se observa que M disminuye y N aumenta. 
Ahora busquemos que sea en la misma pro- 


porción. Es decir, 
MIP YN 
Luego, 
Mx4N =cte. 


Entonces reemplazamos sus valores. 
8xV36=axy/144 > a=4 
8xV36=48x Vb => b=1 
a+b=5 


Otra forma 
Trabajamos con la tabla y sus datos. 


s disminuye 


a+b=5 


Aplicación 12 

Se tienen dos magnitudes A y B, además 
* Si A<12, se cumple que A DP B. 

Si 12<A<32, se cumple que A IP B. 
+ Si 32<A, se cumple que A IP B?, 


Calcule B cuando A=72 si cuando A=3, B=10 
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Resolución 
Tenemos los siguientes datos: 
A DP B AP Bi 


10 | dy | D, 


ici a IES 
11IPB 

Además, ADP B,A<12 

Hallemos el valor de B para A=12, ya que con 

ello podemos trabajar en la segunda relación. 


De ahí 
3b,=120 > b,=40 


En la segunda relación, para 12 <A <32, tene- 
mos que 

12 | 32 

——— AIPB 

10 | ba 


Hallemos el valor de B cuandoÁ sea 32, ya que 
ello nos permitirá trabajar con la siguiente Té: 
lación: 

12x40=32Xb, 
Así 

480=32b, > ba=15 


yl 
relación Pará ao 
A=72. 


Finalmente, en la última 
es cuando encontramos que 
Tenemos 


Entonces 
32(15)2=72 
32x225=72 
4x25= 
100=x? 

. x=10 


nn 
3 PROPIEDADES DE LAS MAGNITUDES 
» 
PROPORCIONALES 


¡edad 1 
Pe magnitudes A, B, M y N, se cumple que 


L[ADPB O BDPA 


A UR 


LIMIPN o NIPM 


Demostración 


valor de A 
LADPB eS 


—_—_—_—_—_—= te. 
valor de B tee) 


Si se invierte la relación, tenemos que 
valordeB 1 , 
valordeA KA (Cte) 

Esto significa que B DP A 

“ADPB o BDPA 


lMIPNS (valor de 
Si MultiPlicamos 


M)x(valor de N)x=K (cte.) 


RA 


Notamos una Nueva constante k' 
Porcionalidad directa sigue existie 
Esto significa que A” DP pr 


y la pro- 
ndo, 


. ADPB « A” DP g” 
- MIPN S (valor de Mx(valor de y) 


Análogamente, si elevamos amb 
brós a la P tendremos 


=K (cte.) 
Os miem- 


(valor de MP x (valor de N”=kP=k' 


Notamos una nueva constante K' y la pro- 
Porcionalidad inversa sigue existiendo. 
Esto significa que M” ]P NP. 


MIPN + MPIPN? 


Propiedad 3 
Sean las magnitudes A, B, MyN, se cumple que 


1 
E [aora S AIP— 
ER 1 


1 
A * A DP — 
sl 1AIPB > 5 


> 


Demostración 
rde A 
L ADPB e YalordeA 


=K (cte. 
valor de B tte] 


Ahora, la división entre los valores de las 


Magnitudes A y B se puede expresar como 
Una multiplicación. 


1 
=——=l=k 
(valor de A)x La de 3) 


1 
> (valor de A)x (vto de 5) =K 


Sabemos por proporcionalidad inversa que 
ello se cumple si y solo si 


1 
4P5 


1 
. ADPB eS ar (5) 
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A 
(valor de B) 


Pr opit dad 4 
Dado un grupo de magnitudes, A B,C,DY Es 
que guardan una relación de proporcionali- 


dad, determinaremos la relación existente en- 
tre ellas 222, tomando a una como referencia. 
Por ejemplo, tomaremos como referencia a la 
magnitud Á y luego resultará lo siguiente: 

A DP B, mientras que las demás (C, D y E) 
tantes. 

e las demás (B, DyE) 


se mantienen Cons 
+ A JP C, mientras qu 
se mantienen constantes. 


+ A DP D, mientras que las demás (B, C y E) 


se mantienen constantes. 
A IP E, mientras que las demás (B, Cy D) 
se mantienen constantes. 


Entonces, diremos que la relación final será 


(valor de A)(valor de O)ívalor de E) 


(valor de B)(valor de D) =us: 


Demostración 
Veamos a continuación, solamente con tres 


magnitudes: A ByC.A 

s » . Aquí tomarem 
referencia a la magnitud A y poi od 
cumple la siguiente tabla de valores: esas 
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s que la mag" 


a tabla diremo: 
ne constante 


endo | 
mantie 


Entonces, VÍ 
ninstante, 50 


nitud B, en U 


con el valor ba. 


De ahí, 4400143 
Del mismo modo, 
se mantiene constan! 


ll. 


De (1) y (ID), multiplicando cada miembro de 
(0) por b,, y cada miembro de (II) por c,, se 
tiene lo siguiente: 


+ byXaycy=C/03Xby 
+ cXayb)=09b, XC) 
Luego, diremos que 
cyXay xb,=C, Xa3Xb, 
Un 03 


byXc b¿XCo 


Viendo la tabla concluimos que 


(valor de A) á 
A 
(valor de B)x(valor de 0) is 


Aplicación 13 
; Sean AByC magnitudes que guardan la si- 
guiente relación de proporcionalidad. 
* CIPB (cuando A es constante) 
* ADPYC (cuando B es constante) 
Calcule el valor de x+, si se sabe lo siguiente: 


h 
| 


Ma Miludes 


elución 
Mos que 


IA 


ADP Je le CIP B (A=cte,) 
te) e e DP 42 (B=cte.) 
o RES 


Resolvemos (1). 


32:3 _18-3 
e 


Resolvemos (ID. 


". x+y=6+16=22 


Aplicación 14 


Sean A, B y C magnitudes que guardan cierta 
relación de proporcionalidad. 


T ¡(Pe a 

alols 40 | 50 | 20 | 1030] 

PA 

Bla la 8|20/8|1w|y| 

A ar ra 

31511] [2 |x+]3] 
Calcule x+y. 
Resolución 


Cuando tengamos más de dos magnitudes, 
tomaremos a una como referencia y relacio- 
naremos 2 a 2. Dado que existen tres magnitu- 
des, al tomar dos magnitudes, la otra magnitud 
debe permanecer constante necesariamente. 


2 8 dd 
Ahora nos fijaremos qué magnitudes, en alg E 
nos moméntos, se mantienen constantes en 
tabla (estas son las magnitudes B y C). 


+ Cuando B=8 


Además, se observa que 
8x5=40x1=20X2 


jaría) 
C (cuando B nov ¡arí 
_ Deahí, A IP a 


|] 


» Cuando C=5 


c |[s] [5] [5 

em x25 
A 2 | 8 | 50 
B| 4|3|20 


De ahí tenemos que 
A DP B? (cuando C no varía) 


Entonces tenemos lo siguiente: 


” ATPG 
+ ADPB? (cuando Ces constante) 


(cuando B es constante) 


Por propiedad sabemos que 


—=cte. 
B 


Reemplazaremos los valores donde se en- 
cuentran las incógnitas. 


2x5 l0x  30x3 


qe 18? y 
Luego, 
E > x=16 
ea > y=12 
x+y=28 
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4» APLICACIONES DE LAS MAGNITUDES 


9.1. Pb ARTO PROPORCIONAL 
Procedimiento que consiste en repartir una de. 
terminada cantidad de manera DP o IP a cier. 
tos números denominados índices o números 
repartidores. Veamos algunas aplicaciones: 


Aplicación 15 
Reparta S/6670 DP a 6; 8 y 9. 


Resolución 
Se sabe que (parte) DP (índice) 


(parte) _ 
(índice) 


Supongamos que P,, P, y Pz son cada una de 
las partes, luego tendremos 
E Pe Pa 
6.8 9 


> P,=6K; P,=8K; P¿=9K 


=K (K es constante) 


Además, 
P,+P,+P¿=6670 
6K+8K+9K=6670 
23K=6670 
K=290 
P,=8/1740; P,=S/2320; P3=5/2610 


Otra forma 
Como tenemos que 

Py P, P3 

6.8.9 

las 
¡edades de 
se puede utilizar algunas propiedal 
SRGE. 
+ | 0 

P, Pa Py Pi+PetP3 _ as 

3 23 2 

ia 


A estas fracciones las podemos multiplicar por 


y lo tanto, e 

1 p,=5/1740; p,=5/2320; P3=5/2610 MCM(6; 8; 9)=72. 
gi i P, P, 
Es conveniente utilizar esta forma porque evi- ; L_= - 0 : Pz 
samos utilizar alguna variable. E (72) e (72) L, (19) 
Py P, P3 

icación 16 Ex a Ps 

Aplicación 2 


Reparta 8/6670 1P a 6; 8 y 9. 


Por propiedad de razones tenemos que 


Resolución 
Sesabe que Pi_Pa P3_ Pi+Pz+Ps 5570 _2p 
(parte) IP. (índice) 12 9 8 29 > 
| > (parte)x(índice)=cte. De ahí 
| Supongamos que Py, P, y P¿ son cada una de P,=12x230 
| las partes, tendremos lo siguiente: P,=9x230 - 
BxP¡=8xP,=9XPy P¿=8X230 
Luego, Finalmente obtenemos 
BXP, _ 8xP,  9xP, P,=5/2760; P¿=S/2070; P¿=S/1840 
6x8x9 “6x8x9  6X8x9 
A NA » Observación 
8x9 6x9 6x8 En las dos aplicaciones anteriores, al re- 
partirse la misma cantidad de dinero (DP 
LP Ps e IP) se observa que no resultan ser las 
E mismas partes. 
CEE” P, +Po+Pg 6670 
a 9 "y =230 Aplicación 17 a 
“Ps Un padre reparte un dinero a sus tres hijos, di- 
52760; y, =S, P de tienen 
255/2070; P3=S/1840 rectamente proporcional a la edad que lie: E 
Da forma e inversamente proporcional al peso de ca a 
"tenemos uno de ellos. Si el dinero que va a repartir es 
a «e $/840, las edades son 12; 15 y 18, y 105 pesos 
1) halle la mayor 


Pai ' ; 45 y 608, 
; ice) y (parte) DP 1 respectivos son 40; 45 y 
darte) (índice) cantidad recibida. 


Resolución 

Por dato tenemos 
(reparto) DP (edad) 
(reparto) IP. (peso) 


Por propiedad 
(reparto) x(pes0) _ ¿fo 


(edad) 
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A 


RE E 


Simplificamos. 


sumamos 
antecedentes, 


consecuentes 


.. Ry¿=10(30)=5/300 


Aplicación 18 
Tres personas deciden repartirse cierta can- 


tidad de dinero en forma directamente pro- 
porcional a sus edades: 20; 25 y 30 años, pero 
luego cambian de opinión y hacen el repar- 
to directamente proporcional a sus estatu- 
ras, que son 1,2; 1,6 y 2 m, respectivamente. 
Si ahora el primero recibe S/32 menos, calcule 
dicha cantidad de dinero y dé como respuesta 
la suma de sus cifras. 
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Luego, 2 
cantidad total=60032)=3/1 Gig 
, ¡gui q 
Por lo tanto, la suma de cifras esig 
ES pen 
Aplicación 19 0 de 
E herencia consta de dos pr ados de 
repartirse proporcional” e a ¿ys 
tres hermanos. Se reparte la P pt resporr 
observa que a los dos A se rep 
den S/300 y s/240, respectivam e lat co 
la segunda parte y a los us ascien 


rresponden s/3 


la herencia total? 


Resolución 


Sean las edades 4, by 


Al repartir la pri 


(S/P) 


mera 


a 
300240 > e 


a 


b 


60 y S/240. ¿AC 


ao 


tales que a? 
parte e 


me 
P 


Alrepartir la segunda parte de la herencia 


(S/0) 


360_240 
Doc 


Entonces 


a be 
15 128 


Enel segundo reparto, al mayor le tocó S/450. 
0=450+360+240=1050 


Enel primer reparto, al menor le tocó S/160. 
P=300+240+160=700 


Porlotanto, la herencia total sería 
P+0=8/1750 


E Aplicación 29 


Se i 
Teparte una gratificació, 
les Secretarias, en 


cont: cUmulados en, un 
informa 


a Mes, de acuerdo 
¡ción de] siguiente Cuadro: 


NS de hojas 


| lbeadas 


N.2 de minirtos 
de tardanza 


Sratificaciones ob- 


ás 
R Y Porla Menos beneficiada. 


(no de hoi 
P (po ¡Ojas) 


€ Minutos de tardanza) 


A 


Luego, 


(gratificación) x(n* de minutos) 


(n.? de hojas) ele 
841x860 _ 8gx150 _8cXx160 
180 240 20 
841_88X5_ g6x4 
3. 8 5 
(63) 


60 32 25 117 
A 


E) 


Se observa lo siguiente: 


Sa 
5020 > g,¿=50x60=3000 


A Eso > g4=50x32=1600 


£c 


27550 > 8(=50x25=1250 


Por lo tanto, 


S/3000-S/1250=S/1750 


PAR CEE 
4.2. Si D 


JE 

En un sistema de engranaje, por lo general, 
n 

analizamos las ruedas dentadas y su relació 

con su número de vueltas. Para lo cual plantea- 


mos diversos casos. 


4.2.1. Ruedas 


nn. de dientes 


n.2 de vueltas 


569 


Luego se cumple lo siguiente: 

+ A mayor número de dientes, menor núme- 
ro de vueltas. 

+ A menor número de dientes, mayor nume- 
ro de vueltas. 


Además se cumple que 
(n.? de dientes) IP (n.? de vueltas) 


Es decir, 


( D¿xV¿=DpxX Va) 


Se cumple que 


(n.* de vueltas A)=(n.* de vueltas de B) | 


Esta igualdad no depende del número de dien- 
tes que tengan las ruedas, 


Aplicación 21 

Se tienen tres ruedas engranadas de 40; 50 y 
50 dientes. Si en cierto momento han dado 740 
vueltas en total, ¿cuántas vueltas ha dado la 
rueda de mayor cantidad de dientes? 


Resolución 
Del enunciado, tenemos 


D,=40 Dy=50 


— == 


Como (n.” de vueltas) IP (n.? de dientes) 
> V¡=40=V¿X50=V¿x60 


Luego, 
V,x4 V¿x5 V¿x6 
60 60 60 
Va Va Ve 
15 12 10 


740 
Vi Vip Ve Vi+Vg+Ve 740 
15 12 10 15+12+10 37 
== 


Entonces - 
V,=15(20)=300 
Vy=12(20)=240 
V¿=10(20)=200 


Por lo tanto, la rueda con mayor cantidad de 
dientes da 200 vueltas. 


Aplicación 22 
Las ruedas A, B, C y D tienen 40; 160; 60 y 9 
dientes, respectivamente. A y B están engrana- 
das, B y C están sujetas al mismo eje, además, 
C y D están engranadas. Si A da 120 rpm, den 
qué tiempo D dará 120 vueltas? 


Resolución 
Gráficamente 


By C dan el mismo 
número de vueltas 


n.? de dientes 40 
rf 
n.? de vueltas q y 
por min 


n.? de vueltas 3n 
por min 12n 


Po a 


1 minuto la rueda A da 120 vuel- Aplicación 23 
sien 


dato, Tres amigos se asociaron formaron una em- 
Pol y 
tas, entonces presa. El primero aportó S/60 000 soles duran- 
12n=120 te 6 meses; el segundo, S/30 000 soles durante 
n=10 8 meses; y el tercero, S/90 000 soles durante 
Como la rueda D da 2n vueltas en un minuto, 12 meses. Si obtuvieron una ganancia total 
san de S/70 000 soles, ¿cuánto le correspondió al 
en 
? 
2n=20 vueltas . tercero? 
Luego, en 1 minuto la rueda D da 20 vueltas. Resolución 
Por lo tanto, para que D gire 120 vueltas ten- Se cuenta con las siguientes cantidades: 
drán que pasar 
120 ! Capital Ganancia 
5 =6 min 
na 1"socio | 60000 
Í 43,REGLA DE COMPAÑÍA ROBE] 3000 | 8 | 6, 
Una compañía es un conjunto de personas or- 3.% socio 90000 12 Gy 
ganizadas con fines lucrativos y bajo una razón E 
social. Las personas que la conforman se de- 
Nominan socios de la compañía. Sesa que 
Para formar la compañía, o durante su ejerci- —fGanancia)___ 
Co, los socios aportan capitales, que pueden (capital) x (tiempo) 
Seren dinero, en. bien áqui 
, es (máquinas, muebl S, 
Eiseres, etc.) o servicios. a eS Reemplazamos valores. 
Cada cierto G; G, G3 


Periodo comerci. le 
lana), la 'al (generalmen 


ñ 60000x6 30000x8 90000x12 
compañía obtiene una utilidad o 


Meficio 2E 
Pia e también puede producirse Simplificamos. 
"eS Tepartido entre los soci 
Compañia, dem. : eS G,_G, Gj 
Plales anera proporcional a los CI 
“Portados y a Los tiempos que han dE 
ecido a 
Aecionan Pla “apitales en la compañía. Luego, 
; Ola: ñ 
ono ie cniudes que intervienen, G, G, Gz G¡+G,+63 
a za nov 
ñ ci 3 2 3 ds 
k e DP (capital) (tie 
Noja) 0 Mpo es constante) 
ore ¡'empo) (capital es constante) Por dato tenemos que 


G,+G,+G¿=8/70 000 


102.09 SO 575000 


3 3 9 
G¿=9(S/5000) 


G¿=S/45 000 
571 


572 


Aplicación 24 

Carmen, Óscar y César obtienen S/7400 de 
utilidad luego de haber trabajado en una em- 
presa que formaron aportando S/2000, S/4500 y 
S/5000; además, permanecieron en el negocio 
2 años, 4 años y t años, respectivamente. Halle 
1 si se sabe que la diferencia de las ganancias 
de Carmen y Óscar es S/2800. 


Resolución 
De los datos se tiene lo siguiente: 


: 
| Carme 2000 2 
ad ses , 
lós 

| 


1500 | GÚ 


5000 l | G 


Además, se considera la relación 
(ganancia) _ 
(capital) x (tiempo) — 


Reemplazamos valores. 
G__ 6, _ G; 
2000x2  4500x4 — 5000xf 


Luego de simplificar, operamos. 


Del dato, G,-G,=2800 y G,+G,+G,=7400, 


2800 7400 
18-4 — 4+18+51 


2800 _ 7400 
14 — 22+51 


y 


224+51=37 


t=3 años 


| 
Aplicación 25 

Cuatro socios reúnen $2 000 000: el Primero 
coloca $400 000; el segundo, los 3/4 del capital 
del primero; el tercero, los 5/3 de lo Que el se- 
gundo; y el cuarto, lo restante. Juntos forman un 
negocio durante 3 años y luego se reparten una 
ganancia de 51 500 000. ¿Cuánto más recibe el 
tercero con respecto al segundo? 


Resolución 
Como todos los socios han permanecido en 
el negocio durante los 5 años, los tiempos son 


iguales, por lo que el reparto se hace propor- 
cionalmente a los capitales. 


500 000 G 


$00 000 G 
(ganancia) _, 


Luego, L22%>==-"= 
mi (capital) 


Tenemos 
Gj _ 6, G3 


Gy 


400 000 300.000 500000 800000 


Luego de simplificar, tenemos 


Del dato, G,+G,+G+G4=1 500 000 
Operamos 
G,_G, Gz_G, G+Gy+O01+Ós 
as e 4+3+5+t8 
_ 1500000 _ 75 000 
= 20 
Entonces 
G¿=5x75 000=375 000 
G,=3x75 000=225 000 
G¿-G¿=S/150 000 


qgqá]á] ] >>> ]] ] ] >>> 22... 


Aplicación 26 
Dos comerciantes forman una empresa con 
105 


capitales que están en la relación de 25 a 36. 
Pasados 6 meses incrementan sus capitales en 
1/5y 1/6, respectivamente, y l año después dis- 
minuyen sus NUEVOS capitales en 1/10 y 1/7 de 
sus valores respectivos. Halle la ganancia total 
Juego de 2 años si se sabe que las ganancias 
obtenidas se diferencian en S/4180. 


Resolución 
Consideremos los datos en un diagrama para 
cada socio. 


+ Primer socio 


5) Lío) 
1Mm* 


disminuye 


12 meses 6 meses 


* Segundo socio 


LK) 
7 


KA 


disminuye 


SBmoses 
12 muses 


6 meses 


Si . 
gún la relación 


(Ganancia) 
oladiempo) =K 


$ obliena 


G 
25 ! 
O 


3 G, 
36K 6442 


Kx12+36Kx6 


Del dato, G,-G,=S/4180 


G;_G, G,-G,  S/4180 
» a Tz0” = =8/380 
28 39 39-28 39-28 


Luego, 


Le ago 
23439 


Por lo tanto, la ganancia total es 
G¡+G)=8/25 460 


Aplicación 27 

Rodrigo forma un negocio con S/3000; después 
de 2 meses ingresa Carolina y aporta S/4000; y 
luego de 5 meses más es aceptada Rocío con 
una inversión de S/6000. Al final de un año de 
funcionamiento del negocio se obtuvo S/10 600 
de utilidades. ¿Cuál es la menor ganancia? 


Resolución 
Se hace un diagrama de tiempo y capital para 
cada socio. 


* Rodrigo 
Mm 
A OS 
; 
Il Ñ 12 meses 
+ Carolina 


A 
58/4000 
y + 


2 meses 


10 meses 


A PESAR 
Si S/6000 


5 meses 


574 


Se sabe que 


(ganancia) E 
(capital) x (tiempo) — 


Reemplazamos valores. 
Gi 6, _ 6), 
3000x12 — 4000x10  6000x5 
Gp _ G, _G; 
3x12 4x10 6x5 


G; _G, Gj 
36 40 30 


Luego de simplificar, tenemos 


G, G), G; 


18 20 15 
Entonces 


G, G, Gy_G¡+G,+G, 


18 20 15 18+20+15 


Del dato tenemos que 
G¡+G,+6G3=S/10 600 
Gj_G, Gz_ S/10 600 


1872015 53 20 


La menor ganancia es 
Gz¿=15(8/200) 
G¿=5S/3000 


4.4. PROBLEMAS RELACIONADOS CON OBRAS 
En los problemas relacionados con obras apa- 
recen más de dos magnitudes, en estos casos 
se debe tornar una magnitud como referencia 
y, a partir de ella, se analiza qué relación cum- 
ple con las demás magnitudes, asumiendo que 
las otras magnitudes no varían, por ejemplo: 


(n.? de obreros) IP (n.? de días) 
(n.* de obreros) DP (obra) 


A 
(n.* de obreros) IP (horas Por día-h/d) 


(n.? de obreros) IP (eficiencia) 
(n.? de obreros) DP (dificultad) 


Entonces 


¡ < (hvd) x (eficiencia) 
era días 


ra) (dificultad) us 


Aplicación 28 

Se contratan 12 costureras para confeccionar 
200 camisas en 6 días. ¿Cuántos días se demora- 
rán 27 costureras en confeccionar 300 camisas? 


Resolución 
Tenemos que 


[ 
| 
| 
l mi 
| 
i 
l 
L 


Luego, 


no de camisas! 
(obra) 
P./7 


D 

n.? de costureras ed 
(obreros) 

(n. de días) 


(n.? de costureras) x (n.? de días) _ qe, 
(n.* de camisas) 


Reemplazamos. 
200 300 
x=4 


días. 


Por lo tanto, se demoran cuatro 


— 
Er cavan una zanja de 12 me- 
ar oca, 9 m de ancho y 8 m de 
2 € ricin 6 horas diarias. ¿Cuántos 
28 se necesitan para Cavar una zanja de 
9m de profundidad, 4m e: ancho y 6 m de 
largo, trabajando 4 horas diarias? 


Resolución 

Debemos tener en cuenta que para realizar la 
zanja tenemos que considerar el volumen y no 
sololas aristas (lados). 


Gráficamente 


Reemplazamos. 
(12x9x8)x6 _(9x4x6)x4 
18 Ñ x 
x=3 


Por lo tanto, la cantidad necesaria de obreros 
es tres. 


Aplicación 30 

Quince obreros se comprometen a realizar una 
obra en 25 días, trabajando 8 h/d; al cabo del 
quinto día se les pidió que entreguen la obra 
5 días antes de lo pactado, razón por la cual 
deben trabajar 10 h/d y contratar más obreros. 
¿Cuántos obreros se contratarán? 


Resolución 


Para realizar la resolución del problema, reali- 
zamos el siguiente gráfico referencial. 


15 obreros ; 25 días ; 8h/d 


volumen 
(obra) 


(dvd) 


Acabo del 
quinto día 
5 días 4 15 días (5 días antes) 


15 obreros y (15+x) obreros 
ema IN 10 1d 


' contratan 
x obreros 


Como la relación entre los obreros, días y hd 


son IP entonces se multiplican sus valores. 
Luego, 
5x15x8+15x(15+x)X 10=15x25x8 
x=1 
Porlo tanto, se debe contratar a un ob 
para cumplir con lo pactado. 


rero más 


575 


¿Qué es la magnitud? 


La magnitud es algo cuantificable, 
lamenle apreciables por nuestro: 
indi 


ambién pueden ser direg- 
s de las cosas, o más 
rirmento de cuantificación, 
o) 


ctas (aceleraciones, enerc 
normalmente con un instruir 

Cuando se consigue que la cuar 
cointidan en la medida) se llama maz 
aceleraciones, energías). Hay o! 
gustos, sabores, colores, ruidos, te 
cionada, como la potencia sonore 


ida del observador y todos 
Jitudes, masas, temperaturas 
1 cuantificables universalmente: 
alguna propiedad física rela- 
2 dle la luz con el color, etc. 

> 0 no) que se consideran 
n de igualdad, de orden y 


Medir es relacionar una magnitud con otra U! otras 
patrones universalmente aceptados, estableciendo una com 
de número. 


el valor de una magnitud 
alores. Toda relación entre 
homogénea (no como en el 


Los patrones básicos se llaman unidade 
hay que dar la unidad de medida y el núrn 
magnitudes físicas 


ejemplo dle la tabla) 


Ejemplo: relación sin sentido físico (la suma totaly 


(tiempo) mi fecha de nacimiento (año de la era presento) 1981 
(longitud) mí altura (em) | 170 
(masa) mi masa (ko) Ñ 85 
(entidades individuales) mis hijos O E 
Total 2238 


un mismo tipo de magnk- 
ndes, tratando 
d sean núme- 


Antiguamente se elegían muchas unidades de referencia para medir 
tud, una unidad pequeña para valores pequeños, una grande para valores gral 
de que los números que resultan de comparar la magnitud a medir con su unida 
ros sencillos: números de dos o tres cifra y tal vez un decimal o dos. 

El uso de más de una unidad casi nunca es bueno (la excepción es el tiempo: horas. general 
gundos; días, meses, años); el uso de una unidad básica es lo mejor en el lenguaje pr las 
Las normas para la correcta utilización de magnitudes, unidades y simbolos Cien 
proponen las asociaciones científicas internacionales. 


y e er 


mbre: 
Tomado de Enciclopedia Marín ¡lustrada. Tomo 5 Elba 


Pr—— 


A 


>» Problemas resueltos 


Problema 1 

En una empresa se observa que el sueldo de 
un empleado es directamente proporcional al 
cuadrado de su edad. Si Juan tiene 30 años y 
susueldo es S/1200, halle el sueldo de Miguel, 
quien tiene 24 años. 


Resolución 
Setiene los siguientes datos: 


Además se sabe que 


(sueldo) DP (edad)? 


Sueldo 


pl = 
(oda e 


N ri 
S de es de 18 cm. Si Sl 
Cua Sería sy ' 8, su longitud sería de 
Ongitud si so; 
s o 
Me CSS más due Portara un 
h el anterior? Con- 


el 
dy Peso ación es DP 


Soporta, 


a la raíz cua- 


Resolución 
Graficamos. 


Por dato 


(elongación) DP ( (peso) 


elongación 
> —==—-- 


peso 


Luego, 


cte. 


b=14 


2 cm. 


Por lo tanto, la elongación es 18+14=3. 


Problema 3 


to; 
Un grupo de amigos se van de campamen 
terminen los 


pero faltando 4 días para que sé : colas 
víveres, 3 de ellos se regresan, así los viver , 
alcanzaron para 3 días más. ¿Cuántas Ja] 
se quedaron hasta el final del campamento: 


577 


a 


Resolución 

Sea a la cantidad de personas que se queda- 
ron hasta el final. 

Dado que tres amigos regresan, los víveres que 
ellos no consumen durante cuatro días son 
consumidos por las tres personas que se que- 
daron durante los tres días adicionales. 


NO de amigos | N.* de días 


Se retiran 


Quedan 


A mayor número de amigos, los víveres dura- 
rán menos días. Por ello 
(n.? de amigos) IP (n.? de días) 
Entonces 
3a=4 x 3 
a=4 


Problema 4 


Una vaca atada a una cuerda de L m de lon- 
gitud comió todo el pasto que está a su alcan- 
ce en 18 horas. Luego de esto, la cuerda se 
extendió en 2 metros más y la vaca se demoró 
14 horas en comer todo el nuevo pasto que es- 
taba a su alcance. Halle L. 


Resolución 
Realizamos un gráfico de tal manera que se 
puedan observar las magnitudes que varían. 


Área Pe (L+2) 
Néde Ñ 
horas 18 18+14=32 
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Luego, 
(área) DP (n.? de horas) 


área 


n.? de horas 


Reemplazamos. 


2 Ur 
TE 

] 16 

2 2 


Por lo tanto, la longitud £ es 6 m. 


Problema 5 

Un ingeniero calculó construir un puente en 
18 días, pero tardó 6 días más por trabajar 2 
horas menos cada día. ¿Cuántas horas trabajó 
cada día? 


Resolución 
Graficamos. 


6 días 
más 


N.? de días 


po 


2 horas 
menos 


Luego, 
(n.2 de días) IP (h/d) 
> (n.? de días) X (h/d)=cte- 


C 
feemplazamos. 1 
=24(x-2) - 
. 100 100 
y=8 
| 3 b=128 
?orlo tanto, el ingeniero trabajó 0 
a+b= 
3-2=6 días 
Problema 7 
Problema 6 


La elaboración de Y Panes puede ser realizada 
por 4 maestros en 6 horas, o por 8 ayudantes 
en 9 horas. ¿En cuántas horas podrán elaborar 
la misma cantidad de panes dos maestros y 
tres ayudantes? 


Si A DP B?(c: constante) 


C IP A (B: constante) 


Resolución 
En el cuadro tenemos 


N panes 
Calcule a+b, 
Resolución o 


Dado Que 


Maéstros Ayudantes [Maestros y ayudantes 


z Cantidad 
ADP B (Ces constante) x 
A Horas 
P.C( £s constante) 
Eficiencia ey 
tendra P 
Se 4x6Xxey=8x9xe,=  2eyx+3e4X 
ña Scte, 


(1) 
A 
(0) 


3 
De (1); £u - 2 
ey 2 


De (ID: 
8x9xe,=2€yx+30,X 
8x9x(2)=2(3)x+3(2)x 
8x9x(2)=12x > x=12 


Por lo tanto, se demoran 12 días. so 


a 


Po ssssssgia 


Problema 8 

Sean A y B dos magnitudes cuya relación de 
proporcionalidad se muestra en la gráfica; 
además, a+b+c+d=70. Determine el valor de 
a-b+c-d. 


ón 


En el gráfico 


Resolu 


Luego, 


a=20k; Db=5k; c=8k; d=2k 
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Por dato 
a+b+c+d=70 
20 +5k+8k+2k=70 


k=2 
Entonces 
a-b+c-d=21k=21(2)=42 
a-b+c-d=42 


El tiempo de vida de una máquina es directa- 
mente proporcional al cuadrado del número 
de mantenimientos anuales e inversamente 
proporcional al número de horas anuales de 
trabajo. Si una máquina que trabaja 3600 ho- 
ras anuales, recibiendo tres mantenimientos 
anuales, tiene un tiempo de vida de 12 años, 
¿cuánto tiempo de vida tendrá una máquina 
que trabaja 4800 horas anuales y tiene cuatro 
mantenimientos al año? 


Sean 

+ T: tiempo de vida 

» -M:mnúmero de mantenimi 
+ H: número de horas anuales 


entos anuales 


Luego, 
n=] 
O 
3 op 4 
H | 3600 | 4800 | 
Además, 
TDPM DA ao. 
TIPH M 
OS. 
Reemplazamos valores y operam: 
12x3600 _ 14800 
3 qe 
t=16 años 


Problema 10 o se repartirá entre é 
se reparte una determinada cantidad de di- lación de 2 a 3, respectiva 
rero entre cuatro personas. Lo que le toca al Er Se repartirá de tal m 
primero es a lo del segundo como 2 es a 3; lo Partes por cada 4 d 


delsegundo es a lo del tercero como 4 es 5;y Cl alumbramiento, hacen mellizos: un varón y 
lo del tercero es a lo del último como 6 es a 7. una mujer, ¿cuánto le corr esponde a la madre? 
Siel último recibió S/5600, ¿cuál es la cantidad 


Resolución 
repartida? 


Resolución 


Sean A, B, C y D las partes que reciben cada 
uno, 


T 
hijo varón | 2 | tija mujer 


. Madre | 3 | madre 4 
Del enunciado 


A 2x4x2 16 


Como en realidad se va a repartir entre los me- 
llizos -varón y mujer- y la madre, el nuevo re- 
Parto se efectuará en función de las condicio- 
nes, sin contradecirlas. Tendremos entonces a 


Y 5x3x2 30 los tres beneficiados y los índices de reparto, 
Iguale 
=E hijo varón: 2 
Se 
E madre: 3 4 
D 7x5 5 a ] 
hija mujer: 5 
Poetas Proporcionales son Como la cantidad que recibe la madre es 
ns constante, es necesario multiplicar por 4 y por 
ha 3, respectivamente. 
C=30k o 
D35g 3x4=4x3 
mo Para que se mantenga la relación, pri 
bas e "ecibió 5/5600 multiplicamos por el mismo factor en cada 
e caso. Tendremos lo siguiente: 
5000 E 
Y K=160 hijo varón: —2x4K 
lo Madre: 3x4K 
ti 
a lOlal será hija mujer:  5x3K 
Bio 
mó ición, el total es 
: 05k=1p Por condición, el 
Pob "090 =s16 800 8K+12K+15K=S/10 080 
a 
eo a 35K=S/10 080 
a 
3 5 ops Moribung, ] _ K=8/288 
ON A Su ESPos O deja Una herencia drama 
bajo la sigui % Úa cual estaba em. Luego, lama 
Site cláusula: “Si nace 12xS/288=5/3456. 
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Problema 12 


Una rueda A de 24 dientes engrana con otra 
rueda B de 12 dientes, la cual está unida me- 
diante un eje a la rueda C que tiene 18 dientes, 
esta última rueda engrana con la rueda D de 
54 dientes. Si la rueda A da 120 rpm, ¿cuántas 
vueltas da la rueda D en 15 minutos? 


Resolución 
Del enunciado, sabemos que en un minuto 


ee 
18 dientes ¿2 A, 
b vueltas € 


Flo 
de ¡e 
e 


21 dientes u vueltas 
120 vueltas 


+ Para las ruedas A y B 
24x120=12xa 


a=240 vueltas 


* Para las ruedas B y C 
a=b 


b=240 vueltas 


* Para las ruedas C y D 
18x240=54xc 


c=80 vueltas 


Piden la cantidad de vueltas en 15 minutos. 


80x15=1200 vueltas 
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Problema 13 


Dos amigos reunieron un capital de S/1000 
para hacer un negocio. El primero dejó su ca. 
pital durante 3 meses; el otro lo dejó durante 2 
meses. Si al terminar el negocio las ganancias 
fueron iguales, indique el menor capital im- 
puesto por uno de ellos. 


on 
Se sabe que 
(ganancia) 


(capital) x (tiempo) Ens 


Sea a la ganancia de cada amigo. 


a a 
=—Hs á =1000 

1x3 0x2 ; además C¡+Cz 

cí cz 1000 

E A 

237 5 se 

NY 
c,=5/400 
c,=8/600 


Por lo tanto, el menor capital es 5/400. 


Problema 14 


Óscar y Julio forman una empresa 5/73500, 
3 años, quienes imponen s/4500 y 


SS : sra 5/2500; 
respectivamente. Al año, Julio a 
un año después Óscar aumenta oye Ja 
S/1500. Si al terminar la pt ao ganancia 
una ganancia de S/9100, calcule 
que le corresponde a Óscar. 
Resolución 
Del enunciado, tenemos 

ó 0 

Oscar 4500 600) ] 


Julio 7500 5000 


Ns Pamela es 


(ganancia). 
BA te, 
dd (capital) x (tiempo) 


Reemplazamos. 
Góscar ne Giulio 
4500x2+6000x1  7500x1+5000x2 
Góscar Gsulio 


9x2+12x1  15x1+10X2 


Luego de simplificar, operamos 


$ 
Gósear Giulio 9100 
1. =700 
e 
“e Cósca=S/4200 
Problema 15 


pus inicia un negocio con S/N y cada 4 
ses acepta un socio que aporta el triple de 


loanteri 
erior durante 2 años, al final de los cua- 


les se liqui 
iquida la 
luida 1 empresa, y le corresponde 


+60 i 

00 de Sanancia al tercer socio, Halle 
Ds dema la Primera socia y las ganancias 
45 socios suman 5/537 000. 
solución 
Sei 


del 


enen igui 
las Siguientes cantidades: 


Capital 


«Ganancia | 


Reemplazamos valores, 
G; G, 


- _3N+6000  G, 
Nx24 —3/x20 


—9NX16 —27Nx12 
= % _ 6; 
81NVXx8 —243Nx4 


Luego de simplificar, ordenamos. 
G; 

ca * 

G_ Gz_Gy_ Gs _G;_ 3N+6000 


2.5 27 54 8 1 


Del dato: G,+G¿+G,+G5+G,=537 000 


537 000 _ 3N+6000 
5+12427+54+81 — 12 


537 000 N+2000 
179 4 


N+2000 
4 


. N=10000 


3000= 


Problema 16 

Se contrata a 15 obreros para que a razón de 
6 h/d techen un área de 270 m? en 20 días. 
Calcule cuántos obreros de doble eficiencia que 
los anteriores se necesitarán para techar 450 m, 
con un material que triplica la dificultad, en 30 
días y a razón de 10 horas por cada día. 


Resolución 
Comparamos las magnitudes. 
(n.2 de obreros) IP. (n/d) 
DP (obra) 


(n.? de obreros) 
(n.2 de obreros) 
(n.? de obreros) 
(n.* de obreros) 


IP. (n.? de días) 
IP (eficiencia) 
DP. (dificultad) 


Se concluye que 


ES ] n.2 de 'd 
le de Jucencienciane dióS peo ) 


=cte. 
obreros 
tobra)x (dificultad) 
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Reemplazamos los datos. 
15x1x20x6 _ bx2x30x10 
270x1. — 450x3 
23 b=15 


Por lo tanto, se necesitarán 15 obreros. 


Problema 17 

Para construir una piscina, 20 obreros pueden 
cavar una zanja de 12 m de diámetro, con 4 m 
de profundidad, en 15 días y a razón de 8 h/d. 
Si se desea aumentar en 3 m el radio y en 2 m 
la profundidad de la zanja, calcule en cuántos 
días otros 30 obreros, de doble rendimiento 
que los anteriores, podrían construir la piscina 
a razón de 9 h/d. 


Resolución 

Comparamos las magnitudes 
(n.? de obreros) DP (obra) 
(n.* de obreros) IP (n.* de días) 
(n.* de obreros) IP. (h/d) 


(n.2 de obreros) IP. (rendimiento) 


De lo anterior 


(n.? de obreros)(n.? de días)(rendimiento) _ 
(obra) e 


cte. 


Por condición 


20 obreros 

rendimiento: 1 
15 días c días 
8h/d 9 vd 


30 obreros 
rendimiento: 2 
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=== 
Reemplazamos valores y Operamos 


20x15x8x1 _ 30xcx9x2 
nx36x4 —  TX8lx6 


a c=15 


Por lo tanto, podrán construir la piscina en 15 
días. 


Problema 18 
TONE ) 


Veinte personas pueden hacer una obra en 
treinta días trabajando 8 h/d. A los 10 días de 
iniciada la obra se le comunica al contratista 
que la obra debe ser 2/5 mayor de lo acordado, 
y 14 días después de esto se le indica que todo 
el trabajo debe estar listo 2 días antes del plazo 
inicial. En ese momento se contratan 40 obre- 
ros para cumplir con esta última condición. 
Determine la relación entre las eficiencias de 
estos nuevos obreros con la de los anteriores. 


Se tiene que 


20 personas; 18 días 


20 personas; 30 días 


¡ 12 días 


l0días | 14 días 6 días. 


AE 
A AA<áO DJ 


perso! as; 4 días 


Í ¿(20+-10a) 


Como (eficiencia) IP (tiempo) 
tenemos 


20x18=(20+400)X4 


=g 
4 


mo 
¡derada Co”, 


; di cons 
cia inicial fue q 
La eficien cias será y 


ió cie 
por lo tanto, la relación de efi 


Pp Test 


Y, calcule el valor de A cuando 


¡ A DP 
as sabe que cuando A=120, B=216. 
B) 56 O 72 6. 
y 36 E) 92 


D) 80 


Se sabe que A es IP a B?, además cuando 
¿ B=65, el valor de A=75. Halle el valor de A 
cuando B=15. 


»2 B) 12 CO) 24 
D) 15 E) 18 


. Uncoche con velocidad constante ha dado 
40 vueltas a un circuito en 92 minutos. Cal- 


cule el tiempo que tardará en recorrer 30 
weltas en el mismo circuito. 


ES 


80min  B) 60 min C) 69 min 
D) 35 min E) 40 min 
“Un barco lleva víveres para alimentar du- 8. 


rante 36 días a Su tri 


Personas. Si ant 
2 Personas más 
“Cuántos días dura; 


pulación formada por 
es de partir acogen a 
de un barco averiado, 
rán los. víveres? 


2% aw 


32 


a=> 


O 36 
E) 30 


€S invers; 
a , 
á a Mente Proporcional a B y g 
Ente Proporcional a la raíz 


e 
» halle el valor de m en la 
de Valores, 


1G 
“25 “E 55 55 


A) 80 
D) 140 


B) 90 C) 160 


E) 120 


Reparta 750 en forma DP a los Números 


660; 770 y 1320. Dé como respuesta la me- 
nor parte. 


A) 360 
B) 270 
C) 210 
D) 180 
E) 150 


Reparta 594 en forma IP a los números 200; 
300; 600 y 1000. Dé como respuesta la ma- 
yor parte. 


A) 64 
D) 360 


B) 90 C) 180 


E) 270 


Percy inicia un negocio aportando S/630. 
Luego de 4 meses, acepta a Cristóbal como 
socio, quien aporta S/720. Si el negocio se 
termina en un año con una ganancia total 
de S/1480, calcule la ganancia de Percy. 


O) S/820 
E) $/840 


A) S/640 
D) S/800 


B) S/920 


Dos ruedas engranadas de 80 y 60 dientes 
están en contacto. En cierto momento, 
uno de ellos ha dado 36 vueltas más que 
el otro. ¿Cuántas vueltas dará el engranaje 


más pequeño? 


O) 240 
E) 288 


A) 144 B) 320 


D) 148 


75 añ 9 ES Ciaves 
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Problemas propuestos 


Nivel básico las caras externas de 2 cubos compactos 


A de 3 metros de arista? 
1. El siguiente cuadro muestra los valores de 


las magnitudes de A y B que guardan cierta A) 36 B) 42 C) 39 
relación de proporcionalidad. Calcule x+y. D) 26 E) 24 
8 | 98 | 
- — Sean A, B y C magnitudes. Se sabe lo si- 
y | 2 guiente: 
. + ADPYC (B: cte.) 
A) 124 B) 128 C) 134 + AIPB(C:cte) 
D) 160 E) 192 


Si cuando A aumenta en 60%, C aumenta 


A á en 440%, ¿qué pasa con B? 
2. Nueve personas deciden ir de campamento 


y llevar víveres para ocho días. Si antes de 
partir, tres personas deciden también ir de 
campamento, pero no tienen víveres. ¿Para 
cuántos días menos alcanzarían los víveres 
si las tres personas van al campamento? 


A) Disminuye en 75%. 

B) Aumenta en 25%. 

C) Disminuye en 25%, 

D) Aumenta en 75%. 

E) No aumenta ni disminuye. 


Si se cumple lo siguiente: 
+ A DP B(C:cte.) 
+ JA IPC(B:cte) 


3. Dos personas alquilan una casa, una de además, 


ellas ocupa los 5/8 de la casa y paga S/600 
de alquiler mensual. ¿Cuánto paga de al- 
quiler mensual la otra persona? 


E 0. 
A) S/300  B) S/350  C) S/360 ¡dere quex>0.8)? 
y). Considere qu 
| D) 5/400 E) S/420 salcula:de+y) A 
1 
: ' A 18 B) 16 A 15 
4. Si Rosario es media vez más rápida que 12 E 
Lucía y esta última puede hacer una obra D) 
en 21 días, ¿en cuántos días Rosario reali- 
. ue 
zará la mitad de dicha obra? E, SllsS poi . 
A DP 8*(B<20) 
A) 14 B) 7 O 16 ate 48 (8220) l os 3 cuand 
D) 8 E) 9 calcule A cuando B €5 1208 
. Bes 10. 
5. Un pintor tarda 52 minutos en pintar una 
superficie cuadrada de 12 metros de lado. A 4 
¿En cuántos minutos dicho pintor pintaría D) 8 
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9 Si 1(6)=7 y f(x) es una función de propor- 
cionalidad inversa, indique el valor de 


¡0x0 
TO) 
y 8,12 B) 7,68 O 7,42 
D) 6,72 E) 6,24 


10, Luis, Juan y Pedro cosechan sus respec- 
tivas chacras. Luis termina su parte en 12 
días, que es el triple de la del segundo y 
los 2/5 de la de Pedro. Calcule la diferencia 
del número de días que demnorarían Pedro 

y Juan en cosechar sus respectivas chacras 

odos tienen igual eficiencia. 


A) 15 B) 12 O) 20 
ES E) 30 
11. Po 


e. dos problemas que resuelve Juan, 
€ Tesuelve tres problemas de la misma 
pi y en el mismo tiempo. Si Juan re- 

ve 20 problemas de igual dificultad en 90 


Minutos. ¿e 
E Pa “cuántos Problemas de doble difi- 
"esolverá José en el mismo tiempo? 
DES 
De 330 > 35 
E) 15 
1% p, 
j Aa valore. 
SonD o. de B<8, las magnitudes A y B 
Mudo 'P9Ta valores de 8<B< 15, las mag- 
Aes P y ALLE Para valores deB> 15, 
Cule ey, és Si cuando B=4, A=15; cal- 
e A Cuando B=3| Ñ 
=30, 
Da 
) ) 4 O5 
hn, 8 
fa > Port, 4 to 
Sa Po 3 distanoj neladas de Mmercade- 
3 a de 840 km 
Sp d , Una empre- 


€ carga Cobra S/4200. 


14, 


15, 


16 


11 


¿Cuánto cobrará la misma empresa para 


transportar 35 toneladas a una distancia de 
480 km? 


A) S/1000 
D) S/3500 


B) S/2500  C) S/3800 


E) S/3200 


Un cuartel de 400 soldados tiene provisio- 
nes para 10 días y se reparten 3 raciones 
por día a cada soldado. Producto de un en- 
frentamiento, mueren algunos y las provi- 
siones alcanzaron para 8 días debido a que 
los soldados que sobrevivieron aumenta- 
ron a 4 raciones por día. ¿Cuántos soldados 
murieron en el enfrentamiento? 


A) 32 B) 25 O 40 
D) 20 E) 30 
Al pintar las caras de dos cubos iguales me 


sobraron 60 tarros de pintura. ¿Cuántos 


tarros me sobrarán o faltarán al pintar tres 


cubos iguales cuyos volúmenes sean 23 


más que el anterior si al pintar un cubo de 
cada tipo me sobraron 45 tarros de pintura? 


A) Sobrarán 15. 
B) Faltarán 15. 
C) Sobrarán 3. 
D) Faltarán 12. 
E) Faltarán 3. 


Cuatro agricultores, A, B, Cy D, deben sem- 
brar chacras circulares de 3; 4; 342 y 5m 
de radio, respectivamente. Si el agricultor 
A cobra S/960 menos que el agricultor D, 


¿cuánto más cobra el agricultor C que el 
agricultor B? 

A) S/120 B) S/180 C) S/240 

D) S/300 E) S/360 
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20. 


Se reparten NV soles entre los hermanos 
Ángel, Beto y Carlos, en la misma relación 
que los números 2”, 2'*? y 227%, respec- 
tivamente. Lo que recibieron Ángel y Beto 
juntos es S/1500, y la razón aritmética de 
lo recibido por Carlos y Beto es S/3600. 
Calcule N y dé como respuesta la suma de 
cifras. 


Nivel intermedio 


. El siguiente es un sistema de 20 ruedas en- 


granadas cuyo número de dientes es como 
se indica a continuación: 
1 0 
> 2 
¿Ea 709, 


dientes — dientes — diente dlenies dientos 


Si la cuarta rueda da 300 vueltas en 5 mi- 
nutos, indique el número de vueltas por 
segundo que dará la vigésima rueda. 


A) 17 B) 20 Q)j13 
D) 12 E) 14 


. Una rueda A de 20 dientes está unida a un 


mismo eje con una rueda B de 30 dientes 
que engrana con una rueda C de 60 dientes. 
Si cambiáramos las posiciones de B y C, para 
una misma cantidad de vueltas de A, en el 
segundo caso las vueltas de B exceden en 54 
a las vueltas de C en el primer caso. ¿Cuál es 
esa misma cantidad de vueltas de 4? 


A) 27 : B) 18 0) 36 
D) 30 E) 45 


El precio de cada engranaje se ha deter- 
minado con la condición de ser DP al pro- 
ducto del número de dientes y su peso, 


A 


¿Cuál será la relación de los precios de los 
engranajes A y D si cuando A da 6 vueltas, 
D da 8 vueltas? ! 


A) 6/7 
D) 5/24 


Y 300 dientes 
PA 


B) 8/9 C) 16/9 
E) 10/24 


Tres obreros se reparten una bonificación 
en partes proporcionales a Sus sueldos 
mensuales, que son de S/2400, S/3000 y 
S/4200; sin embargo, luego no les parece 
justo el reparto, por lo cual acuerdan que 
sea en partes iguales, y para 
ro entrega S/12 000 al segundo y este en- 


trega cierta cantidad al primer 
la dicha cantidad que el segundo entre, 


al primero? 


A) S/4800 
D) S/8400 


22. Pedro inicia un negocio con 5/60 
3 meses, acepta a L . 
aporta S/400; 4 meses despué 
Luis, acepta a Migui 
aporta S/700. Si el negoci 
dio, con un beneficio tot 
termine la diferencia entre e 
Miguel y el beneficio 


A) 85/3200 
D) S/3600 


ello, el terce- 


o. ¿Cuál fue 
gÓ 


B) s/6000 0 5/7200 
E 


el como 
al de 
de Luis. 


B) 5/3400 


uis como socio, 


¡o duró 1 añ 


) 5/9600 


0. Luegode 
quien 
s de ingresar 
socio, quien 
ño y me- 
5/49 000, de 


¡ beneficio 


forman una empresa aportan- 


A e 5/7000, respectivamente. El 
peso de ellos al cabo de 5 meses re- 
ni 


iró 5/1000, un mes después el segundo 
retiró S/2000 y después eS 4 meses más 
el primero retiró S/1000 más. Si el negocio 
duró un año y Se obtuvo una ganancia de 
$/2220, calcule cuánto ganó cada socio y 
de como respuesta la diferencia de dichas 


cantidades. 
A) S/380  B) S/480 C) S/660 
D) $/680 E) S/780 


+ Se sabe que 10 hombres y 10 mujeres 
pueden cosechar 20 hectáreas de trigo en 
40 días. Después de 10 días de trabajo se 
retiran 2 hombres y 6 mujeres. Determine 
Concuántos días de retraso se terminará la 


cosecha, siel trabajo que hace un hombre 
Equivale al de 2 mujeres, 


An 


B) 13 
D) 15 


O) 14 
E) 16 


El sueldo de Ú 
Proporcional a 
Wersamente Sa 

2 de las 


N Obrero es directamente 
los días trabajados e in- 
Porcional a la raíz cuadra- 


O) S/450 


Obreros más y 


mo 


acaban la obra a los 15 días de iniciado el 
trabajo. ¿A cuántos días se aumentó la pro- 
fundidad de la obra? 


A) 10 
D) 15 


B) 11 O 9 


E) 13 


La eficiencia de una persona es IP al nú- 
mero de horas por día que labora, y tam- 
bién IP al número de días laborados. Si 
dicha persona hace una obra en 24 días 
laborando 6 horas por día, calcule en qué 
tiempo hará el cuádruple de la obra labo- 
rando 9 horas diarias. 


A) 30 
D) 64 


B) 32 O) 60 


E) 72 


7. Se sabe que 300 pantalones de doble cos- 


“O 


- A) 72 


tura pueden ser cosidos por 24 varones o 
32 mujeres en 20 días, laborando 9 horas 
por día. Calcule cuántas mujeres deben re- 
forzar a 21 varones para coser 200 pantalo- 
nes de triple costura en 18 días, laborando 


8 h/d. 


O) 13 
E) 15 


A) 10 B) 12 


D) 14 


Nivel avanzado 


. El costo de un cuaderno varía en forma 


DP al número de hojas que tiene, € IP al 


cuadrado del número de cuadernos que se 
producen; además, el precio de venta de 
cada uno es los 17/12 de su costo. Si cuan- 
do se producen 15 cuadernos de 100 E 
su precio de venta es s/680, ¿cuántas | ms 
tienen los 30 cuadernos que se a 

y que luego se vendieron en 89/2537 


O) 80 


75 
sl E) 96 


D 85 


D sa 


30, 


32, 
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Cinco agricultores comparan sus terrenos 
observando que sus áreas son proporcio- 
nales a cinco números pares consecutivos. 
Para cultivarlos contratan a dos peones y 
trabajan todos en partes iguales. La rela- 
ción entre lo que aportan para el pago de 
los peones al de mayor y menor terreno 
es de 8 a 7. ¿Qué parte del aporte total re- 
presenta el aporte del agricultor del menor 
terreno? 


A) 24/125 
B) 7/40 

C) 18/125 
D) 14/75 
E) 30/125 


. Ana, Bety y Carla forman una sociedad. 


Los capitales de Ana y Bety están en la 
relación de 8 a 16, y los de Bety y Carla 
están en la relación de 51 a 17. A los 5 
meses de iniciada, Ana se retira; 3 meses 
después, Bety también lo hace, y 4 meses 
más tarde, Carla liquidó la sociedad para 
luego repartir las utilidades. ¿Cuál fue la 
utilidad total si Bety recibió S/600 más 
que Carla? 


A) S/2175 
D) S/2517 


B) S/2751  C) S/2157 


E) S/2400 


Un grupo de obreros en 12 días han avan- 
zado los 2/5 de una obra. Si a partir de ese 
momento trabajan 5 obreros menos, por lo 
que la obra se culmina con 2 días de re- 
traso, ¿cuántos obreros trabajaban inicial- 
mente? 


A) 32 
D) 36 


B) 45 O) 50 


E) 40 


q 


32, Se sabe que 6 hornos consumen 60 tonela. 
das de carbón, trabajando 10 h/d durante 8 
días. Calcule cuántas toneladas serán nece. 
sarias para mantener trabajando 5 homos 
más durante 90 días a razón de 7 h/d. 


A) 15,4 ton 
D) 12,5 ton 


B) 305ton  C) 345 ton 


E) 385 ton 


2. Una obra puede ser realizada por n má- 
quinas en 30 días; con n+4 máquinas, la 
misma obra, con el doble de dificultad, se 
puede realizar en 40 días. Calcule en cuán- 
tos días n+2 máquinas harán la obra con la 
dificultad inicial. 


C) 2 
E) 28 


A) 20 B) 21 


D) 25 


15. Para hacer una obra en 10 días Se procedió 
el primer día 2 obre- 


obreros, el tercer día 
amente hasta el dé- 


n 20 obreros. si se 
calcule 


a obra. 


de la siguiente forma: 
ros, el segundo día 4 
6 obreros, y así sucesiv: 
cimo día en que labora 
hubiera laborado con 22 obreros, 


en cuántos días acabarían la mism: 
A) 3 B) 3,5 C) _ 
D) 4,5 E) 
fue realizada 


36. La tercera parte de una ODA laboran 
por un grupo de 10 obreros que 


5 obreros 
horas diarias 


que laboran 2 horas Ps go 
20 días. Calcule cuántos o en unir 
que laboran 3 horas diarias os di gris 


con 10 obreros q te en 
para terminar la obra restar ja eli 
todos los obreros tienen la 


A) 12 B) 15 


D) 20 


le y 
con otro grupO durante 
y la realizaron po 


pe laboran 20 as 


pares A a toa se 


Capítulo 


Tanto por cuanto 


Juan Esqueche Paiconcial 


CAPÍTULO XIV 


TANTO POR CUANTO 


Objetivo : A 

y O anto por ciento y aplicar el tanto 
+ Aprender autilizar la relación de dos cantidades como un 1 inte por ciento y aplicar el tant 
por ciento a una cantidad. 


» Re 


lizar operaciones con el tanto por ciento; además, determinar e in 


nes porcentuales 
Reconocer la utilidad del 


las aplicaciones comercié 


asi como en 


Introducción 


El tanto Por ciento es una de las expresiones matemáticas que se utiliza en muchos ámbitos de 

estra vida cotidiana, así como en la estadística, el comercio y las finanzas. Las informacio- 
ns de lo que Sucede en nuestro país o en el mundo utilizan el tanto por ciento, por ejemplo, 
La Producción Racional ha tenido una variación del 7,8%”, “la cobertura de salud alcanzó el 
ac hogares con internet representan el 20,2%”, “la población que se encuentra en 


del Pp; Pobreza representa el 21,7%”, “el presupuesto para educación representa el 4,41% 
”, ete. 


omo ] . 
mo ervamos las aplicaciones del tanto por ciento son diversos; hoy en día en los centros 
ci i , a 
ales y tiendas por departamentos ofrecen rebajas sobre rebajas, pero no debemos sorpren: 


€rni 
Re oral +20%, que no es 50%, sino que equivale a una rebaja única del 44%, ya que 
A rebaja 


Mocedimientos Se efectúa sobre lo que ya está rebajado. Por lo tanto, es importante conocer los 
Para calcular el tanto por ciento de una cantidad. 

Aprenderemos a Usar el tanto por ciento y conoceremos sus aplicaciones no solo 

sino también en el ámbito de la vida cotidiana y lo comercial, como se 

nte, a la vez 

e mezel, 


n 
Capítulo, 
SU fi 
Menci eN 3 Matemática, 
10nÓ an *eriorme, 


la reg] Que lograremos adquirir una base para los capítulos posteriores, 


*, regla de interés, regla de descuento y estadística. 
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A 


1» DEFINICIÓN 


Es una aplicación de la proporcionalidad, en la 


ces 0 
cual, la razón geométrica 5 se lee como “a porb”. 


Calcular el a (tanto) por b (cuanto) de una can- 
tidad N consiste en encontrar una cantidad x, 
tal que x y N estén en la misma proporción de 
a y b. Es decir, 


Ejemplos 
+ Se tiene una canasta con 12 frutas, de las 
cuales 4 son manzanas. 


La razón geométrica entre la cantidad de 
manzanas y la cantidad total de frutas es 


4 1 

1273 
Podemos decir que una de cada tres frutas 
son manzanas. También que hay una man- 
zana por cada tres frutas. 
Además, podemos despejar el número de 


manzanas. 
4 A 1 
1273 > 4= 302) 


El número de manzanas 
es el 1 por 3 del total de 
frutas. 


El 2 por 7 de 42 lo podemos calcular así 


E_2 2 
977 > 702 
x=12 
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En general, 


y 


| 
Ela porb de N<>pxN 


Aplicación 1 

Un recipiente tiene 200 litros entre agua y vino, 
Si la cantidad de agua es el 2 por 5 del total, 
¿cuántos litros de vino hay? 


Resolución 
La cantidad de agua es 
2 


2x200=80 L 

5 

Por lo tanto, la cantidad de vino es 
200-80=120 L 


Aplicación 2 
En un salón de clases hay 60 estudiantes, de 
los cuales las mujeres representan el 2 por5 
del total. Si de los varones el 5 por 9 usan len- 
tes, ¿cuántos varones no usan lentes? 


Resolución 
Total: 60 


varones: 60-24=36 


mujeres 


el 
, ulamos 
primero calcri ego 


Del gráfico anterior, 
ulta 4% 
resul jante 


número de mujeres que 
calculamos el número 
una resta, y estos resultan 36. 38 
calculamos el número de a calcula, 
lentes, los cuales son 20, Y porú 
mos los varones que no usan Jen 


una resta, los cuales $0N 16. 


| -—ÓS 
9) CASOS PARTICULARES 


2.1.TANTO POR MIL (%o) . 

En época del Virreinato era bastante común 
ullizar el tanto por mil; esto se dio como resul- 
tado de la influencia europea, donde el tanto 
por mil era aplicado comercialmente. Actual- 
mente se utiliza en los índices demográficos 
como la tasa de mortandad, la tasa de nata- 


“lidad, etc. 


Resolución 
Sea el índice x%o. 


> x%o(32000000)=345600 


Xx 
—— (3201 E 
1000 (32000000) = 345600 


x=10,8 


Por lo tanto, el índice de natalidad fue de 10,8%o. 


2.2. PARTES POR MILLÓN (ppm) 


Ejemplo Actualmente, las partes por millón se utilizan 
El5 por mil de 400 lo podemos calcular así: en concentraciones de contaminantes de agua 
5 5 y aire. Además, 1 millón = 1000000 =106. 
L-— > y= (400) 
400 1000 1000 Ejemplo 
> x=2 El 7 ppm de 20 millones lo podemos calcular de 
la siguiente manera: 
En general, 
EL e 010) 
4 20x10 10% 10 
Hlapormil de N <> 4% de N<> LN 
1000 > x=140 
En general, 
Aplicación 3 


Aun Concierto dí 
de las cuales el 
¿Cuántas Perso, 
Leron? 


e rock asisten 4500 personas, 
24%0 tiene de 60 años a más. 
has menores de 60 años asis- 


Resolución 


as 
ya de 60 años a más son 
1009 < 4500 =108 


Por lo 
tanto, | 
as = 
Mentota] e "SONas menores de 60 años 


4500108 - 00 


Pin a 

Cierto de 

añ 

mm a Población de un país era de 

dea S Nacimientos Para dicho año 

. ¿Cuál fue el índice de natali- 
Mil, en dicho año? 


a 
E <> —xN 
| Ela ppm de N < 100 
po 


Aplicación 5 
Una muestra de 4 toneladas de suelo contiene 
3,6 g de fertilizante. Calcule la concentración 


en ppm. 


Resolución 
Debemos tener en cuenta que 
1 tonelada= 1000 kilogramos= 1 000000 gramos 


Entonces 
4 toneladas= 4 000 000 gramos 


Sea la concentración Xx ppm. 


2 x (4000000)g =3,68 
106 


> x=0,9 


e m. 
Por lo tanto, la concentración resulta 0,9 PP: 
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2.3. TANTO POR 
Actualmente se utiliza en operaciones finan- 
cieras y aplicaciones comerciales. 


Ejemplos 
+ El 15 porciento de 200 lo podernos calcular 
de la siguiente manera: 
x_15 
200 100 


15 

= —-(200 

> 2% ON ) 
x=30 


» El 20% de 300 lo podemos calcular de la 
siguiente forma: 


209x300 ==x 300 =60 
| | 


1 


tanto cantidad porcentaje 


por ciento 


En general, 


| apor ciento de Y <> a% de N E 
| 100 
» Nota 
El porcentaje es el resultado do aplicar e) 


tanfo por ciento a una determinada 
tidad. 


3» REGLA DEL TANTO POR CIENTO 
Gráficamente, el tanto por ciento se puede ex- 
presar de la siguiente manera: 


100 partes igualos 


a ] 4 Sor 
100100 [100/1100 |100 |” 0 
h payo 1001001 0 
_—— á 
uno 


por ciento 


Del gráfico 


“TI 
| 
1 
a 
1100 E | 
En general, 
a : 
6 == A 
100 e 
Además, 
100 | 
<> 100% | 
100 | 
¡ do 
| «senta el 100% de 
| 1 puede decir que 
| ta cantidad es la 
| 
| 
1 
| p WiunEn 
! 100 
poe lab del" y “de los” nos 
| ven forma practica, multiplica: 
| 
| ” nos 
$ palabras “es”, “son” y »será” Nos 
n vn ianaldad en forma práctica: 
ca wo el tanto por ciento de 


ss se puede 
sd. el símbolo Y s€ pue 


ceros de dicha 


simplificar con dos 


cantidad 


Io rlb=120 
% de 600 es 120 <> 900464012 


po 


Aplicación 6 el 75% son 
De un conjunto de 400 pe 

varones y el resto son mulere e las 
el.80% de los varones y €l 15% 


man? 
fuman, ¿cuántas personas NO ful 


- 


ción . 
0 que el total de personas es 400, 
yal 


e el total representa el 100% y el 75% 
ol es, entonces el 25% serán mujeres. 
$ rent varones: 75%400 = 300 
EN de mujeres: 25%400 =100 
Ordenamos la información en un cuadro. 


Varones Mujeres 


801300=240 15%100=15 


300-240=60 100-15=85 


vr lo tanto, el número de personas que no fu- 
man es 60+85=145, 


Aplicación 7 

Aliniciar una reunión, el 75% de los varones 
es igual al 60% de las mujeres. Luego llegan 
T0varones y la cantidad de Mujeres represen- 
lael 40% del total. ¿Cuántas personas había al 


Inicio de la reunión? 


0 varones 
, €ntone: 1 
F es 
Ne] 60% Ya que t 
anida, a odo 


lo eS finaje 
iento Manera, Se pueden rela 


y las Mujeres repre- 
OS varones representa- 
€s el 100%, Además las 


cionar de la 


el má; 
90) Mer, 


0d Sul 
lo * Personas al inicio es 


SS 


Aplicación 8 
Auna reunión asisten 200 Personas, de las cua- 
les el 70% usa lentes y el 40% 
25% de los que usan lentes ta; 
¿cuántas personas no usan le 


usa reloj. Si el 
mbién usa reloj, 
ntes ni reloj? 


Resolución 

Del enunciado tenemos que 

* Usan lentes (L): 70%200=140 

* Usan reloj (R?): 40%200 = 80 

* Usan reloj y lentes: 25%140=35 


Por lo tanto, las personas que no usan lentes 
ni reloj son 15. 


En muchos problemas se pedirá qué tanto por 
ciento representa una cantidad de otra. Expli- 
caremos con algunas aplicaciones para luego 
generalizar. 


Aplicación 9 
¿Qué tanto por ciento de 120 es 30? 


Resolución 
Usaremos las razones 
120 es al 100% como 30 es al x%. 
120 _ 30 
100% x% 
_30-100% 
120 
x%=25% 


x% 
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Otra forma 
La forma algebraica de resolver el problema 


es la siguiente: 


¿Qué tanto por ciento de 120 es 30? 
AA + 


x0% Xx = 


30 
x%120=30 => x%==729 
Sabemos que 100% =1 
1% = 2x1 > 19% = 2 x10006 
. x%=25% 
En general, 


x%N=b => x%= > x 100% 


Ejemplo 
Para averiguar qué tanto por ciento de 40 es 60 
hacemos lo siguiente: 


x%40=60 => x9 = 2 x 100% 
. x%=150% 


»» Observación 
Notarnos que si la cantidad es mayor a 
la cantidad de referencia, el tanto por 


ciento que represente será mayor que 
el 100%. 


Aplicación 10 


Si el 20% de A es igual al 30% de B, ¿qué tanto 
Por ciento de (A+B) representa (A-B)? 


Resolución 
Según el enunciado, 20% A = 30%B, 


4_3 
B73 > A=3k; B=2k 
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Luego, 
x%(A+B)=(A-B) 
(A-B) 
E 100% 
di ET 


k 
%=2 100% 
A 


x% = 20% 


DEL TANTO POR 
( O El CIONES 

En algunos casos conviene utilizar un equi- 
valente del tanto por ciento expresado como 
fracción, con la finalidad de facilitar las opera- 
ciones o hacer posible una resolución median- 
te razones. Veamos algunas equivalencias: 


il: | AS 
100 10 |" 100 20 | 


| 
| 


/ 
Y 
A 
an|— 
e 
= 
> 


507.) 
50% <> ¡q >3 
Ma 


5 3 


75 
15% <> 23 


ES 


— 
205,2 


sum <> E | 1250<> 599 > 


pes” pá 

Observe también que 

200% <> 2(100%) <> 2 

300% <> 3(100%)<> 3 
Ejemplos . ] 
Calculemos mediante equivalencias. 
+ 33,3% de 45 

33,300(45) = 245) =15 


+ 125% de 16 
15600)=3016)=2 
+ 60% de 25 


mas)=<(95)= 15 


Nota 


Algunos equivalencias del tanto por ciento 


, fracción debemos conocer para poder 


esarrollar más rápido un problema. 


“5% 1 
23 1 Cuarta parte 
eos 1 
Ml mitad 
* 3 
> 1 lres cuartas partes 
Ñ 23,3% | 
> 3 lercera parte 
"66% <> 2 
3 dos terceras partes 
EL 
| 8 Octava parte 
| Mo 11 
p Una 
Polar Sana s 
Í hi h 
Mad de te Patos, gallinas y conejos, 
o de o el 45% del total 
a > > de as "epresenta el 66,6% de 
e ac $ tanto por ciento del 
ad de gallinas? 


Resolución 
Del enunciado tenemos que 


» cantidad de patos: 45% 


* cantidad de conejos: 


66,6% (45%) = (454) = 30% 


* cantidad de gallinas: x% 


Como el total representa el 100%, 
> 15% +30%+x%=100% 
x%=25% 


3.3. OPERACIONES CON EL TANTO POR 
CIENTO 


3.3.1. Adición 
Para poder realizar la adición, los tantos por 
cientos se deben calcular de una misma can- 
tidad, es decir 


| aun +b%N =la+b)4N | 


5d 


Se deduce de la siguiente manera: 


avN +b%N=(a%+b%)N 
a b 
al —=+*-=|N 
(50) 
E) 
100 
=(a+b)4N 
Ejemplo 


129(200) +13%(200)=(12+13)%(200) 
=25% (200) 


=1(200)=50 
4 
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Además, 


N+x%N =(100 + x)0/N 


Demostración 
Recuerde que N=100%N. 


N+x%N=100%N +x%N 


N+x%N =(100+x)%N 


Aplicación 12 

El precio de un par de zapatos en el mes de 
noviembre era de P soles y para el mes de di- 
ciembre aumentó en 20%. Si el precio en di- 
ciembre es S/84, halle el valor de P. 


Resolución 
El precio en diciembre será 
P+20%P =84 


100%P + 20% P = 84 


120 
120%P = 84 —(P)= 
lo > 100 +? 84 


3,3,2. Su E 10n 
Para poder realizar la sustracción, los tantos 
por cientos se deben calcular de una misma 
cantidad, es decir. 


AN —b%N =(a—b)%N ] 


Se deduce de la siguiente manera: 


a%N —b%N =(a%—b%)N 
a b 
0— 105)" 
a-b 
-( 100 pr 
=(a-b)%N 
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E 
Ejemplo 
27% (200)-7%(200) =(27 -7)%(200) 


=20%(200) 
=40 
Además, 
A 
N—y%WN =(100- y)%N | 
Demostración 


Recuerde que NV =100%/N. 
N — y%N=100%N — y %N 
N-y%N=(100- y)%N 


Aplicación 13 

El precio de un celular disminuye en 20% por 
lo cual se paga por él solo S/480. ¿Cuál era el 
precio del celular? 


Resolución 
Sea P el precio del celular. 


P-20%P =480 
100%P-20%P = 480 


80% P =480 
80 

—-(P) = 480 
100 ) 

P=600 


Multiplicación af ciento 4 


En la multiplicación de Un tanto P 
un producto se cumple que 


av (oNn)=lax PIN 


pe —— 
ge deduce de la siguiente manera: 
a 
== x(bN) 
ax (bN)= 100 x( 


ab 
100 


=(axb)%N 


Ejemplos 
+ 30%(4N)=(4x 30)%N =120%N 


+ 35(2%M)=(3,5x2)%M =7%M 


Caso particular 


y 


| El a del b% del c% de Nes igual a 
| 


1 abr N | 


Ejemplos 
s El 20% del 50% de 40 es 
20%-509%-(40)=1,,1 =4 
530 
s El5% del 25% del 10% de 2000 es 


“25% 10%.2000=L.1.1 209902 5 
7 


Aplicación 1 4 
Sial 15% q 


del 509, 
9de 2, obtenemos 90, Calcule N. 
lució 
Según 
el enunci. 
¡ad 
15% 0 tenemos 


el 20% de 5 le agregamos el 30% 


AS 


Aplicación 15 

Marta invirtió S/2000 en Un negocio, obteniendo 
una ganancia del 40%. Luego invirtió todo 
lo que tenía en un nuevo negocio y ganó el 
20%. ¿Cuánto dinero tiene al final del segundo 
negocio? 


Resolución 
Después del primer negocio obtuvo 
2000 +40%(2000)=(100+40) %(2000) 
=140%(2000) 
=2800 


Luego del segundo negocio obtuvo 
2800 +20%2800=(100+20)%(2800) 
=120% (2800) 
=3360 


Por lo tanto, obtuvo 3360 soles. 


Otra forma 


40% —L—> 140% | 


De ambos negocios se obtendrá 


2? negocio 


—— 
120%140%(2000)=3360 
petits” 


1% negocio 


A este d i tos su- 
proceso se le denomina aumentos A 
Cesiv ¡art más 
sivos, el cual estudiaremos en detalle 


adelante. 


Aplicación 16 : ' 
Carlos va de compras con S/600. Si a 
60% de su dinero en alimentos y el a 
resto lo gasta en ropa, ¿cuánto le queda a 


de ambas compras? 
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Resolución 
Después de la primera compra le quedará 


600 - 60%(600)=(100—60)%(600) 


=40%(600) 
=240 soles 


Luego de la segunda compra le quedará 
240 — 20%240 =80%(240)= 192 


Por lo tanto, le quedará 192 soles. 


Otra forma 


Queda 


60% —— 40% 


20% —— 80% 


Luego de ambas compras le quedará 


2.* compra 
=—— 


80%40%(600)=192 
— 


1. compra 


A este proceso se le denomina descuentos su- 
cesivos, el cual estudiaremos en detalle más 
adelante. 


3,4, PROBLEMAS SOBRE VARIACIÓN POR. 
CENTUAL (4%) . 

La variación porcentual representa la diferen- 
cia entre una cantidad inicial y una cantidad 


final en términos de un tanto Por ciento de la 
cantidad inicial. 


“lo que aumenta o 
lo que disminuye de 
la cantidad inicial 
AÓ= 
(cantidad inicial) - suoodS 
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Aplicación 17 
Rosemary tiene 20 años. ¿En qué tanto por 


ciento se habrá incrementado dicha edad 
cuando cumple 32 años? 


Resolución 

Por dato, sabemos que 

* edad inicial: 20 

* edad final: 32 

* lo que aumenta de la edad: 32-20 =12 
Por lo tanto, la variación porcentual es 


av =2 1000 = 60% 
20 


Aplicación 18 
Si el lado de un cuadrado aumenta en 20%, 
¿en qué tanto por ciento incrementa su área? 


Resolución 
Sea L el lado del cuadrado. 
L 
Área inicial 
2 =100%1? 


ÉS 


El lado aumenta en 20%. 
L+20%L =120% 


12001 


120%, 120%L 


120%L 


El área final sería a 
120%Lx120%L =144%L 


Por lo tanto, el incremento _ 
144% 12 —100%L? =44%L 


vés 


forma ] 
ES aasumir un área inicial de 100, es decir, 
SR al 100%; por ende, el lado del cuadra- 
do será como 10. 
Como el lado aumenta en 20%, el lado final 


será 10+20%10=12. 


10 152 


10 10 12 12 


10 12 


* Áreainicial: 10 =100 <> 100% 
* Áreafinal:12? =144<>144% 
Porlo tanto, el incremento es del 44%. 


ri Observar que al asumir un total ini- 
li ! como 100, es más fácil realizar la compa- 
Tación para hallar el incremento. 


Aplicación 19 


Sel radi . 
hen 0 de un cilindro circular recto aumen- 

SI ; 4 
cient y Su altura en 60%, ¿en qué tanto por 


O Se j 
€ Incrementa su volumen? 


Resolución 


h+60%h 


El volumen final es 


2 
A) (16091) 


25.7 
=p" (160%h) 


=250%1wh 


La diferencia de volúmenes será 


250% 2h 100% (172) =150%rn?h 


Por lo tanto, el incremento es de 150%. 


Otra forma 

Como el radio aumentará en 25% => asumi- 
remos un radio inicial de 4; para la altura, que 
aumentará en 60% = > asumiremos una altura 


inicial de 5. 


El volumen inicial es 


nl42)(5) =80n 


El volumen final es 
m(5?)(8) =2007 


El volumen aumentó en 
2001-8071 =1207: 


Por lo tanto, el incremento es 


1207. 


= x100% 
2 80r 


A%=150% 
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Lumbreras Editores 


Aplicación 20 
¿Por cuánto se debe multiplicar el radio de un 
círculo para aumentar en un 125% su área? 


Resolución 
Sea R el radio del círculo. 


El área inicial del círculo es 1R?. 


Si al radio lo multiplicamos por k, el área final 
será T(RRY. 

Sabemos que el área aumenta en 125%, es de- 
cir, su área final será el 100%+125%=225% del 
área inicial. 


> n(ARY =225%nR? 


2p2 
R?= TR 
ds 100 
-15_3 
10 2 


Porlo tanto, al radio se debe multiplicar por 3/2. 


4» DESCUENTOS Y AUMENTOS SUCESIVOS 


4.1. DESCUENTOS SUCESIVOS 

Los descuentos sucesivos son aquellos que se 
van realizando sobre la cantidad que va que- 
dando luego de realizar un descuento. 


Aplicación 21 
¿A qué descuento único equivalen dos descuen- 
tos sucesivos del 20% y 25% o del 20%-+25 %? 


Resolución 
Supongamos que la cantidad inicial es N. 


Al realizar el primer descuento quedaría 
N-204N=80%N 


604 


to. 
- presado en tanto por cien 


El segundo descuento se reali y 
IZATÁ SObre al 
80% /N que queda. Sobre 
Entonces, tendremos 
80% N-25%(80%N) 
que equivale a 


100%(80%/V)-25%(80%N) 


Al final queda 
75%(80%N)=60%N 


Por lo tanto, el descuento único sería 
/-60%N=400N 


”» 


Jn; sumar los tanto por 
ya que no afectan a 


20% 
25% 


Al final queda 7500(80%N)=60%N 


Por lo tanto, el descuento único es 


N-60%N=40%N 


Aplicación 22 
Una persona desea ad den 
precio es de s/800. En cero y 
descuento de 10% por part onde e 
lo, 
mas no contento con ello, 
cuento e 
gerente, quien le hace UN des -Indigu 


de 
sobre el precio que le dio pujas 


cuánto pagó dicha persona a ES api 
cuál es el descuento único que 


| A, 


Resolución j . aia | 
Se puede observar que y 
l Descuento Queda | 100100 | 
EE 100 % 
id 90% 
, sl =| 1004 
PI O q 10 


Í 1 
Alfinalpagó  85%90%(800) 
d 
[teen 0 0, 
> 16,5%(800)=612 soles 100 


% De la aplicación 21 se tendría a=20% yb=25% 
El descuento único será 


descuento 20x25 
100%(800)-76,5%(800)=23,5%(800) ( cr ) el [20 +25- la 
Porlotanto, pagó 612 soles y el descuento úni- E = 40% 
cos 23,5%, único 
Co ; Luego, si fueran tres descuentos sucesivos del 
la E a%, b% y c%, tendríamos 
pS 6 los descuentos sucesivos del a% y b%, el dl i 
ento único se calcula así: ( loa o) =100% -(100- aJ%(100—bJ%(100—c)% 
5 -a)(100- b)(100—c) 
| descuento único =| a+b-— ab mA | M7 = 100 -£100- (100- BIC1007c) ll , Ml li 
A 1001 | único (100) 
i A) 
| Demostració En general, podríamos deducir que si fueran 
mim E n descuentos sucesivos, el descuento Único 
OS que nin: , 
¿plicamo que inicialmente tenemos 100% y. sería 


slos descuentos. A 


| (100-a)(100-b)(100—0)...(100-p) y, | 
100- _— 
(100) 


RE" 


4.2. AUMENTOS SUCESIVOS 
Los aumentos sucesivos son aque 

i e 
Ps (100% van realizando respecto a la cantidad que $ 
tiene luego de realizar UN aumento. 


llos que se 


Único A (100 
300 0)%(100- 
dd Aplicación 23 


¿A qué aumento único equivale: 
361% tos sucesivos del 20% y 30%? 


5100 n dos aumen- 
(100-5100 
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ió, 
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Resolución 
Supongamos que la cantidad inicial es N. 


Al realizar el primer aumento se tendrá 
N+20%N=120%N 
Luego se realiza el segundo aumento, que es 
sobre el 120% N. 
120% N+30%(120%N) 
100%(120%M)+30%(120%N) 
Al final 
130%(120%N)=156%N 


Por lo tanto, el aumento único sería 
156%N-N=56%N 


»» Observación 

Al igual que en el descuento único, los tantos 
por ciento de aumento no se pueden sumar, 
ya que no afectan a una misma cantidad. 


En resumen, 
Aumento Setiene | 
20% 12003 | 
30% pros] 


Al final pagó 130% (120%NM)=156%N 


Al final se tiene que 
130%(120%N) = 156% /y 
aumento único=156 %N-N=56%N 


Aplicación 24 

Al inicio de un año, un empleado recibe un au- 
mento del 20% de su sueldo y, 
abril del mismo año, recibe un nuevo aumento 
del 10%, respecto del nuevo sueldo que perci- 
be. ¿En qué tanto por ciento aumentó su sueldo 
en relación con el que recibió el año Pasado? 


en el mes de 


Resolución 
Sea N el sueldo hasta fines del año Pasado. 


Se observa que 


20% 120% | 
30% | pe | 


Se tendrá al final 110%(120%N)=132%N 


Luego se tendrá que 


aumento único=132%N-100%N=32%N 


Para dos aumentos sucesivos del a% y b%, el 
descuento único se calcula así: 


ús l A 
aumento Unico =|4+0+==— |% 
100 


Demostración % 
Asumimos que inicialmente tenemos 100%; 
aplicamos los aumentos. 


(100+a)% 
C100+b)% ] 


% 
Al final se tendrá Lao0+oJRc100+a) 


Descuento 


sal =(100+b)Y%(100+a)%= 100% 
único 
(100+b)(100+a) -100]% 

100 


2 
[o 1001000010 
100 


aumento) _ [a E 0+ lo 
único 100 


| 
' 
| 
l 


forma de resolver la aplicación 23 utilizan- 
hs E 

. fórmula anterior sería la siguiente: 

Jo la 


Tendríamos que a=20% y b=30% 


aumento | _ E +30+ De 20 ls 
único 100 


! ha 56% 
único 


Sifueran tres aumentos sucesivos de a%, b% 
ycó tendríamos 


Tue (100+aJ9(100 + b)%(100 + c)% —100% 


nen) [0200 D000+9 yq bo 
único (100)? 

En general, podríamos deducir que si fueran 
faumentos sucesivos, el aumento único sería 


(100+a)(100+b)(100+c) (100+p) 
A Pp. E, 
[ttoroonso-cu0=p) 10) 


Aplicación 25 


du 
bes e Un televisor en S/800 y se lo ven- 
TO CON el 20% de ganancia; luego de 


año, 
00 Fedro le vende el mismo televisor a 
"una rebaja 


a del 20%. ine si 
o per : %. Determine si 
Folción 
Patente 

Me 
Ba ni e. o Se Podría pensar que no se 


Se pie 
Mela Pierde, pero tengamos presente 


Sanangj 
Da anti ed el descuento se aplican so- 
Hemos lferentes. 


JUÉ Preci 
“lo vende Juan el televisor. 


Q Sana 20% 


Pedro compró el televisor a S/960. Al vendér- 
selo a Juan le realizará un descuento del 20%. 


960 M 


M=960-20%(960) 
M=80% (960) 
M=768 


20% de 
descuento 


Por lo tanto, Juan ganó 960-768=192 soles. 


5» APLICACIONES COMERCIALES DEL 
TANTO POR CIENTO 

En toda actividad comercial, en la cual se in- 
volucra la compra y venta de artículos, se dan 
relaciones entre los elementos más comunes 
que surgen en la actividad misma. 


Caso 1 

Cuando el precio de venta (Py) está por debajo 
del precio de costo (P¿). 

Esto significa que estamos perdiendo. Si bien es 
cierto que en un negocio la finalidad es obtener 
ganancia, hay sucesos fortuitos que muchas ve- 
ces van a determinar que se venda por debajo 
del precio de costo. Esto sucede muy a menu- 
do con los pequeños agricultores, los cuales, 
muchas veces por el deterioro que sufren sus 
comestibles, los venden a un precio menor al 
precio de costo. 


Gráficamente tendríamos lo siguiente: 


pérdida 


Entonces 


- (pérdida) 


SiPsPc => Py=Ec 
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Caso 2 

Cuando el precio de venta y el precio de costo 
son iguales. 

Muchas veces se tienen artículos para vender, 
pero luego de cierto tiempo se observa que 
dicho artículo no tiene aceptación en el mer- 
cado, así que, por lo menos, se puede vender 
a costo para recuperar la inversión. 


Entonces 
SiP,=P¿, no hay ganancia ni pérdida, 


Caso 3 

Cuando el precio de venta es mayor que el pre- 
cio de costo. 

Es el caso más común, por el mismo sentido 
que tiene una actividad comercial, que es el 
de percibir una determinada ganancia, la cual 
en muchos casos (ganancia bruta: Gp) es solo 
aparente, ya que muchas veces se han tenido 
gastos, que al ser deducidos nos dará una ga- 
nancia real (ganancia neta: Gy). 

Gráficamente tendríamos lo siguiente: 


ganancia 


Luego, para la ganancia o ganancia bruta ten- 
dremos 


ganancia 


Bastos 
Cuando Py > Po, se cumple que 


Ps 
. Cy=Gp-gastos 


Py=Pe + ganancia 
a 


y 


donde 
- — Gp: ganancia o ganancia bruta 
- — Gy: ganancia neta 


También debemos tener presente que muchas 
veces el comerciante pondrá un precio a su 
producto (precio fijado: P,), al cual, general- 
mente, el cliente no compra, sino que previa- 
mente pide una rebaja. 


- (rebaja) | 
donde P, es el precio fijado o precio de lis- 
ta (P,). 


Finalmente, toda esta parte se podría repre- 
sentar en un solo gráfico. 


ganancia rebaja 


PASA P. Tp, 
P a 


an, gene- 


anto por ciento 


| 
| «Las ganancias se represent 
| ralmente, como un t 


del precio de costo. 


e representan, general- 
ciento del 


Las rebajas $ 
nento, como un tanto pol 


precio fijado, 


Aplicación 26 

Iván compró un equipo de 
¿A cuánto debe ofrecerlo si al 
la venta efectúa una rebaja del | 
gana el 40% del costo? 


Resolución 
Sea P el precio a ofrecer. 


1800 


A 


Enel gráfico, Se observa que 


,-1800+40%(1800)=P=10%(P) 
140%(1800)=90%P 
P=2800 


P 


Porlo tanto, se debe ofrecer a S/2800. 


Aplicación 27 
Para fijar el precio de un artículo se aumentó 
su costo en 40%, pero al venderse se hizo una 
rebaja del 25%. ¿Qué tanto por ciento del costo 
se ganó de manera real si sus gastos fueron del 
2% del precio de costo? 


Resolución 
Sea P¿ el precio de costo. 


Hallemos el precio fijado. 
Pr=P¿+ 40 %P¿ 
P/=140%PG 


Hallemos el precio de venta. 


Py=P rebaja 


Reemplazar 0 


Pjs 
v MOP -—259(140%P,) 


ETA 


Pel05%, 


Luego, 
Gp=Py-P¿=105%P¿—P¿ 
Gp=5%P¿ 

Pero 
Gy+gastos=Gg 
Gy+2%P¿=5%P¿ 
Gy=3%PG 

Por lo tanto, se ganó el 3%P¿. 

Otra forma 

Asumimos que el P¿=100. 


incremento: 40%(100)=40 


rebaja X 


PA140 


P,=105 


Entonces obtenemos que G¿=5. 


Pero 

Gy=Gy+ gastos 

5=Gy+2%(100) 

5=Gy+2 

Gy=3 
Observamos que esta cantidad representa el 
3% del precio de costo. 


Gy=3% Pe 
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Lectura a 


¿Cuánta agua hay en el planeta? 


Desde el espacio, cualquier imagen de nuestro pi 
ta azul, y es que el 70% de su superficie 
en realidad el agua que se ve es una di 


aneta muestra que la Tierra es un plane- 
r agua y solo 30%: es tierra firme, Pero 
especto al tamaño del planeta; 
us permanece en la cáscara equivale 
un planeta de agua, es apenas un 
cho posible la vida como hoy la 


para darnos una idea, si mojamos una nar 
a la toda el agua que existe en la Ti 
planeta mojado. No obstante, esta por: 
conocemos. 


EL AGUA EN EL MUNDO 


' 


70% 
de su superficie 
esta cubieria de 


Ñ cas: el menos del 
70% 2) 30% S 1% 


nible para 
son glaciares, nieve son aguas sublerráneas prác o imero y 
¡et ificd acces consum ij 
O hielo de dificl acceso ecosistemas 


SU extracción pOr USO ES > ooococcocccncocnnnonnnn= nooo 


ES 
. 


Sector agropecuario Sector industrial 


Sector municipal 


«En enupsilacia 


Adaptado de “¿Cuánta agua hay en el planeta?” 
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» Problemas resueltos 


e. Problema 3 

Prol di 

- 120% del 30% de Nes igual al 40% del 45% En una reunión hay 20 varones y 12 mujeres. 
En pe tanto por ciento de N+MesN-M? ¿Cuántos varones deben llegar para que estos 
lem, 


representen el 75% del total? 


Resolución : 
Aplicamos el tanto por ciento. Resolución 
20030%/V = 409 45% M NN x la cantidad de varones que deben llegar. 
Si los varones al final representan el 75%, en- 
de 40%45% Ey N = 3 tonces las mujeres representarán el 25%; ade- 
M 20%30% M1 más, la relación de las cantidades de varones 
| > N=3k;M=k y mujeres al final será de la siguiente manera: 
20+x _75% 
Sea x%b el tanto por ciento que nos piden. 12 25% 
N- 
(e x100% 1% =2£ 100% 20+x_3 
del pi 12.1 
“. X%=50% 
20+x=36 
Problema 2 2 ¿16 
De d 
Ped de estudiantes, el 40% postula a 
. a Ma, y de estos el 30% son mujeres. De Problema 4 
e E . 
Tones, em a Medicina, el 70% son va- Claudia va de compras a un centro comercial 
antes -. hen Por ciento del total de estu- y gasta el 25% de su dinero en una blusa y el 
Re lid 20% del resto en un reloj. Si luego de dichas 
] Je ol compras le queda 5/144, ¿cuánto le costó la 
fhamo: 
bla ele datos del problema en una blusa? 
] Os 
eta tener en cuenta que el total Resolución 


Antes es el 100% 


Sea Nla cantidad de dinero que tiene al inicio; 
si gasta en la blusa el 25%N, le queda 75%N. 


Luego gasta el 20%(75%N), quedándose con 
80%(75%N); por dato sabemos que 
40% _ 
ad 80%(75%N)=144 
e 80. 75 
2% Lin =144 
eto 100100 
542% 18% 60%, > N=240 
uj Por lo tanto, la blusa le costó 
Jeres son 12%-+189%-=30 
=30% 25% (240) = 60 soles 


an 


Problema 5 

¿Cuál es el precio que se debe fijar a un artí- 
culo, cuyo precio de costo es S/180, para que 
a pesar de rebajar un 20% aún se gane el 60% 
del costo? 


Resolución 
Teniendo en cuenta que, por lo general, la 
ganancia es un tanto por ciento del precio de 
costo. 
Py =P¿ +ganancia —> Ry =180+60%180 
> Py=288 
Además, P - descuento = Py 
Reemplazamos el Py. 
P¿-20%P=288 
80% P,=288 
. Pp=360 soles 


Problema 6 


Se vendió un artículo con una ganancia de m. 
Halle el precio de venta de dicho artículo si se 


sabe que su costo representa el m% de su pre- 
cio de venta. 


Resolución 
En la venta se cumple que 


Py =Po+6G 
Py =Pe+m () 
" Además, Po= m%P,. 
Luego reemplazamos en (). 
Py = MAR, +m 
100%, = m%Py +m 
(100—m)%P, = m 
(100 m) 
100 vom 


- Pp= 100m 


—100-m 


—— 


Problema 7 


Si la base de un triángulo aumenta en 40% y la 
altura relativa a dicha base disminuye en 20%, 
entonces el área varía en 6 em?. ¿Cuál fue e] 
área original del triángulo? 


ución 


El área de un triángulo se calcula de la siguien. 
te manera: 
base x altura 


Área = 
rea 3 


140% 


El área inicial (13/) es 


ZA; =%- 1000/22) 


El área final (/A,) es 
%b: bh 
2, = 100%b 80%h _ 12%) 
2 e 
Sabemos que el área varía en 6 cm? 
D,-1,=6 


112002) 10006(%)=6 
2 2 
bh 


12%| = 
E 


)= > bh=50 


Por lo tanto, el área inicial es 
¡0% 
2 

Problema 8 1 60% 
En una conferencia de arte y Cultura: pa 
son varones, de los cuales el 20% na si 
jeros. De las mujeres, el 90% son pe pjeres 
las cantidades de varones peruanos ges pei 
extranjeras suman 234, ¿cuántas mo 

ruanas hay en dicha conferencia? i 


Tanto porícuanto: 


Resolución 
Sea N el total de personas. 


Peruanos Extranjeros 
20%(60%N) | g00y | 
2190 =12%N (dato) | 
90% (10%) rl | 
| a%6N | 40%N 
Mujeres 36%) 1 pp | 
Además, 
48%N +4%N = 234 
52%/N=234 
3 N=450 


Por lo tanto, la cantidad de mujeres peruanas 
es36%450 =162, 


Problema 9 


Siel20% del 30% de V sumado al 80% del 40% 


io AN es igual a N disminuido en el 60% de 
40, calcule el valor de NV. 


Resolución 
Áplicamos el tanto por ciento, 
2 
A + 80%40%(2N) = N-60% 240 


72, 


80 
100 A :40%2N = n-%, -240 
100 


Asc N-144 
DON 100% — 0 
14= 30% 

* N=48p 


Problema 10 


na 
Mo Mpr esa dí 

maña, 'Onde so] 
UTÓA Y tarde, 9 Se trabaja en tur- 


Ulag q «E VATONOS En Sabe que el 60% de la 
le 
OS El igual al 759% de la can- 


ba “Ones lrabaj; 
a ciento 


Resolución 
Sean 
+ cantidad de varones: V 


+ cantidad de mujeres: M 


> 60%V =75%M 


60% 20%/(75k)=15k 


25 516 (604)=15% | 60% 


Sea x el tanto por ciento que necesitamos cal- 
cular. 


> x%45k=15k 


x=33,3 


Problema 11 

El ahorro de Fernando es el doble del ahorro 
de Alberto. Si el 40% del ahorro de Fernando, 
sumado al 60% del ahorro de Alberto, resulta 
S/420, ¿cuánto ahorró Fernando? 


Resolución 
Sean 


+ +» ahorro de Fernando: 24 


+ ahorro de Alberto: A 
Además, 
40%(24) + 60%A = 420 
80%A +60%A = 420 
140%A=420 
=> A=300 
Por tanto, el ahorro de Fernando es 


2x 300 = 600 soles 
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A 


Problema 12 
El 2 por 7 de N es igual al 5 por 9 del 4 por 5 de 


(N-20). Calcule el valor de N. 


Resolución 
Aplicamos el tanto por cuanto. 


2 5.4 
> yN= ¿xx (N-20) 


Len=2x(N-20) 
7 9 


9N =14(N -20) 


. N=56 


Problema 13 

Un padre de familia distribuye su sueldo de la 
siguiente manera: 40% para alimentos, 60% del 
resto para educación, 25% del nuevo resto para 
ropa y lo que queda lo ahorra. Si lo que corres- 
ponde a los alimentos excede a lo que ahorra 
en 5/352, ¿cuánto corresponde a educación? 


Resolución 
Sea 100% el sueldo. 


Total=100%k 


Alimento 


40% (100%)=40k --- 60%k 


Educación 
Ropa 


Ahorro 


509%(60/Í=36% |... 24% 


25%(24K) 


Sk |. 18% 
18% 


Por dato 
40k-18k =352 
> R=16 


Por lo tanto, lo que Corresponde a educación es 
36x16=576 soles 
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Problema 14 

Un concierto inicia con N personas; luego de 
unas horas, el 40% del total más 200 personas se 
retiran. Pasadas unas horas más, el 80% de las 
personas restantes más 40 personas se retiran, 
quedando 220 personas. Halle el valor de N, 


o4 3 

Al retirarse el 40% N +200, los que quedan son 
60%N - 200. 

Luego se retira el 80%(60%N - 200)+40; los 
que quedan son 20%(60%N - 200) -40. 


Pero sabemos que las personas que quedanal 
final son 220, entonces 


20%(60%N — 200) - 40 = 220 
N=2500 


Problema 15 
En s e si 
Fabrizio es un comerciante y observa pa 
el precio de cada artículo disminuye a se 
y 5 la 
sus ingresos aumentan 4%. ¿En cuánto Y 


cantidad de artículos vendidos? 


Resolución 

Sean 

» ingresos: / 

» precio de cada artículo: des 

+ cantidad de artículos vendidos: Q 

Se cumple que /=PXQ. pe 

Por condición del problema tenernos Y 
104%] = 80% P x (100 +x)%0 

I=PXx0. 


Reemplazamos el valor de 
0+x)%0 


104%P xQ =80%Px(10 
104 _ 80, (100+0 
100 100 100 


> x=30 adidos 


ículos V£ 
Por lo tanto, la cantidad de artícu 


aumenta en 30%. 


problema 16 


largo de Un rectángulo aumenta en 40% y su 


jell Pos a A 
s disminuye en 30%, ¿cómo varía su área? 


ancho 
Resolución 
Alinicio 


Área=ab =100%ab 


a 


Ellargo aumenta en 40% y el ancho disminuye 
en30%, 


Área=70%a 140%b 
Área=98% ab 


140% 


Comparamos el área inicial y final. 
100% ab-98% ab = 2% ab 


Porlotanto, el área disminuye en 2%. 


Problema 17 


siguiente Teservori 


E lo de agua abastece a una 
Pequeña población 


de habitantes. 


Sha ¿m——y, 


Calado 
Ñ 
¿EA due luego de un tiempo la po- 


Ntará y 
se 
n Un radi re: 


ES quiere de un reser- 
"aYor en un 259% y una al- 


. ¿Qué 
nen Ué tanto por ciento más 
Nuevo reservorio? 


Mm 
en (Y) de un cilindro se 


Ente 6 Ula: y 


AH A A 


Para el segundo reservorio se considera un ra- 
dio mayor en 25%=1/4. 
> R=4+1=5 
También se considere un altura mayor en 
20%=1/5. 
> h=5+1=6 
El volumen del segundo reservorio es 

V, =1.5*-6=150n 
El volumen del segundo es mayor que el pri- 
mero en 1507 —801=70r. 


Por lo tanto, el tanto por ciento sería 


cm x 100% =87,5% 
801 


Problema 18 


En la construcción de una piscina olímpica, se 
presenta la obra como se muestra en el gráfico. 


Sin embargo, las medidas oficiales de una pisci- 

na olímpica son 50 m de largo, 1,8 m de profun- 

didad y 21 m de ancho como mínimo. Así que el 
contratista decide que se debe corregir la profil 
didad, el largo y que el ancho sea de 24 m. ¿Qué 
tanto por ciento de volumen aumentará la obra 
inicial para cumplir el pedido del contratista? 


Resolución 
Sabemos que 
+ volumen inicial: 40x20x1,6= 1280 m 


3 
+ volumen final: 50x24x1,8= 2160 m 
a aumentó en 


3 


Entonces, el volumen de la piscin: 


3 
2160 m3 - 1280 m* =880 m 


Dc menta en 
Por lo tanto, la variación porcentual au 


280 100% =68,75% 
1280 
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Problema 19 
La dieta diaria de Abigaíl se muestra en el si- 
guiente gráfico: 


E ) 


carbd] 


Si la suma de las cantidades de carbohidratos 
y frutas excede a la cantidad de proteínas en 
175 gramos, ¿cuántos gramos corresponde a 
verduras? 


Resolución 
Sea N la cantidad de gramos en total, entonces 
+ cantidad de gramos en frutas: 15%N 
» cantidad de gramos en verduras: 25% N 
+ cantidad de gramos en proteínas: 20%N 
Para completar el 100%, la cantidad de gramos 
en carbohidratos será 40%N, 
Además, 

40%N +15%N —20%N =175 


35%N =175 
> N=500 


Por lo tanto, la cantidad de gramos de verdura 
es 25%500=125. 


Problema 20 


De un recipiente lleno de vino se extrae el 20% 
y se reemplaza con agua; luego se extrae nue- 
vamente el 20% y se reemplaza con agua. Si la 
cantidad de vino que queda al final es 32 litros, 
¿cuántos litros de vino había al inicio? 


Resolución 

Sea V la capacidad del recipiente. 

Coro se extrae y solo se reemplaza con agua, en- 
tonces el vino pierde sucesivamente 20% y 20%. 


Lo que queda de vino es 
80%80%V = 32 


ES A 
> 100 100 


V=50L 


Problema 2 

Una tienda A ofrece 3 descuentos sucesivos 
del 10%, 20% y 25%. Una tienda B ofrece 
3 descuentos sucesivos del 15%, 20% y 20%. 
Halle la diferencia de los descuentos únicos. 


Resolución 
El primer descuento único es 
D, =100%-(100-10)%(100-20)%(100-25)% 


un 
90,80 
Diygy = 190% == qq" pp 15% 


Dic = 46% 


un 


El segundo descuento único es 


Daso=100%-(100-15)90(100-20096(100-20 
8580 
22.80% 
Disco) 100% 09 100 
Dasto) = 45,6% 


A entos €$ 
Por lo tanto, la diferencia de los descu 


46% - 45,6% =0,4% 


Problema 22 


La cantidad de sal en el pai en cierto m 
de 0,45%o y la cantidad de 52 wa de o Y 
es de 3%o. Se toma 40 litros e gramos 


o ántos 8) 
20 litros de agua de mar. ¿En 5 de arala 
excede la cantidad de sal de asu 


4 traído: 
cantidad de sal de río en 19% 


es 
jerto 0) 
de Cl r 


Resolución 
Debemos tener en 
+ 1 litro=1000 gramos 

+  40litros=40 000 gramos 
+ 20litros=20 000 gramos 


cuenta que 


por mil. 
sal en agua de río. 


Luego, aplicamos el tanto 
Calculamos la cantidad de 


0,45 a 
=7 x40 000=18 
0,450%040 000=- pg * ó 


Calculamos la cantidad de sal en agua de mar. 


3 
=—— x20 000 = 60 
3%020000 2000 
Porlo tanto, 60 18=42. 


Problema 23 

Ellímite máximo permisible de concentración 
del carbonato de calcio (CaCOz) en agua pota- 
ble es de 300 ppm; los rangos se muestran en 
la siguiente tabla: 


Concentración de Á 
Interpretación 


A 
| Es | | 
(8 0-75 agua suave 

L_ -150 agua poco dura 


[150-300 | aguadura | 


cl e 
L Mayor de 300 agua muy dura 
ts 


e 
e dá una Muestra 
tecla 0,01 m 
Hació 


de 25 mg de agua y se 
Ig de CaCO,. Calcule la concen- 


"EA ppm e indi 
indi i e 
01 ¡que si s 
MO agua Dotable e permitiría usarla 


OS las 
los la po. PTteS Dor mill 


'Ón E 
x Concentración, ppm) y calcu 


Mo e] y, 
o mite Máxim . 
500 se E 9 Permisible es 300 ppm, 


l 
Usar como agua potable. 


n 
d les A, 8 y C llenos de 
4 es 
% Capacig, 


OS recipia 
Dacia 
e 


el 80% de la ca- 
Ad de B el 75% de la 


capacidad de A. Si se consume el 25% de agua 
en cada recipiente, ¿qué tanto por ciento de lo 
que queda en C es la diferencia de las cantida- 


des de agua que queda en A y B? 


Resolución 

Sabemos que 

* Capacidad del recipiente C: 100% 

* capacidad del recipiente A: 80%100% =80% 
+ capacidad del recipiente B: 75%80% = 60% 


Queda For 


Queda dí 


Sea x el tanto por ciento que necesitamos 


calcular. 


> x%(75k)=60R-45k 
x 
— -(75k)=15% 
100 


. x=20 


Problema 25 


¡piente lleno de vino se extrae el 25% 
o se extrae nue- 


on vino. Sila 


De un reci 
y se reemplaza con agua; lues; 
vamente el 25% y se reemplaza C , 
cantidad de vino que queda al final es 39 litros, 


“arinicio? 
¿cuántos litros de vino había al inicio: 
617 


Resolución 1 
Y %=1 ¿ 
Como se extraerá en cada caso el 25% = pm 


tonces a la capacidad del recipiente le asigna- 
remos 16%. 


=> 
==> Se extrae 25%=1/4 y se 
po. Eee reemplaza por agua. 


vino 16% 


Al extraer 25%=1/4 de 
la mezcla, se extrae el 
25%=1/4 de cada 
caga dh componente. Luego se 
vine 2 reemplaza por vino. 


vino 0/44 13h 


Por dato sabemos que 13k=39, entonces k=3, 
Por lo tanto, el vino al inicio es 16x3=48, 


Problema 26 

Se incrementa el precio de costo de un artículo 
en un 80%, pero al momento de su venta se 
descuenta el 20%. Si los gastos y la ganancia 
neta están en relación de 1 a 10, respectivamen- 


te, ¿qué tanto por ciento de la ganancia neta es 
el descuento? 


Resolución 
Sea el precio de costo Pc =100%. 


incremento=80%100%=80% 


Pe=100% — Py=144k P,=180% 
412 
Sbruta= 44% descuento=20%1804=36% 
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Gastos=1 (44%) Gheta=10(4R) 


Sea x el tanto por ciento que necesitamos 
calcular. 


x%(40x)=36% > 40% 


00 =36k 


Mijaíl recibe la siguiente boleta de venta con 
algunos datos incompletos. 


LIBRERÍA “EL PEQUE” 
LIMA-VILLA EL SALVADOR 


RUC: 31415926535 


CUADERNOS x 3,50 
LAPICEROS 48 


OP. GRAVADA (S/) 
IGV -18% (S) 
TOTAL A PAGAR (S/) 


valor dex 
Luego de completar los datos, halle el 


Resolución en 
El IGV es el 18% de la op. grava 


> 18%200 = 36 


Además, 
total a pagar = op. grabada 16Y 
3,50(x)+96 =200+ 36 

. x=40 


. An 


" Sise tiene S/200 


Pb Test 


Ángel tiene S/200 y Juan tiene el 20% de 
lo ce tiene Ángel. ¿Cuántos soles tienen 


entre ambos? 


A) 250 B) 240 C) 220 

D) 300 E) 280 
. ¿Cuánto es el 20% del 30% del 60% de 
10.000? Ñ 
A) 200 B) 320 C) 280 

D) 340 E) 360 


¿Qué tanto por ciento de 560 es 70? 


A) 12,5% 


B) 14,5% 
D) 15% 


CO) 36% 
E) 27% 


Enuna reunión hay 20 varones y 24 mujeres, 
¿Cuántas mujeres deben llegar para que los 
Varones representen el 40% del total? 


yg 


B 
D 15 ) 12 


06 
E 8 


y se gasta el 20% y luego el 


del resto, ¿cuánto quedaría? 
A 60 
Ds 5 Es a 
s/180 
De un 


Tecipi 

Y 40. 'Piente con 20 litros de agua 
: pr Se extrae el 25% y se 

edanp agua. ¿Cuántos litros de 


0 
de Da 5 


E) 27 


De un recipiente con 30 litros de agua y 20 li- 
tros de vino se extrae el 20% y se reemplaza 
con agua. ¿Cuántos litros de agua quedan? 


A) 36 
D) 32 


B) 24 O) 34 


E) 27 


Si el radio de un círculo aumenta en 40%, 
¿en qué tanto por ciento aumenta su área? 


A) 21% 
D) 96% 


B) 44% O) 69% 


E) 36% 


Si el ancho de un rectángulo aumenta en 
10% y el largo disminuye en 10%, ¿en qué 
tanto por ciento varia su área? 


A) 10% 
D) 8% 


B) 4% CO) 5% 


E) 1% 


10, ¿A cómo se debe vender un pantalón que 


costó S/60 para ganar el 30%? 


A) S/70 
D) S/75 


B) S/84 C) S/72 


E) S/78 


. ¿A cómo se debe vender una camisa que 


costó S/28 para ganar el 30% del precio de 
venta? 


A) S/40 
D) S/45 


Bs42 O S/35 
E 


) 5/38 


. ¿Qué precio se debe fijar a UN reloj que Cos- 


tó S/100 para que en el momento de A pra 
ta se descuente el 10% y aún se gane e28%: 


O) S/136 


s/120 
A E) $/130 


A) S/110 
D) S/125 


E a » 
A. 5:70:08 "E 1 El Ciaves 
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dd 


ro 


A 


Problemas propuestos 


Nivel básico 


Karen tiene 200 caramelos, de los cuales 
160 son de menta y el resto es de fresa. 
¿Qué tanto por ciento de los caramelos de 
menta son los caramelos de fresa? 


A) 25% 
D) 15% 


B) 20% C) 75% 


E) 40% 


En una reunión, el total de asistentes es 120 
y el número de varones es el 40% del total. 
Si se retira el 25% de los varones y el 50% 
de las mujeres, ¿cuántas personas quedan? 


AN 56 
D) 60 


B) 72 CUT 


E) 64 


En una reunión, el 40% de los asistentes 
son varones y el 30% de las mujeres bailan. 
¿Qué tanto por ciento de los reunidos son 
los varones que no bailan? 


A) 42% 
D) 45% 


B) 22% O 32% 


E) 30% 


Las medidas oficiales de un balón de fút- 
bol son las siguientes: 


balón con 70 em de diá- 
metro de circunferencia 
(máxima medida) 


balón con 68 cm de diá 
Metro de circunferencia 
(mínima medida) 


Si al inicio un balón tenía la medida máxi- 
ma y luego de cierto tiempo tenía una me- 
dida mínima, ¿en qué tanto por ciento varía 


aproximadamente el área de la superficie 
del balón? 


A) 5,63% 
D) 5,53% 


B) 5,72% — C) 585% 


E) 5,92% 


Cierto producto, por el mismo precio, se 
oferta de la siguiente manera: 


Además, M+N=880. Si Ricardo se come el 
30% de la bolsa con oferta, ¿cuántos 81%" 
mos quedaría en dicha bolsa? 


C) 3508 
E) 3368 


A) 2808 B) 2948 


D) 3228 


En una reunión, el 60% son mujeres, de A 
cuales el 20% usa lentes. De los po 
90% no usa lentes. ¿Qué tanto por Cl 
de los reunidos usa lentes? 


8% 
A) 16% B) 15% a Ñ 
D) 12% 

+ de los 
En una reunión, el 60% hair gi los 
cuales el 20% también usa ¡esen el 
que no usan reloj ni lentes an sal 
10% del total, ¿qué tanto pol 
lentes? 

% 

q) 58 

146%  B4% pg 


D) 32% 


| tienda de artefactos ofrece un televi- 
qe 5/1600 con dos formas de venta. La 
y ia tiene dos descuentos sucesivos 
je y 30%; la segunda tiene 08 des- 
cuentos SUCesivos del 10% y 10% Si una 
ersona elige la mejor opción, ¿cuánto 
debe pagar por el televisor? 
B) S/860 O) S/920 
E) S/864 


4) S/764 
) 5/786 


. En la venta de un artículo se realizan dos 
descuentos sucesivos del 20% cada uno. 
le esa manera solo se paga S/320 por el 
artículo. ¿Cuánto se pagaría si solo se reali- 
zaun descuento del 20%? 


A) S/380 
D) 5/480 


B) S/500 C) S/400 


E) S/350 


ll Y ” 
1 Se venden 2 artículos en S/480 cada uno. 


inuno de ellos se gana el 20% de su costo 
Yen el otro se pierde 


de el 25% de su costo. 
Vánto se pierde Ose 


gana? 


Se gana S/80. 

Se pierde S/80. 

€ gana S/160, 

Pierde S/160, 

295€ gana ni se pierde. 


NT 
ladrillo $; 
e e tiene la forma de un prisma 
as y su 9 ombres que reciben sus 
Alas se indican en el gráfico. 


14, 


Si cada una de las 3 aristas 


á del ladrillo dis- 
Mminuye en 10%, ¿en Qué tanto por ciento 
disminuye su volumen? 


A) 28,9% 
D) 29,1% 


B) 27,1% C) 27,3% 


E) 30,3% 


¿. Un comerciante fija su precio de venta 


ganando el 60% del costo, para luego des- 


contar el 20%. ¿Qué tanto por ciento del 
costo ganará? 


A) 12% 
D) 28% 


B) 24% O) 16% 


E) 32% 


3. Al preparar una pizza, la harina es el ingre- 


diente de mayor cantidad y se considera 
como el 100%; mientras que los otros in- 
gredientes son un tanto por ciento de la 
cantidad de harina. 


harina agua miel , 
100 60 b ( c 


Calcule el valor de a+b+c+d. 


O) 625 
E) 477 


A) 720 
D) 475 


B) 657 


Nivel intermedio 


o surtido con papaya, 


a prepara un jug! A 
Juana prep: nera que la papaya 


piña y fresa, de tal manera € sur ted 
es el 50% y la piña es el 33,3%. a vel 
tidades de papaya y fresa o 
mos, ¿cuántos gramos suman las 


C) 625 


850 
e E) 750 


A) 720 


D) 800 621 


SÁ 


15. 


16, 


17. 


18, 


622 


Carlos inicia un negocio con ÑN soles y gana 
el 20%. Luego invierte el total que ahora 
tiene y pierde el 10%. Luego invierte por 
última vez el total que le queda y gana el 
50%. Si el dinero que le queda al final es 
S/3240, calcule el valor de N. 


A) 3000 
D) 2400 


B) 1500 CO) 2500 


E) 2000 


Cuando se lava una tela, se encoge el 20% 
en el ancho y el 25% en el largo. Se sabe 
que la tela mide 2 m de ancho. ¿Qué longi- 
tud debe comprarse si se necesitan 24 m? 
de tela después del lavado? 


A) 10m 
D) 30m 


B) 20m O 25m 


E) 35m 


Una memoria USB está llena de archivos 


musicales, como se muestra en el gráfico. 


Si el 20% de los archivos de salsa es igual 
a la cantidad de archivos de hip hop, ¿qué 
tanto por ciento de los archivos de rock es 
el exceso de los archivos de salsa sobre los 
archivos de cumbia? 


A) 120% 
D) 150% 


B) 160% CO) 180% 


E) 200% 


A altas temperaturas, un compuesto N sufre 
dos aumentos sucesivos del 20% y 30% de su 
volumen; además, al enfriarse se reduce su- 
cesivamente en 20% y 30%. Calcule la varia- 
ción porcentual del volumen del compuesto. 


20. 


222 


A) No hay variación. 

B) Aumenta en 12,64%. 
C) Disminuye en 12,64%, 
D) Disminuye en 10%. 
E) Aumenta 10%. 


+5, El empuje del viento es de mucha im. 


portancia para las grúas que trabajan a la 
intemperie. Generalmente, estas grúas, 
como se muestran en el gráfico, están for- 
madas por una estructura reticulada y el 
cálculo de la acción dinámica del viento se 
efectúa mediante la formula F=KSV?, don- 
de K es una constante, S es la superficie 
normal a la dirección del viento y V es la 
velocidad del viento. 


Si $ aumenta en 60%, ¿en qué pr pa 
ciento debe disminuir la Peste dis- 
viento para que el empuje del vien! 
minuya en 10%? 


Cc) 10% 


B) 25% y 15% 


A) 20% 
D) 40% 


yn 
ra de 
la altul E 


se € 
minuimos su DA e 
menta en 


Si aumentamos en 20% 
triángulo y dis a 
su área al 

10%, entonces pe espais 
2 

10) 1601, 
E) 240 mM 


Halle el área origin 


2 ] 
A) 250m B) 120m 


D) 300 m? 


- 
inicia un negocio; el primer mes gana 

A pr de su capital, el segundo mes pierde 
. ne del capital que tenía hasta ese mo- 
ug y el tercer mes gana el 50% del capi- 
tal que tenía hasta ese momento. ¿Qué tanto 
porciento de su capital inicial ganó al final? 
B) 52% 0) 39% 
E) 36% 


A) 26% 
D) 56% 


2), Sielradio de un cilindro aumenta en 20 % y 
su altura disminuye en 25%, ¿en qué tanto 
por ciento varía su volumen? 


A) 4% 
D) 6% 


B) 8% C) 5% 


E) 2% 


2, De un recipiente lleno de vino se extrae 
e1 25% y se reemplaza con agua; luego se 
Extrae el 20% y se reemplaza nuevamen- 
3 “on agua. Si al final quedan 48 litros de 


Vino, ¿cuántos litros de vino tenía inicial- 
Mente e recipiente? 


A 60 


a B) 100 O 80 
5 
E) 90 
4 En 
QUÉ tanto Por ci 
ento d i a 
se 6] pedo ebe incremen 
aci 


e un artícul 
ndo un de O para que, aun 


cuento del 209%, se 
: , Se gane el 
“precio de costo? 


Pa 50% 


O 025% C) 54,25% 
Ba E) 100% 


B) 56,250 


de Q 
0d Ar de un artículo es S/120, 
ergo Ed lJarse sy Venta para que al 
ento de] ú 
ler el 20% aún s 
Precio de Costo? ES 


0 
5165 B) 


S/155 


O $S/160 
E) s/170 


26. 


27. 


28. 


28. 


A 


Un libro se vende recargándose el r por 


ciento del precio de costo; sin embargo, a 
un estudiante le rebajaron el p Por ciento, 
Si el vendedor no ganó ni perdió, calcule 
el valor de p. 


100 


B) 100r (100 +1) 
(100 +») (100+r) 1007 
D) 1 +1) 5 (0,01+1) 


r 


Para fijar el precio de un televisor se realiza 
un incremento de $/750. Pero al momen- 
to de la venta se descuenta el 10%; de esa 
Manera, la ganancia neta es S/225, mien- 
tras que los gastos son el 20% del precio de 


costo, Calcule la suma de cifras del precio 
de costo. 


A) 2 B 4 O. 5 
D 6 E 3 
Claudia vendió la mitad de su mercadería 


ganando el 20% del costo; la otra mitad la 
vendió ganando el 20% de la venta. Si en 
la venta obtuvo en total S/980, ¿cuál es el 
precio total de la mercadería? 


A) S/800 
B) S/720 
C) S/640 
D) S/680 
E) S/750 


Se compran n pantalones a S/40 cada e 
El 20% se vende ganando el 50%; el 5 
del resto se vende ganando el 25% y 5 .' 
restante se pierde el 12,5%. Si en tota 
ha ganado S/240, halle el valor de n. 


Cc) 36 
E) 40 


A) 20 
D) 24 


B) 30 


623 


30. 


32. 


624 


Nivel avanzado 


En un paseo de excursión, se encuentra 
que el 40% de los asistentes lo representan 
los varones y el 28% de los asistentes son 
menores de edad; además, las mujeres 
mayores de edad representan el 42% del 
total. Si asistieron 35 varones menores de 
edad, ¿cuántas personas fueron de paseo? 


A) 250 
B) 275 
C) 300 
D) 325 
E) 350 


31. Una persona quiere comprar un artículo. El 


minorista le ofrece un descuento del 100%; 
el mayorista le ofrece un descuento del 
20% del precio que le ofrece el minorista. 
Cuando va a la fábrica le ofrecen un des- 
cuento del 20% del precio que le ofrece el 
mayorista. Si al final lo compra a S/576 en 
la fábrica, calcule el precio inicial del mi- 
norista. 

B) S/624 C) S/728 

E) S/1000 


A) S/518,4 
D) S/888 


Determine la relación de a y b si a es igual 
al tanto por ciento que representa el área 
de un círculo inscrito en un cuadrado de 
lado 2R, del área de dicho cuadrado. Ade- 
más, b es igual al tanto por ciento que re- 
presenta el área del cuadrado inscrito en 
una circunferencia de diámetro 2R, del 
área circular de dicha circunferencia, 


A) 3a4 
D 2%a7 


B) 2ra5 O as 


E) a16 


——e] 


32, Se han fabricado 1000 productos; el 60% 
de ellos se fabricaron por la Máquina A y 
el resto por la máquina B. Si el 5% de lo 
fabricado porA es defectuoso y el 4% de lo 
fabricado por B también, ¿cuántos produc- 
tos en total son defectuosos? 


A) 40 
D) 50 


B) 45 O) 46 


E) 90 


El precio de costo de un celular es S/600. 
Para la venta se fija un precio tal que al 
realizar 2 descuentos sucesivos del 10% y 
20%, se gane el 20% del costo. ¿Cuál es el 
precio fijado? 


C) S/1000 
E) 5/800 


A) S/1400  B) S/1200 


D) S/900 


El contenido de humedad (CH) es la can- 
tidad de agua presente en la madera; se 
expresa como porcentaje de madera seca 
y se calcula mediante la siguiente fórmula: 


cto) = (12) 100% 
Po 
donde 
CH: contenido de humedad (0) 
- Pz peso inicial (8) 
. -  P,; peso en estado anhidro (8) 
humedad en 


á enido de qe 
Además, el cont: ele interior 


equilibrio (CHE) para UN mu 
debe ser de 6% a 10%. 
madera es 5,4 kg, y seca 


de 5 kg, calcule el CH de 
puede usar para Ul 


tend 
dicha má 
m 


indique si se 


interior. 

ñ 12%, 0 
A) 6%;sí  B) 8%;sÍ 15%; M 
D) 10%; sí 
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CAPÍTULO XV 


REGLA DE INTERÉS 


Objetivos 
+ Reconocer los elementos que intervienen en el cálculo del interés simple, compuesto y 


continuo. 
+ Aprender a diferenciar las clases de interés (simple, compuesto y continuo). 
+ Inducir las fórmulas para el cálculo de interés y aplicarlas en la resolución de los problemas. 


Introducción 
Como sabernos, el dinero puede cambiar de valor con el tiempo, esto debido a diversos fenóme- 
hos económicos como la inflación y la devaluación; aquí radica la importancia de conocer los 
fundamentos básicos de las matemáticas financieras. 
Entendemos que toda persona que recibe un préstamo debe pagar no solo la cantidad recibida, 
E una cantidad de dinero adicional (ganancia para quien realizó el préstamo) por el uso de ese 
mm cc mayor porcentaje de los ingresos de 85 entidades aancierasiss deriva de los 
Mpotecarios pa obtenidos por los préstamos que realizan, diferenciándose si son préstamos 
Está en el pe Er ¡de estudios, etc. En ese sentido, el negocio de las entidades financieras 
béstamos e bajos intereses por los depósitos, pero en el cobro de altos intereses por los 
Que realizan. 
El Contenido del 
e la teoría, enc 
los Siguientes: el 
A las clas 
a 
Problemas NC 
Para Una ein 
vb Poio. a del presente capítulo es conveniente revisar los capítulos de razones 
el si viente a y tanto por ciento. Asimismo, este capítulo será de gran utilidad para compren: 
“com Sapítulo de regla de descuento, 
Bote Ya o siga el orden indicad I capítulo está elaborado con una secuen- 
de lo sencillo a lo y indicado, ya que el capítulo 
complejo. 


Presente capítulo está organizado de la siguiente manera: en la primera parte 
ontraremos los elementos que participan en la regla de interés, los cuales son 
Capital, el tiempo, la tasa de interés, el interés y el monto; en la segunda parte, 
es de interés: simple, compuesto y continuo, cada uno de ellos desarrollados con 
ues, siempre reforzados con ejemplos y aplicaciones. Sigue una lectura relativa al 
Ontraremos los problemas resueltos, un test para autoevaluarnos y finalmente los 


|< ] o 
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Lumbreras Editores 


1» ELEMENTOS DE LA REGLA DE INTERÉS 
Lo elementos que intervienen son el capital, la 
tasa de interés, el tiempo, el interés y el monto. 


interés 


"AR A" 


. tiempo 


lasa de interés ¿AAA 
capital l monto | 
( ) Á 


1.1. CAPITAL (€) 

Se denomina capital a toda cantidad de dine- 
ro, bien material, servicio o esfuerzo humano 
que se va a ceder para que produzca una ga- 
nancia luego de un periodo de tiempo, 

En términos económicos, el capital es dinero, 
ya que todo bien material o servicio tiene un 
valor expresado en dinero. 


Al capital también se le denomina principal. 


“2 PO (t) 

Es el periodo durante el cual se va a ceder o 

imponer el capital. 

Consideraciones 

-1. El conteo de los días comprendidos entre 
una fecha inicial y una fecha final se halla- 
rá al aplicar el método de los días termina- 
les, el cual consiste en considerar todos los 
días posteriores a la fecha inicial, incluida 
la fecha final, es decir, se excluye el día co- 
rrespondiente a la fecha inicial. 
Ejemplo 
Veamos cuántos días transcurren entre el 14 
de junio y el 6 de septiembre del mismo año. 


E) ED días 


junio julio agosto septiembre 


0 3) 


Tomamos la can- Se cuenta has- 
ta el último día 


tidad de días que 
quedan en el mes. inclusive. 


Por lo tanto, transcurren 
16+31+31+6=84 días, 
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2. Una forma práctica de recordar ht 
días tiene cada uno de los meses de Nues- 
tro calendario es utilizar uno de Nuestros 
puños. Empezamos contando a partir de] 
nudillo del meñique hacia el índice (empe- 
zando en el mes de enero o agosto), con- 
siderando que cada mes que caiga en un 
nudillo tiene 31 días y los que caen en una 
hendidura tienen 30 días, a excepción de 
febrero que podrá tener 28 o 29 días (se- 
gún sea año bisiesto o no bisiesto, respec- 
tivamente). 


maro julio 


Ho alo io 


diciembre 
octubre 


agosto | 


A 
Po coviemtre 
septiembre 


Se puede observar lo siguiente: 
+ Hay 7 meses que tienen Sr 
+ Hay 4 meses que tienen 30 días. 
+ Febrero tendrá 
- 28 días (año común) 
- 29 días (año bisiesto) 


RR 


ánicos Meses consecutivos en un 
Los i ías son julio 
y n 31 días son j y 
ñ ño que tiene! 
mismo al 


agosto. 
+ Además, tenga en cuenta que 
mes comercial: 30 días 
año comercial: 360 días 
año común: 365 días 
año bisiesto: 366 días 
un lustro: 5 años 
una década: 10 años 


Nota 
En los problemas, si el tiempo está dado 
en meses y no especifican cuáles son, se 


nsideran los meses comerciales (meses 


Udías cada uno). En caso contrario, se 


iderarán los días que tiene cada uno 
de los meses en nuestro calendario. 
Considere la siguiente: 
bimestre <> 2 meses 
trimestre <> 3 meses 
“laltimestre <> 4 meses 
semestre <> 6 meses 
Entonces 
NP) Meses 


6 bimestres 


Unaño <> i 
n0<> 4 4 trimestres 
3 cuatrimestres 


Ye 
An, “Semestres 
demás, 


Himestres 


%mose 
— es 


3 meses 


3 meses 


5 Un año 
año 
>5> 4 trimestres 


1.3. TASA DE INTERÉS (1%) 

Es la ganancia que se obtiene por cada 100 
unidades monetarias prestadas en la unidad 
de tiempo (generalmente es un año). 


Ejemplos 

+ Una tasa del 10% anual implica que cada 
año se ganará S/10 por cada S/100 presta- 
dos. 

» Una tasa del 2% semestral implica que 
cada semestre se ganará $2 por cada $100 
prestados. 


»» Observación 
Tenga en cuenta lo siguiente: 
= — Alatasa de interés también se le deno- 


mina rédito. 


+ Cuando no se indique la unid 


npo en la qué se encuentra la 


s. se asumirá que es una tasé 


de int 
de interés anual. 
Ejemplo 


10%<>10% anual 


*« La tasa nominal es la te 


convenida para una op 


ciera. Esta tasa de inlerés s 


enotro 


presar de manera propore 


tiempo 


Ejemplo 
24% anual es proporcional a una tasa 


del 2% mensual. 


+ La tasa efectiva de interés es la que 
realmente actúa sobre el capital de la 


operación financiera. 


>» Dependiendo de las condiciones en 
que se dé la operación financiera, la 
tasa nominal puede ser igual o dife- 

rente de la tasa efectiva de interes. 


1,3, 2lent 
Dos o más tasas de interés (tasa nominal) son 


equivalentes si, en condiciones diferentes 
(mensual, bimestral, trimestral, etc.), producen 
la misma tasa efectiva anual. 


Ejemplo 
Si conocemos que 


5% bimestral <> 6(5%)=30% anual 
15% semestral <> 2(15%)=30% anual 


Entonces 5% bimestral y 15% semestral son 
tasas equivalentes. 
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»» Nota 
En forma práctica, dos o más tasas de inte 
son equivalentes si al impuestas al mismo 
tiempo, producen la misma ganancia 
Ejemplos 

2(200)=4% bimestral 


pe 
| 
13(2%)=6% trimestral 


2% mensual < > =8% cuatrimestral 


7 


2% semestral 


24% anual 


Además, podemos afirmar que 
- Gl trimestral <> 8% cuatrimestral 


-  Móbimestral <> 12% semestral 


24% 
=12% semestral 
De , 
——=8% cuatrimestral 
3 
24% 
A lO aria 
24% anual <> ¿ q =% trimestral 
O ds 
6 =4% bimestral 
24% 
12 =2% mensual 


Asumiendo el mes comercial, e 


ndo e s decir, un 
mes de 30 días, tendre 


Mos que 
- 0,25% diario <> 30(0,25%)=7,50% mensual 
6 2 5% g 

6% mensual < y 02% diario 


—— 


»» Recuerde 


Tenga en cuenta los siguientes significadosop 
tenidos del Diccionario de la lengua española 
Bimensual: Que se hace y Ocurre dos ye 
ces al mes. 


>» Bimestral: Que sucede o se repite cada 


bimestre. 


1: Que ocurre dos veces al año. 
ío: Periodo de dos años. 

enal: Que sucede o se repite cada bienio, 
lo amterior se puede señalar que 

“s bimensual no equivale a decir 
tral 


Jecir 20% bianual no equivale a decir 


lo bienal. 


Es la ganancia o beneficio que produce el ca- 
pital impuesto durante cierto tiempo y bajo de- 
terminadas condiciones. 


O (14) 


Es la cantidad obtenida al sumar el capital Y 
los intereses obtenidos en un det 


terminado 


tiempo. 


2» CLASES DE INTERÉS 


2 


1. IMTERÉS SIMPLE 
Es cuando el interés que Pr 
se acumula al capital A 
préstamo o imposición; es decir, 
manece constante durante todo €: 
dura el préstamo O imposic 
Veamos el siguiente ejemplo 
Janeth le presta S/800 a su 
meses con la condición de 
el 10% mensual. Hallemos la gan: 
Janeth y cuánto recibirá, en total, 
préstamo. 


al 
ino hasta el fin: 
1, sino el capital per 


ión. 
deductivo: 


yecina 
que ella le 
ancia 10! 
¡naliza” sl ; 


HR 


1 cantidad prestada es S/800. 
C=5/800 


El capital permanecerá 
constante durante los 3 
meses. 


g préstamo dura tres meses, 
(=3 meses 
Además, r9%=10% mensual 


Cada mes, Janeth ga- 
nará el 10% del capital 
prestado (C) 


* Ahora vamos a deducir la fórmula del interés 
simple. 
Sabemos que 
ganancia de cada mes <> interés mensual 
10%(800)=5/80 


intereses 


A: 


S/80 S/80 S/80 


C=S/800  C=S/800 C=8S/800 € 


a) constante 


Además, 
ganancia total <> interés total 


3 (10% 800)=8/240 


MES 


| E Conclusión, 1 


lerés nda ' > fórmula para el cálculo del 


Esto Sed; 


a Sie; 
ya tiem Mpre que la tasa de interés (1%) 
Mitad. e 
plo: 


n en las mismas 


en meses 
en trimestres 
en años 


2.1.1. Consideraci 


A 


Luego, del ejemplo anterior 


total al final del préstamo <> monto 
rota cd ¿[Cantidad 
que prestó) | que ganó 


Total= S/800 + S/240 = S/1040 


En general, la fórmula para el cálculo del 
monto es 


» Observación 


Se debe empezar interpretando correcta- 
mente la tasa de interés. El 109 
quiere decir que cada mes 
10% del capital. 


mensual 


se ganará el 


=> 10% C cada mes 


Luego, el interés de los tres mes 
[=3(10%C) = 30% C 

Además, sabemos que 
M=C+I 

=> M=100%C+ 30% C 
M=130%C 


»  I=t(r%C), donde t y r% se encuentran en 
las mismas unidades. 

+  Eniinterés simple el capital (C) debe per- 
manecer constante. 

+ Si asumimos que la tasa de interés (1%) es 
constante, tendremos que 


1,9 C=constante 
1 


Es decir, 1 DP £. 


Ejemplo 
a sa mismo capital impuesto a uni 
interés constante. 

Sea / el interés de un me: 
el interés será 71. En un año, € 


a tasa de 


meses 


5, entonces en 7 
4121. 


L interés ser 


|] 
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- Sabemos que /=t(r%C) 
Entonces para (=1 año yr% anual, tenemos 


l, 
Tama =1(4%C) => r% anual= en 


A 


9% anual="20621 1000 


Entonces, la tasa de interés anual la podemos 
interpretar como la relación entre lo que ganó 
en un año y el capital. De igual manera, la po- 
dríamos analizar para cualquier tiempo), así, la 
tasa de interés bimestral será igual a la relación 
entre lo que ganó en un bimestre y el capital. 


Ejemplo 
Un capital de S/1040 produce en un año una 
ganancia de S/208. 

1 


> r%anual= 208 x 100% = 20% 
1040 


» nota 

+  Enlos problemas, no siempre se utili 
zará la palabra “interés” para referirse 
a este, sino que en el contexto se inter 
pretará como la ganancia que produce 
el capital en un determinado tiempo. 
Ejemplo 
El capital de Andrés produce cada tres 
meses S/120. 
Entonces el interés trimestral es 5/120, 


2 Enlos problemas, no siempre se utili- 
zará la palabra “monto” para referirse 
a este, sino que en el contexto se inter- 
pretará como el total que se obtiene al 
final del préstamo. 
Ejermplo 
Un capital de S/2000 se convierte al 
cabo de tres años en 5/2600. 
Entonces, al cabo de tres años, el mon- 
lo será S/2600. 


+ Cuando se indique “renta” equivale al 
interés de un año, 


—— 


Aplicación 1 , 

Halle el monto si se sabe lo siguiente: 
+  C=5/2400 

+  t=7meses 

+ r%=15% trimestral 


Resolución 
Sabemos que 


r%=15% trimestral <> 5% mensual 


Ahora el tiempo y la tasa se encuentran en las 
mismas unidades. 


Entonces 


I=7(5%C)=35%C 


Luego, 
M=C+I 
M=C+35%C=135%C 
> M=135%(2400)=5/3240 


Por lo tanto, el monto es S/3240. 


Aplicación 2 e 
Halle el monto si se sabe lo siguiente: 
»  C=8S/1250 

» (=9meses 

+  r%=10% trimestral 


Resolución 
Sabemos que 


y del 


> ganará el 10 
Se ganar pe 


capital cada times! 


71%=10% trimestral 


1=9 meses <> 3 trimestres 


pan en las 


' cuen 
Ahora el tiempo y la tasa $6 Es 


mismas unidades. 


Entonces 
¡=3(10%)=30%C 


| 
Luego, 
M=C+! 
¡1=0+30%C=130%C 
> M=130%(1250)=5/1625 


Porlo tanto, el monto es S/1625. 


Aplicación 3 

Halle el monto si se sabe que 
+ C=5/6000 

+ t=8 meses 


+ 19=5% trimestral 


Resolución 
En este caso, si expresamos el tiempo en tri- 
mestres o la tasa en meses, no obtenemos 


Cantidades enteras como en las aplicaciones 
anteriores, 


Podemos proceder como se muestra a conti- 
nuación, empezando 
interés, 


siempre por la tasa de 


Se ganará el 
3% del capital 


Cada mes. 


A, 


Ahora el tiempo y la tasa se encuentran en las 
mismas unidades. 


Entonces 
5 40 
I=8| “9 |=% 
(59 ) 3 %C 


I= - %(6000)=S/800 


M=C+I 


M=6000+800 =S/6800 


Aplicación 4 
Si se prestó S/2450 y en cinco meses produjo 


una ganancia de S/490, ¿a qué tasa de interés 
se realizó el préstamo? 


Resolución 

Piden hallar la tasa de interés. Como no indi- 
ca las unidades, se refiere a la tasa de interés 
anual. 


Además, como la tasa de interés es constante, 
el interés es proporcional al tiempo. 


Entonces 


+  interésen5meses= S/490 
s/98 * 


5 


+ interés en un mes= 


Por fórmula sabemos que 


1% mensual = Sm x100% 
98 
== x 100% =4% 
=> r % mensual 2450 


Luego, 
r% anual=12(4%)=48% 


Por lo tanto, se prestó al 48% anual. 
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Otra forma Sabemos que 
Se tiene lo siguiente: 


»  C=5S/2450 Ahora el tiempo y la tasa se encuentran en las 
+  (t=5meses mismas unidades. 

+ interés en 5 meses=S/490 
+  r%anual=¿? 


15% trimestral <> 5% mensual 


Por dato tenemos que 


1=5/1240 


Entonces Luego, 


4(5%C) =S/1240 
C=6200 
Por lo tanto, el capital depositado fue S/6200. 


Es cuando el interés que se obtiene en cada 

ra=2 intervalo de tiempo convenido (periodo de 

8 capitalización) se suma al capital, es decir, se 

Luego, capitaliza, formando un nuevo capital y repi- 


12 tiendo el proceso hasta finalizar el préstamo. 
r%= 75* 100% = 48% 


Veamos el siguiente ejemplo deductivo: 


Por lo tanto, se prestó al 48% anual. Andrés impone S/4000 durante un año en una 
financiera que paga el 30% capitalizable Cua: 

Aplicación 5 trimestralmente. Hallemos el interés y el mon- 

Se impone un capital al 15% trimestral el 6 de to que obtendrá Andrés. 

mayo; hasta el 3 de septiembre del mismo año 

se obtuvo un interés de 5/1240, ¿Cuál fue el ca- »» Recuerde 

pital depositado? Para resolver un problema de interés pa 

puesto, primero se debe ubicar el peta Pa 
Resolución de capitalización. Luego, la lasa de interés 


E gmas 
i ' , Ñ » debe car en las mis 
Piden hallar el capital (C). y ol tiempo se deben coloc 


ialización. 
unidades del periodo de capilalizació 
Contemos los días desde 6 de mayo hasta el 3 


de septiembre del mismo año. 6 C) es cual" 
El periodo de capitalización (PA 


31 0) E) 30 mestral. 


mayo junio julio agosto sept.  ' Sabemos que 


O 


mestre 
Sada cuatrimes 
Cada cul 21006 el 


A 1 
r9%=30% <> 10% cuatrimestrá 


E un año <> 3 cuatrimestres 


dos de capitalización) 


(3 perio 


(n.2 de días)=25+30+31+314+3=120 <> 4 meses C=5/4000 
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Ro— 


amos diferentes formas de obtener el mon- 


Ves ; 
to interés compuesto. 
Forma 1 
Aplicando aumentos SUCesivos 
1 =10%C 1,=10%C, 1,=10%C, 
( €,=110%C  C,=110%C, M=110%C, 
M=110%C, 


Tres aumentos 
sucesivos del 10% 


M=110%110%C, 
M=110%110%110%C 
M=110%110%110%4000=5324 


Entonces el monto a interés compuesto será 
5/5324, 
Añora hallaremos el interés compuesto. 
MC omp 
loop =M-C 
Leomp =5324-4000=1324 
Porlotanto, e] interés compuesto será S/1324. 
Mota 


Los yy 
rada 
en e Capilales, Cy C,, se conside- 
6 E 
monto del primer periodo (M) 


Y monto del 
> el s ds 
Iramente. esundo periodo (M,), respec- 


Forma 2 
D pudo (órmula 
tl Anterior 


M=110 
% 
mer. 210% 110%c 


=Cx 1 
( 1=C(10006+109438 


Ma N* de periodos 
(L+109) de Capitalización 


En las uni 
del pp ados 


Entonces la fórmula para el cálculo del monto 
a interés compuesto es 


M=C(1+r9%)" ] 
donde 


-  r%: tasa en las unidades del PC 
-  T:múmero de PC 


Como C=5/4000 

M=4000x(1+10%)? —> M=8/5324 
Luego, 

155324-4000=1324 


»» Nota 
En el ejemplo anterior 


+ 30% anual es la tasa nominal 
30% 


=10% cuatrimestral es la tasa efec- 


tiva en el periodo de capitalización y es 
la que se utiliza en la fórmula. 


Forma 3 

Aplicando proporcionalidad 

Como en cada PC se ganará el 10%=-7 del 
nuevo capital y hay 3 PC, asumimos un capital 
inicial igual a 10%X=1000K. 


Le-100k 1=1M=110k 1=M,=121K 
= 1 c=100K 1 =1M=110K 1=M, 
Mg bid Td 10 


TRE A) 


C=1000K M,=1100K M)=1210K M=1331K 
donde 
=1, +1) +132331K 


1, comp 


También se puede obtener así 
p=M-C= 331K 


Lom 


Como C=S/4000 
C=1000K=4000 > K=4 

Por lo tanto, 
M=1331K=S/5324 

p=331K=5/1324 


l, com) 
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Lumbreras¡Editores 


¿Cómo hallar la tasa efectiva anual (TEA)? 
La tasa efectiva anual (TEA) es la tasa que real- 
mente actúa sobre el capital en un año. 
Del último ejemplo 

M=110%110%110%C 
=> M=133,1%C 


Luego, 
M=C+I, 


comp 


Leomp=M=C => Iomp=33,19C 


Se gana el 33,1% del capital en un año. 


. TEA=33,1% 


¿Qué sucede cuando el número de periodos 
de capitalización no es exacto? 

En el último ejemplo, cambiamos el tiempo de 
un año a 15 meses. 

En primer lugar, calculamos el monto a interés 
compuesto hasta el último periodo de capita- 
lización. 

Luego, para el tiempo que queda aplicamos 
interés simple, tomando como capital el 
monto calculado en el paso anterior. 


Tendríamos lo siguiente: 


PC cuatrimestral 


3 mese: 
30 


>1 trim 
30% <> 10 cuatrimestral 


unaño <> 3 PC 
C=5/4000 


1<> 7,50% trim 
Capital=34 


l 


a comp 


10% 1o=10%m3, 


e M; M, 1 


C=8S/4000 
M=8/5324 
1 +o+13=M-C=8/1324 


Luego, 

157,5%M=7,5%(5324) =5/399,3 
Entonces el monto final será 

Mina =M+1=107,5%M 


Mknar=107,5%(5324)=S/5723,3 


Además, el interés total será 
Lior1=) +1) +13+1=8/1723,3 


Moral Mya C=8/1723,3 


Aplicación 6 
¿Cuánto ganará Diana si impone S/2500 duran- 


te 2 años al 5% trimestral con capitalización 
anual? 


Resolución 

Como nos piden lo que ganará Diana, enton- 
ces hay que hallar el interés compuesto. 

El periodo de capitalización (PC) es anual, 
entonces, la tasa de interés y el tiempo deben 
estar en años. Entonces 


+ 5% trimestral <> 20% anual 
* 2años<>2PC 


+  C=8S/2500 
Tenemos 
[¡=20%C 
Lp 20 Pe 


ER m7 

e Mm =1200€ gti 

Hallemos el monto (M). 
M=120% 120%C 


M=120% 120%2500=5/3600 s 


tr. =3600-2500=1100 
comp. 


Porlo tanto, Diana ganará S/1100. 


Veamos otras formas de resolver. 
Forma 1 
Sabemos que 

M=C(1Er%)" 


donde 

- C=S/2500 

- "hy T están en las mismas unidades del 
periodo de capitalización que es anual 

- r%=20% anual 

+ T=2años 


Entonces 
M=2500(14-2096)? 
M=3600 

Luego, 

Msc+] comp 
Lp =M-C 
| Pony =3600-2509- 


Por ¡ 
%lanto, Diana ganará S/1100. 


1100 


| 
| 
Pr 

TA 


Crés en Cada periodo. 


$(3000)=600 


¿> de capitalización, pode- 


M=8/3600 


Aplicación 7 

Se deposita C soles durante un año y medio en 
una financiera, al 50% capitalizable semestral- 
mente. Si la diferencia de los intereses obteni- 


dos en el primer y tercer periodo de capitaliza- 
ción es S/216, halle el monto que se obtiene. 


Resolución 
Piden hallar el monto (M). 


El periodo de capitalización es semestral, en- 
tonces, la tasa de interés y el tiempo deben 
estar en semestres. 


* 50% <> 25% semestral 


* unaño y medio <> 3 semestres 
AS 
GPO) 


1 
Como en cada PC se ganará el 23=g del 


huevo capital y hay 3PC, asumimos un capital 
inicial igual a 4K. 


=> C=64K 


Tenemos lo siguiente: 


Sabemos que 
[¿-1,=S/216 
25K-16K=216 
9K=216 > K=24 


Luego, 
M=125K 
M=125(24)=3000 


. 00. 
Porlo tanto, el monto que se obtiene es sd 
637 


ES | 


Aplicación 8 

Dino deposita S/2000 durante 8 meses al 10% 
mensual con capitalización trimestral. ¿Qué 
monto recibirá Dino al final de los 8 meses? 


Resolución 

Piden hallar el monto (M) 

El periodo de capitalización es trimestral. En- 
tonces la tasa de interés y el tiempo deben es- 
tar en trimestres. 

« 10% mensual <> 30% trimestral 

*«  C=5S/2000 


Como el tiempo es 8 meses, entonces, para los 
primeros 6 meses (2PC) aplicaremos interés 
compuesto y para los 2 meses restantes apli- 
caremos interés simple. 


] 
| interés compuesto | 


E z 
»| [interés simple | 


h L 1=20%M1 


Cc 4, M Maat 


Entonces 
M=130%130%C=169%C 


Luego, 
Mina =M+1=120%M 
Minar=120%169%(2000)=4056 


Por lo tanto, el monto que recibirá Dino es 
S/4056. 


Aplicación 9 

Daniel deposita 5/5000 acumulable trimestral- 
mente al r% y al cabo de un año se convierte 
en S/10 368. Halle 1%. 


Resolución 

Piden hallar r%. 

Como no se indica sus unidades, se asume 
que es anual. 
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Decir acumulable es equivalente a decir capi. 
talizable, entonces el periodo de capitalizació 
es trimestral. 

Luego, la tasa de interés y el tiempo deben es. 
tar en trimestres. 


rms 
* r%<> Es) trimestral 
+ unaño<>d trimestres 
QanasSnes 
(PC) 


Además, sabemos que 
+  C=5S/5000 

*«  M=S/10 368 
Entonces 


ru y 
5000 1+ 57) =10 368 


1% í 10.368 
1+ = 


4) 5000 
e E 
( 4) 625 K5 

: 4 
2 > ró=z 


r%=Ex1009% = 80% 


paración de los 
capital impues 
para el interés 
anual. 


Veamos gráficamente la com 
montos correspondientes a un 
to a una misma tasa de interés, . 
simple y compuesto con capitalización 
Por ejemplo para 
C=S/1000 
r%=20% 
taños 
+ Monto a interés simple 
M.(O=1000+1(20%1000) 
M,(0=1000(1 +0,21) 


esto 


+ Monto a interés compu 
M0) =1000(1 +20%)' 
M(O= 1000(1,2 


fala tabla se muestra MO y M.(O para al- 
gunos valores de f. 


(años) Ms (SI) Me (S/) 
a 1000 1000 

| 1200 1200 

"a 1400 1440 

los 1600 1728 
4 1800 2073,6 
5 2000 2488,32 | 

| 

L 


Ahora veamos gráficamente. 


HAS) 


3000 


AAA AAA 


Ahora analicemos con diferentes periodos de 
capitalización. 


Periodo de S Tasa | 
Helizació Número A 
capitalización dePo efectiva en ¡ Monto (M) 
(PC) el periodo 
Anual t 1% C(+10%)' 
| e E 
Semestral 2 e 
y 
-% E apnál 
Cuatrimestral | 3£ e C|1+ sl 
3 3 
1% o 
Trimestral al = C ¡end | 
| 4 Load 
T a 
IS 
imestrál 61 — C|l+2> 
Bimestral 6 A ] 
| 2, 
| ro | 90 
Mensual 121 o a 
12 12) 
| 
r% 
ni == 
n 


Cuando en un año hay n periodos de capita- 
lización. e 
% 
M= e) 
n 


I(años) 
0 ca > Sin=> 
' II 3 3 4 EÉ (1. 1 y 
INTERE Meontinuo F PE n 
8 . S CONTINUO A 
We se q cos del interés compuesto pe 
ns lc 0 el periodo de capitalización M =tim Cl += 
odos »*s decir, cuando el número continuo ys L 
Ps, “capitalización tiende al infinito. all 
od Mo Obten 
el er la fórmula para el cál- constantes 
Sn Anto a interés continuo. A Como C,rióy!s08 ¿ye 
e ra 
1 
=C| lim|1+7 
M continuo Cc bae pra 
ro) ) 
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Como el interés es continuo, el periodo de ca- 
pitalización es instantáneo. 


Entonces 
n>. 
n 
o 
r% 
Luego, 
n yt 
r% 
Meonimo=C| lim [14 
continuo n n 
E 
rá r%. 
¡Úúá=A22 


$ 


Entonces la fórmula para el cálculo del monto 
a interés continuo es 


donde r% y £ están en las mismas unidades. 


Veamos su representación gráfica para 


. C=S/1000 
-  r%=20% 
+ faños 


Meoninuol)=1000e 


En la tabla se muestra el Moominyo Para algunos 
valores de £. 
t(años) Meominao(3/) 

0 1000 

1 1221,402... 

es 1491,824... 

3 1822,118... 

4 2225,540... 

3 2718,281... 
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Ahora veamos gráficamente. 


' años) 
es 


) ll L 


enga en cuenta lo siguiente: 


lebe tener presente que aunque el 
zación 


número de periodos de capitali 
tienda al infinito, no ocurre lo mismo 
' on el rmonto, pues este se va acercan- 
do aun valor determinado (tiende a UN | 


límite) 


de los logarit- 
arece 


El número e es la base 
wos naturales o neperianos, y aP' 
en la función exponencial 


a 
e= lim (1+7) 


donde el valor de e es 
2,71828182845904... 


Aplicación 10 


5 
de ahorro: 
Se depositan S/4000 en una ae zación conli- 
durante 5 años al 4% con e optendrá. 
nua. Halle el interés continuo qU 


Considere e%?=1,2214 


um 


Resolución 
piden hallar el interés continuo. 


Por dato tenemos que 
+ C=S/4000 

+ y%=4% 

+ [=5años 


Sabemos que 
=Cxe rw" ambos 


A enaños 


Meontino =4000xe 6) 


Meontinuo 


Menu 4000 x 204, 


1,221403 


> Meoninuo=4885,6 


Luego, 

M=C+1 

looninuo =M=C 

Leoninuo =4885,6-4000 
A Doontinuo =885,6 


Forlo lanto, se o] 
Continuo, 


btendrá 5/885,612 de interés 


plcación 11 
an deposi 
a soles a interés continuo du- 
Hale cy Yalfinal retira un total de S/19 050. 


tasa de; 
time a de interés u : 
Mal Considera Sa! 8 aplica es 2% 


% tri 
M "Imestraj <>8 
“OMtinyo 


Luego, 


=C pr 
Meominuo=C*€ 
ambos 


A enaños 
19 050=Cxe*%G) 


19 050=Cxg021 


C=S/15 000 


» Nota 

Considere lo siguiente: 
* En el sistema financiero peruano, los 
bancos y financieras aplican interés com- 


puesto; además, cobran otras comisio- 


nes, Asimismo, ofrecen tasas de interés 


muy pequeñas para los depósitos 


+ Adiferenciá de las tasas de interés para 
depósitos, en el sistema financiero pe- 
ruáno, las tasas de interés para presla- 


mos y créditos son altas 


+ El interés simple es ulilizado por el siste- 
ma financiero informal, generalmente, 
por los prestamistas particulares 


+ En los problemas se suele utilizar lam- 
bién interés 
cieras, así como valores altos par 
tasas de interés, esto por comodidad en 


simple para bancos y finan- 
a las 


los cálculos. 


* Sabemos que 
M=C+I 
> I=M-C 
Luego, según sea la clase de interés te- 
nemos lo siguiente: 
Iiiripte=Msimpte= € 


Teomipuesto =Meompuesto” C 
Teontinuo =Mcontinuo” 


Fondo de Seguro de Depósitos (FSD) 


El Fondo de Seguro de Depósitos (FSD) fue 
Bancarias, Financieras y de Seguros, apro! 


Ley General de Instituciones 
1te Decreto Legislativo N.” 637, 
-febrero 2020 es S/100 661. 
nte según el indice de precios al 

s nominativos, bajo cualquier 
le lucro, así como los de- 


El monto máximo de cobertura para el per 
Este monto, de acuerdo a Ley, es aci 
por mayor (IPM). La cobertura del 
modalidad, de las personas nalura 
pósitos a la vista de las demás pers 
asegurados que un depositante liene en u 


Los recursos del FSD para cumplir con sus 05 

+  Elaporte inicial efectuado por el BCR 

+ Las primas que desembolsan sus miembros 

+ Los ingresos provenientes por las multas impl 

» Los depósitos, títulos valores y otros | 
entidad del sistema financiero y no haya 

+ El dinero, los valores y los demás activos 
el Banco de la Nación, en calidad de rem 
hayan sido sujeto de reclamos por un periodo de cinco años 

+ El rendimiento de los activos propios del FSD _ 

+ Las líneas de crédito del Tesoro Público aprobados mediante Un Decreto de a de 

+ Las líneas de crédito obtenidas con garantía del Tesoro Publico aprobadas por ad 
Urgencia. 

+ Demás recursos que el FSD obtenga con aprobación del 


La principal fuente de ingresos del FSD proviene de las primas que SUS 


san dentro de los diez días útiles luego de vencido cada trimestre. el 
determinadas por lad 


r la SBS y el BCR. 
manezcan durante diez años en una 
ún movimiento. 
or las entidades en liquidación en 


> los procesos de liquidación y que no 


| Consejo de Administración. A 
miembros desembol 


Las primas que las empresas pagan trimestralmente al FSD están 
ción de riesgo asignada a dichas empresas por empresas especializadas Y he 
depósitos cubiertos. A cada categoría de clasificación de riesgo le corresponde U 

de prima que varía en un rango de 0,45% a 1,45%. da protege! el 
Desde el inicio de sus actividades, el FSD ha cumplido con el mandato leg sde ¡ 
ahorro, cubriendo las cuentas de aquellas personas afectadas por los Lp ito Valle e 
de Peruinvest, Banco Popular, Banco Hipotecario, Caja Rurales de Ahorro Y co Orión, ser 
Río Apurímac y Ene, Selva Central, Majes, Banco República, Banco Banex, 


s A S.A. 
banco, Banco Nuevo Mundo, NBK Bank, Banco Latino y la Financierá TFO E 


td.otÉ e A 


Adaptado de < 


| ». Problemas resueltos 


problema 1 / 
Bertha calcula que si deposita su capital du- 
e) 


rante cierto tiempo a Una determinada paa de 
interés, SU capital se cuadruplicaría; Jnieoitas 
quesilo deposita durante un tiempo igual a la 
tercera parte del anterior y a una tasa igual a 
| lamita 
| $/1500. Halle el monto que recibirá si deposita 
sucapital al 5% trimestral durante 2 años. 


Resolución 
Piden hallar el monto (M). 


Opción 1 
Asumimos t y r% en las mismas unidades. 
Del enunciado tenemos que 


ró anual 
1=3C 


i M=4C 


k: Joso > C=2(1500)=3000 
7 locos tenemo: 
y Soo 


S que 


d de la anterior, obtendría un interés de 


Problema 2 


¿Cuál es el interés que genera S/4800 impuesto 
al 4% semestral durante 11 meses? 


Resolución 

Piden hallar el interés (D). 
Por dato tenemos 

+ C=S/4800 

-  r%=4% semestral 

+  t=1l meses 


Entonces 
1 de un semestre 


( 494800 ) 0% 
x| === |- 
6 


Ide un mes 


Por lo tanto, genera S/352 de interés. 


Problema 3 

Luz deposita en una financiera S/4500 al 10% 
trimestral durante 10 meses. ¿Cuánto retiró al 
final? 


Resolución 

Piden hallar el monto (M). 
Del enunciado tenemos 

+  C=S/4500 

-  r%=10% trimestral 

+ t=l0meses 


ERES 1 de un trimestre 


EE 


T de un mes 


Luego, 
M=C+I 
M=4500+1500=6000 


Por lo tanto, al final retiró S/6000. 
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Problema 4 


¿A qué tasa de interés se deberá prestar S2800 
para obtener una ganancia de S/630 en 9 meses? 


Resolución 

Piden hallar la tasa de interés (1%). Como no 
indican nada se asumirá que es anual. 

Por dato tenemos 

+ C=S/2800 

+  t=9 meses 

+  1=8/630 


Entonces 
pide unaño 


2 
a) 


ES 
Ide un mes 


630x12 
2800 


r%=30% 


x100% 


Por lo tanto, se debe prestar al 30% anual. 


Otra forma 
Dividimos entre tres. 


Ten 9 meses : E y z 
Ten 3 meses: S/210 4 


Sumamos. 
Ten un año: S/840 


840 
2. PA l= — = 
4 anual 2800 x 100% = 30% 


Problema 5 


¿Cuánto debe depositar Janeth durante 3 años, 


enuna financiera que Paga 5% semestral capi- 
talizable anualmente, para obte: 


ner un interé 
de S/794,47 erés 


Resolución 

Piden hallar el capital (0). 

El periodo de capitalización es anual, entonces el 

tiempo y la tasa de interés deben estar en años 
5% semestral <> 10% anual 
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En 3 años 
Leomp=5/794,4 


El monto en 3 años será 


M=110%110%110%C 
M=133,1%C 


Luego, 
M=C+ comp > M=C=Icormp 
133,1%C=C=I comp 
33,1%C=794,4 
C=2400 

Por lo tanto, se debe depositar S/2400, 


La cantidad de dinero que prestó Juan duran- 
te 5 meses le ha producido un interés igual al 
25% del monto. ¿A qué tasa de interés realizó 
el préstamo? 


Piden hallar la tasa de interés anual (1%). 
Sabemos que 


+ t=5 meses 

* [=225%M 

Entonces 
I=25%(C+D) 
1=25%C+25%! 
75%!=25%C 
3l=C 


Luego, . 
Ide unaño 
E 


HES)- 


—— 
[de un mes 


4 
rk=> 


19% = E1009% = 80% d 


.— 


Otra forma 


És constante. 


TE 
(3) 25 100] — en5meses 


5 <“— en!lmes 


<«— en 12 meses 


30% anal x100% = 809% 


Porlo tanto, se prestó al 80%. 


Problema 7 


Un capital impuesto al 32% cuatrimestral du- 
rante 10 meses produce S/424 más que si es- 
tuviera impuesto al 30% trimestral durante 7 
meses, Halle dicho capital. 


Resolución 
Piden hallar el capital (C). 
Opción 1 
32% cuatrimestral <> 8% mensual 
10 meses 
> I=10(89%C)=80%C 
Opción 2 
30% trimestral <> 10% mensual 
Meses 
> l=7(10%0)=709%0 
Pordato 
li=h=424 
10%C= 
O tant ee la 
% el capital es $/4940. 
p ] 
"blema 8 
Dos cap: 


> Pitales 2 
impone", Ue Están en la relación de 4 a 3 


Nancieras; el mayor 
00 y el otro se impone 
Lal cabo de dos años, el 
400, halle la diferencia de 


ñ 
o als 
3 aia S 


A 


Resolución 


Piden hallar la diferencia de capitales. 
Sean los capitales C¡=4k y C,= 


3k, ambos im- 
puesto por 2 años. 


Para el primer capital se tiene que 

*  C¡=4k 

- 10% 

*  1,=2(10%4k)=20%4k 

*  M¡=C¡+I,=4k+20%4k 
M,=120%(4k)=480%k 

Para el segundo capital se tiene que 

*  Co=3k 

* 5% cuatrimestral <> 15% anual 

*  [,=2(15%3k)=30%3k 

+ M>=C2+1,=3kR+30%3k 
M,=130%(3k)=390%k 


Del dato, M,+M,=13 400 
480%k+390%k=17 400 
870%Rk=17 400 
=> R=2000 
Piden C,-C,=k=2000. 
Por lo tanto, la diferencia de dichos capitales 
es S/2000. 


Problema 9 


El interés que produce un capital impuesto al 
4% bimestral, durante un semestre, es al a 
rés que produce otro capital impuesto al 20 
trimestral, durante un año, como 3esa?7.Sila 
suma de dichos capitales es 5/15 000, halle la 
diferencia de los mismos. 


Resolución ia 
Piden hallar la diferencia de los cap! ales. 
Sea C; el primer capital, donde 

» 4% bimestral 


+ 1 semestre <> 3 bimestres 
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Entonces 
1,=3(4%C)=12%C; 
Sea C, el segundo capital, donde 


» 5% trimestral 
+ laño<> 4 trimestres 


Entonces 
1,=4(5%C,)=20% C, 


n_3 

Sab! 1== 

abemos que 7 
12%C, _3 
20%C, 7 


C_5/C=5k 
C, 71C,=7k 


Por dato, C¡+C,=12k=8/15 000 


6 6 


Nos piden C,-C,=2k=5/2500 


Por lo tanto, la diferencia de los capitales es 
S/2500. 


Problema 10 


Diana deposita un capital en la financiera A, 
que paga 10% de interés. Al cabo de 2 años y 3 
meses retira todo lo que tiene acumulado para 
depositarlo en la financiera B, que le pagará el 
12% de interés. Si la renta anual que recibirá 
en B es S/882, halle el capital que depositó en 
la financiera A. 


Resolución 

Piden hallar el capital (C) depositado en la fi- 
nanciera A. 

Para la financiera A tenemos lo siguiente: 

+ Capital: C 

. 10% <>10% anual 

+ 2años y 3 meses 

+» Interés: / 


Luego, 
En 2 años > 2(10%C)=20%C 


En 3 meses => SS 


=2,5%C 
> I=20%C+2,5%C=22,5%C 


Retira todo lo que tiene, es decir, el monto (M), 
M=C+I 
M=C+22,5%C=122,5%C 


Para la financiera B tenemos lo siguiente: 
+ Capital: 122,5%C 

. 12% <> 12% anual 

» renta anual <> interés en un año 


Luego, 
12%(122,5%C)=882 
C=6000 


Por lo tanto, depositó S/6000 en la financiera A. 


Problema 11 

Mateo tiene un capital de S/6500 y lo divide 
en tres partes, las cuales impondrá al 5% cua- 
trimestral, al 5% semestral y al 5% trimestral, 
respectivamente. Si todas las partes producen 
el mismo interés bimestral, halle el interés que 
producirá la menor parte en 4 años. 


Resolución 
Piden hallar el interés de la menor Pal 


4 años. 


rte en 


»» Recuerde 


; ¡mestre 
Silos intereses producidos en un le E 
son iguales, entonces los ms: rd 
cidos en cualquier tiempo lam pi 
iguales. 
Tenemos lo siguiente: 
S/6500 
Lu 
Partes: Ñ í Í 


s sernestral 
5% cuatrimestral 5% se mes! 
o A 7 
15% anual 10% anu: 


Tomamos logaritmo neperiano. 


año, 
Enun j a. 
IzlgTlc 
¡5u4=10%B=20%C In4=(0,040) Ine 
M O In4=0,04 ' 
In2?=0,04 
Como A+B+C=6500 nu. 
13k=6500 na 


> h=500 1,4=0,04t > =35 


Piden el interés que producirá el menor capital rl dd, 
en 4 años. 
El menor capital es 3R=1500. 


Problema 1 
Está impuesto al 20% anual. b 3 


Rudy renuncia a su trabajo y recibe N soles. La 
cuarta parte de ese dinero lo impone en una 
financiera A, que paga el 6% de interés, y el 
Por lo tanto, el interés que producirá será resto lo divide en dos partes, colocándolas en 
$/1200. otras dos financieras, B y C, que pagan 8% y 

10%, respectivamente, obteniendo una renta 
Problema 12 total de S/6125. Halle N si se sabe que el interés 
en B y C es el mismo en 2 años. 


En4años, 
1=4(20%1500)=1200 


Se invierte un capital al 1% trimestral con ca- 


e continua. ¿Dentro de cuántos años Resolución 
o el triple de la inversión? Considere Piden hallar N. 
70 Tenemos que 
Resolución N=4(3R) 
Piden hallar el tiempo (6). 
SAC Capital ] ' e 
demás financiera Á financieraB financiera 
| 1% de 6% 8% Ñ 10% 
Ñ 0) 
| Limestral <> 4% anual is 
I53C C¿=1(3k) Cp +Cc =3(3k) = 
E Silos intereses Ig=lc 
"es M=4AC en 2 años son los 8%Cg=1 0% Cc 
Mos mismos, lo son — wi 
su también en un año 5k 
“oMtinuy=C x er%e 
Pty están Además, la renta (interés en un año) es S/6125. 
e i . 
"nc "las mismas unidades Ly +lg+c=6125 
et 6%(3k)+8%(5k)+10%(42)=6125 
e 98%/=6125 
R=86250 
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Entonces 
N=12k 
N=12(6250) 
. N=75.000 soles 


Problema 14 


Un capital es depositado al 10% mensual du- 
rante un año y con capitalización bimestral. Si 
se sabe que en el tercer periodo de capitali- 


zación se obtiene un interés de S/1440, halle 
dicho capital. 


Resolución 
Piden hallar el interés en el tercer periodo de 
capitalización. 


El periodo de capitalización (PC) es bimestral, 


entonces, el tiempo y la tasa de interés deben 
estar en bimestres. 


10% mensual <> 20% bimestral 


Cada PC gana 1/5 
del nuevo capital 


un año <> 6 bimestres (6PC) 


Solo nos interesa hasta el tercer PC, entonces 
asumiremos un capital inicial igual a 5% =125%. 


k =20=25% 1,=241,=30% 1=M,=36% 
E , 5 5 
E —— +— 
C=125k M,=150k 4 1,=180% 


Sabemos que 
13=5/1440 
36k=1440 
R=40 
> C=125k=125(40)=5000 


Por lo tanto, el capital es S/5000. 
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Problema 15 

Un empresario deposita los 2/3 de su capital 

al 10% durante 3 años; el resto de su capital 

lo impone al 5% semestral, capitalizable anual- 
mente, durante 2 años. Determine el capital 
del empresario si se sabe que el monto total 
que obtuvo por ambos depósitos fue S/5715. 


Resolución 


Piden hallar el capital (C). 
Sea C=3N soles 


Divide su capital en dos partes y las impone a 
diferentes condiciones. 
Condición 1 

¿C=2N lo impone a interés simple 


10% <> 10% anual 


En 3 años, el interés será 
1=3(10%2N)=30% (2N) 


Luego el monto será 
M,=2N+30%(2N)=130%(2N) 
> M,=260%N 


Condición 2 


El resto de su capital es N y lo impone a interés 
compuesto, 


. cesen el 
El periodo de capitalización es anual, cación 
tiempo y la tasa de interés deben estar en años. 
5% semestral <> 10% anual 


En 2 años, el monto será 
M,=110% 110%N=121%N 


Por dato, el monto total es 5/5715. 
M,+M)=S/5715 
260%N+121%N=5715 
381%N=5715 
N=1500 => C=3N=4500 


Por lo tanto, el capital del em 
S/4500. 


presario fue 


—=<> 


problema 16 

Karen presta S/5000 al 10% mensual sobre el 
saldo deudor de cada bimestre. El primer y se- 
gundo bimestre no se amortiza nada; el tercer 
y cuarto bimestre se amortiza A y 24 soles, res- 
ectivamente. Si la deuda se canceló al octavo 
mes, ¿cuánto se amortizó el cuarto bimestre? 


Resolución 

iden hallar cuánto se amortizó el cuarto bi- 
mestre. 

La condición indica que los intereses se pagan 
respecto al saldo deudor de cada bimestre. 
10% mensual <> 20% bimestral 

Entonces cada bimestre se cobrará un interés 
igual al 20% de lo que aún falta pagar (saldo 
deudor). 


enemos lo siguiente: 


Y  24=10N 


[; 2V:(5000)  20*5(5000) — 20%(7200) Pow(8640-5m 


1000 1200 1440 1728-N 
= + + 


3000 6000 


7200 8640 (10368 


(8640-5A) 


Como se canceló al octavo mes 
10V=10 368-6N 
16N=10 368 


N= 
58 = 2A=10V=6480 


Por tan 
lO, el cuarto mes se amortizó S/6480. 


Problema 17 


"deposita 


C sol A 
Pstra] a es durante 2 años al r% se- 


Sie Capit 


Mo, lidad que paga interés conti- 


se Cuadruplica, halle r%. 


donde 


ty r% deben estar en las mismas unidades, 


-  r% semestral 


-  (=2años <> 4 semestres 
- M=4C 


Entonces 


Cxe zac 
ev*=4 


Tomamos logaritmo neperiano, 
Ine**=In4 


Problema 18 

Arturo tiene S/4800 y tiene que elegir entre las 

siguientes dos opciones: 

L Prestar S/2400 a Henry al 6% cuatrimestral, 
y prestar los otros S/2400 a Ramiro al 8% 
trimestral, ambos durante 3 años. 

IL. Depositar su dinero en una financiera que 
le paga el 5% trimestral capitalizable anual- 
mente durante por 3 años. 

Si Arturo elige la mejor opción, ¿cuánto más 

ganaría con respecto a la otra? 


Resolución 
Piden hallar la diferencia de los intereses entre 
ambas opciones. 
Sea 4800=C. 
Opción I 
+ Para Henry 
6% cuatrimestral <> 18% anual 
En 3 años el interés sería 


3(1895)=274c 


+» Para Ramiro | 
8% trimestral <> 32% anual 


En 3 años el interés sería 
3(5205) =48%C 


> I¡=279C0+48%C=75%C 
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Opción Il 
El periodo de capitalización es anual, entonces el 
tiempo y la tasa de interés deben estar en años. 


+ 5% trimestral <> 20% anual 


+ 3años 
> M=120%120%120%C=172,8%C 
M=C+l, 


1,=172,8%C-C=72,8%C 


Entonces debe elegir la opción 1. 
1, -l[¿52,2%C 
1, -1,=2,2%(4800)=105,6 


Por lo tanto, con la opción l ganaría S/105,6 más. 


Problema 19 

Noemi deposita C soles durante 2 años al r% con 
capitalización anual y aumenta en 2 veces su 
valor. ¿Cuánto tiempo debió estar depositado el 
dinero para que se convierta en 9 veces su valor? 


Resolución 

Piden hallar el tiempo. 

El periodo de capitalización (PC) es anual, 
entonces el tiempo y la tasa de interés deben 
estar en años. 


+ r% anual 
. 2años <> 2PC 


El capital aumenta en 2 veces su valor, es decir, 
se triplica. 

M=3C 

CU +r 9%)?=3C 
> (141%)=3 (9) 


En £ años (t periodos de capitalización) 
M,=9C 
C(1+r%)'=9C 


> (1-+r%)'=9 
Elevamos (*) al cuadrado. 
(1-47 %)*=9 


A 
Obtenemos que f=4, 


Por lo tanto, debió estar depositado 4 años. 


Problema 20 


¿Cuánto más de interés se obtendrá al depo- 
sitar S/20 000 durante 2 años al 10% de inte- 
rés continuo en lugar de imponerlo a interés 
compuesto con capitalización semestral im- 
puesto con la misma tasa de interés y duran- 
te el mismo tiempo? Considere e”?=1,2214; 
1,05*=1,2155. 


on 


Piden hallar la diferencia de intereses. 


Por dato 
C=8/20 000 
+  Coninterés continuo 
t=2 años 


r%=10% anual 
M, =C 22000) 


M,= cxe0% 2 =1,2214C 
124 
+ Coninterés compuesto ( 
El periodo de capitalización eS semesira) 
de interés de- 


entonces el tiempo y la tasa 
ben estar en semestres. 


r%=10% <> 5% semestral 
1=2 años <> 4 semestres 


4 

M) =C(1+59)' =C(105) 

2155 

M,=1,2155C q 
e 
= CH 

de C+lz 
AA 
M¡-M,= HL 


> I¡-17=0,0059C 
J,-1,=0,0059(20 000)= 
s/118 más d 


118 


terés- 
le inte 
Por lo tanto, obtendrá 


oo 


, Una ti 


» Si el interés sir; 


“dique el interés 


Pp Test 


asa de interés del 10% cuatrimestral 


equivale al 2% trimestral. Indique el valor de r. 
ya. 35 de 
D) 75 E) 8 


Se sabe lo siguiente: 

+ Elperiodo de capitalización es trimes- 
tral. 

+ Tiempo: l año 

+ Tasa: 30% semestral 

+ M=C(+r%)" 

Indique la tasa a utilizar en el cálculo del 

monto. 


A) róo=60% B) r%=5% C) r%=10% 
D) r%=15% E) r%=20% 


ple que produce un capi- 
4 meses es S/500, ¿cuánto 
ue produzca en 9 meses? 


tal de C soles en 
será el interés q 


A) S/750 


B) S/875 
D $/1075 


O) S/950 
E) S/1125 


de 2000 im ue Producirá un capi- 
de 00 impuesto al 10% durante tres 
A) 150 
D) 5/60 B) S/300 E S/600 
S/750 
Ing 
Que e 
$ 15000 ss Que se obtiene al imponer 
ó € dos años a] 5% semestral. 
6600 
D er. B 
> 599 3 5/7000 O) S/7200 
E) S/8000 
y 107] 2 E 3 hiel] 


6. 


Qe 


10. 


Un capital de S/4000 impuesto al 20% cua- 
trimestral produce un interés trimestral de 


A) S/600. 
D) S/750. 


B) S/640.  C) S/680. 


E) S/800. 


Indique el monto que generará un capital 
de C soles impuesto durante 2 años al 20% 
capitalizable anualmente. 


A) 120%C  B) 124%C  C) 136%C 
D) 140%C E) 144%C 


Se deposita C soles al 12% trimestral. ¿Cuál 
será el monto al cabo de dos años? 


A) 1244C  B) 136%C  C) 164%C 
D) 172%C E) 196%C 


Un capital de C soles impuesto al r% se 
convertiría al cabo de 3 y 4 años en S/9000 y 
S/10 500, respectivamente. Halle el interés 
que produce en un año. 


0) S/1600 
E) S/1800 


A) S/1200 
D) S/1750 


B) S/1500 


Indique la tasa de interés a la cual se debe 
imponer un capital de C soles para que 
produzca una mayor renta anual. 


A) 1% mensual 

B) 2,5% bimestral 

C) 4,5% trimestral 

D) 5,5% cuatrimestral 
E) 8% semestral 


'Msasa7asns as Claves 
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Problemas propuestos 


Nivel básico 
Diana deposita S/3250 al 4% durante 2 


años. ¿Cuánto obtuvo de interés? 


A) S/180 
D) S/260 


B) S/220 O) S/240 


E) S/280 


Mateo presta C soles al 20% trimestral du- 
rante un año, recibiendo S/1200 de interés. 
Halle C. 


A) S/2400 
D) S/1640 


B) S/2100  C) S/1800 


E) S/1500 


¿Por cuánto tiempo se deberá prestar 
S/1800, al 15% mensual, para obtener 
S/2160 de interés? 


A) 7 meses 
D) 11 meses 


B) 8meses C) 9 meses 
E) unaño 


María prestó S/850 al 10% mensual durante 
5 meses; Rosa prestó S/640 al 15% men- 
sual por el mismo tiempo. ¿Quién recibió 
más interés y cuánto fue dicha cantidad? 


A) Rosa; S/45 
B) María; S/55 
C) María; S/64 
D) Rosa; S/55 
E) Rosa; S/64 


¿A qué tasa de interés se debe imponer 


S/2500 para que produzca S/75 de interés 
en 40 días? 


A) 21% 
D) 27% 


B) 24% C) 25% 


E) 28% 


¿Durante cuánto tiempo se debe imponer 
S/7500 al 4% Cuatrimestral y S/6000 al 10% 
semestral para obtener el mismo monto? 


10, 


A) 2 años 
B) 3años 
C) 4años 
D) 5años 
E) 5años y 4 meses 


Dino deposita C soles en un banco al 5% 
capitalizable anualmente durante 2 años. 
Si al final retiró un total de S/4410, halle C. 


A) S/3300 
D) S/3820 


B) S/3440  C) S/3600 


E) S/4000 


Si se impone un capital por 14 meses se 
obtendría un monto de S/13 550, pero si se 
dejara 6 meses más se tendría un monto 
de S/14 000. Halle la tasa de interés. 


C) 7,2% 
E) 9% 


A) 5% 
D) 8,4% 


B) 6% 


Si un capital se impone al 20% e 
tral durante 13 meses, produce 5/1050 En 
de interés que impuesto al 24% semes 


discal ital. 
durante 11 meses. Determine dicho cap! 


0 
A) S/4200  B) S/4800  C) nc 
D) $/5400 PIES 

5, CO” 
Claudia divide su capital en dos a 
locándolas en las financieras Á e "octivar 
bimestral y al 5% trimestral, pe ! 

O inte 

mente, obteniendo el mismo in la diferen" 


l 
Si su capital total es 5/9500, a yenB. 
cia de las partes que colocó en 


O 5/54 


o 
B) $/58 e) 5/00 


A) S/500 
D) S/720 


OS 


icroempresario divide su capital en 

¡a pta y las coloca en entidades finan- 

ra diferentes, de la siguiente manera: 

+. ÉEl20% al 5% trimestral. 

+ 3/8 del resto al 10% cuatrimestral. 

+ Elresto al 17% semestral. 

¿Cuánto tiempo debe trascurrir para que 

su capital aumente 3 veces su valor? 


A) Gaños 
B) 8años 
C) 9años 
D) 10 años 
E) 12 años 


12, Andrés y Andrea cumplen hoy 13 y 15 años, 
respectivamente, e imponen sus propinas 
al 5% semestral. Cuando cada uno de ellos 
cumpla 18 años habrán obtenido el mis- 
Mo interés. Halle el capital de Andrea si se 
sabe que excede al de Andrés en S/480. 


A) $/1000  B) s/1200 C) S/1260 
D) 5/1350 E) S/1500 


BB capital de Alfre 


; do, impuesto al 40% du- 
ante un año y me 


dio con capitalización se- 
Mestr; 5 
al, produce un interés que es S/1700 


Menos que di 
icho capital. H 
Que obluvo Alfredo, p alle el monto 


A 108 
00 y 
D si20g9 711200 E E 500 
hr /13 200 
Cia 


; - Hall o trimestral, el monto 
Aricia, * el capita] que depositó 


O) S/2450 
E) S/2560 


AAA 


15. Karina divide su capital en tres partes y 


18. 


los deposita en tres bancos diferentes, los 
Cuales pagan el 5%, 10% y 15% semestral, 
obteniendo el mismo monto en los tres 
bancos, al cabo de dos años. Si la diferen- 
Cia entre la mayor y menor parte es S/7000, 
halle el capital total de Karina. 


A) S/64000 B) S/67 400 C) S/72500 
D) S/73 000 E) 5/75 200 


. Se impone un capital a una tasa del 5% 


trimestral de interés continuo durante dos 
años. Halle el interés que se obtiene. Con- 
sidere que e%?=],22. 


A) S/2400  B) S/2442  C) S/2464 
D) S/2640 E) S/2664 


Nivel intermedio 


. Danilo divide su capital en dos partes que 


se diferencian en $400; coloca dichas 
partes en dos fondos de inversión, al 5% 
trimestral y 6% cuatrimestral, respectiva- 
mente. Halle el capital inicial de Danilo si al 
cabo de dos años obtiene el mismo monto 
en ambos fondos de inversión. 


A) $26.400 B) $27600 C) $28.800 
D) $29 000 E) $30.500 


Al imponer un capital durante un año aln% 
trimestral se obtendría S/450 más de inte- 
rés que si se impusiera al n% cuatrimes- 
tral durante el mismo tiempo. ¿Qué interés 
se recibiría si se impone el mismo capital 
durante un año y medio al n% bimestral? 


A) S/3600  B) S/3750  C) S/3900 
D) S/4050 E) S/4500 
653 
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19, 


21. 


22. 


23, 


Un banco ofrece pagar una tasa de interés 
de r% en soles; una persona deposita C S0- 
les durante f meses. Haciendo cálculos se 
da cuenta que el interés que obtendrá será 
igual al n% del respectivo monto. Halle r. 


NN) 1200n 600n 600n 
1(100—n) 1(100—n) 1(100+n) 
1200n 1800n 
D == E) + 
) ¿(100+m) ) 1(100-n) 
. Mateo tiene S/14 000 y lo divide en dos par- 


tes, imponiendo una parte al 2,5% men- 
sual y la otra al 25% semestral, por lo que 
obtiene el mismo monto con cada parte al 
cabo de un año. Indique cuánto es la me- 
nor de las dos partes. 


C) 5/6500 
E) S/7500 


A) S/5000  B) S/5500 


D) S/7000 


Andrés impone su capital al 1% semestral 
durante dos años; Lucero impone su ca- 
pital al 2,5% semestral durante tres años. 
El interés que obtiene Andrés es al interés 
que obtiene Lucero como 3 es a 10. Si la 
suma de sus capitales es S/34 000, halle el 
capital de Lucero. 


A) S/14000 B) S/14600 C) S/15 000 
D) S/16 000 E) S/16 400 


Un capital de S/3310 se presta al 40% so- 
bre el saldo deudor de cada trimestre. Si 
la deuda debe ser pagada con tres cuotas 
trimestrales de igual valor, halle el valor de 
dicha cuota. 


A) S/1220  B) S/1300  C) S/1331 
D) S/1340,5 E) $/1641 
Dos capitales que suman S/6150 se colocan 


a distintas tasas de interés. El mayor de ellos 
se coloca al 10% semestral y el otro al 25%; al 
; 


26. 


cabo de un año se obtienen montos que es- 
tán en la relación de 3 a 2, respectivamente, 
Halle la diferencia de dichos capitales. 


C) S/1260 
E) S/1440 


A) S/1050  B) S/1140 


D) S/1350 


54. Diana quiere comprar una laptop, pero no 


dispone del dinero necesario para com- 
prarla; por ello, deposita el dinero que tiene 
en una entidad financiera que paga el 12% 
semestral. Luego de ocho meses todavía le 
falta:S/216 para comprar la laptop. Si deja su 
dinero siete meses más podría comprarla y 
le sobraría S/330. Considerando que el pre- 
cio de la laptop no varió, halle dicho precio. 


C) S/4446 
E) S/4740 


A) S/3900  B) S/4116 


D) S/4600 


Yaré tiene dos opciones para depositar su 


capital de C soles, y Son las siguientes: 
1. En el banco A, impuesto al r% semes- 
tral durante cuatro años y COn capitali- 


zación anual. 


IL. EnelbancoB, al 5% trimestral también 
durante cuatro años. 171 
Silo deposita en A, ganaría ri soles más 
que si lo depositara en B. Halle el valor de. 
m8 B) 10 Cc) 1 
D) 12 E) 15 
onen sus Cá” 


André, Paolo y Jefferson imp 

pitales en diferentes financieras 2 3% tr 
mestral, 5% cuatrimestral y 5% 
respectivamente, obteniendo la " 
resta anual. Si el mayor monto obten! a 
un año es 5/99 000, ¿a cuánto ascien . | 


menor de los capitales? 


semestral, 
misma 


10) 8/64 000 
E) g/90 000 ¡ 


A) 8/56000 B) S/60000 
D) S/75 000 


y 


7, La suma de tres capitales es S/42 100. Co- 
Ñ locados a una misma tasa de interés sim- 


ple durante cuatro años se convierten en * 


8/2220, 5/10 800 y S/17 520, respectivamen- 
te. Halle el mayor capital. 


A) S/14600 B) S/16800 C) S/18 500 
D) S/21 000 E) S/21 500 


W 


Se impone un capital al 5% semestral. Al 
final del primer año se retiran los intereses 
y una parte del capital igual a los intereses. 
Lo mismo se hace al final del segundo año 


yel capital quedó disminuido en S/285. Ha- 
lle el capital inicial. 


A) S/1500 


B) S/1900 
D) S/2850 


C) S/2580 
E) S/3000 


2. Elprecio de una c; 
desvaloriza unifo; 
Si Julio tiene $1 
financiera al3 


amioneta es $24 000 y se 
rmemente $975 por año. 
7 500 y lo deposita en una 

%, ¿cuánto tiempo deberá 
lanscurrir, (de) 


de Mo Mínimo, para que pue- 
Comprar dicha Camioneta? 


Una ES Mary cuentan co, 

*Positan a] 5% 

S años: 

Beriha años; la diferencj 
Posita SU Capital a 

on e "Y lO hace 

itiva 
Mbas, de los 


In S/7500 cada 
semestral du- 
a está en que 
interés simple, 
a interés com- 
anual. Halle la 
Montos que ob- 


O) S/315,2 
E) 8/465 


31, 


32. 


33, 


34, 


A, 


Un capital se impone al 40% semestral con 
capitalización trimestral. ¿Cuánto tiempo 


se debe dejar el capital para que aumente 
en 72,8% de su valor? 


A) 6 meses B) 8meses C) 9 meses 


D) 10 meses E) unaño 


Un capital es depositado al 10% semestral 
con capitalización anual. ¿Cuánto tiempo 
debe transcurrir para que aumente en dos 
veces su valor? Considere que log3=0,474 
y log1,2=0,079. 


A) 3años 
D) 6 años 


B) 4años C) 5años 


E) 8años 


Nivel avanzado 


Willy impone su capital durante 16 meses 
al 10% bimestral, capitalizable cuatrimes- 
tralmente. Si el monto del segundo periodo 
de capitalización excede al interés obteni- 
do en el último periodo en S/27 360, halle 
el capital que impuso Willy. 


A) S/20000 B) S/24000 C) S/25 000 
D) S/26 400 E) 5/27 500 


Dos capitales que se diferencian en S/2300 
se depositan en diferentes entidades finan- 
cieras por dos años, una paga el 10% yla 
otra paga 20%, ambas con capitalización 
anual. Se obtiene el mismo monto. Calcule 
la diferencia de los intereses que se da 
drían si se hubieran depositado durante e 
mismo tiempo anterior y a las mismas ta- 
sas de interés, pero a interés simple. 


C) S/1960 


A) S/1720 E) S/2100 


D) S/2020 


B) S/1840 
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35. 


Un capital de 5/40 000 estuvo impuesto du- 
rante cierto tiempo en una entidad finan- 
ciera que paga los intereses de una ma- 
nera particular: por los años da una tasa 
de interés del 5%, por los meses da el 4%, 
y por los días da el 3%. Calcule el interés 
total producido si se sabe que impuesto 
durante el mismo tiempo al 5%, produciría 
5/3840 más de interés que impuesto al 3%. 


C) S/9260 
E) S/9620 


A) S/8200  B) S/8600 


D) S/9600 


Se presta S/4400 a una tasa de interés del 
80% sobre el saldo deudor de cada trimes- 
tre. El primer y el segundo trimestre no se 
amortiza nada; el tercer y cuatro trimestre 
se amortiza una cantidad igual a M soles. 
¿Cuánto debe ser M para que la deuda se 
cancele al año? 


A) S/2928,2 B) S/3640,4 C) 5/4147,2 
D) 5S/4200,4 E) S/4410,2 


. ¿Cuál es el capital que, impuesto al 8,3% 


mensual capitalizable trimestralmente, 
produce un interés de S/375 en el último 
periodo de capitalización? Considere que 
dicho capital estuvo impuesto durante 
315 días. 


A) S/960 
D) S/1150 


B) S/990 C) S/1080 


E) S/1200 


—— 


30. Hace dos años, Ana pidió prestado a yn 


banco cierta cantidad de dinero al 10% ca- 
pitalizable anualmente. El mismo día que 
recibió el préstamo, Ana lo depositó en 
una caja de ahorros que paga el 15% acu- 
mulable anualmente. Al devolver el dinero 
hoy al banco, ha obtenido una ganancia 
de S/14 625. Determine el préstamo que le 
hizo el banco. 


A) S/125000 B) S/130000 C) S/150 000 
D) S/180 000 E) 5/225 000 


Ai colocar C soles durante cuatro años al 
r% capitalizable anualmente, se cuadrupli- 
ca. ¿Cuánto tiempo debió estar impuesto 
para que aumente en 15 veces su valor? 


C) 10 años 
E) 6años 


A) IGaños B) 12años 


D) 8años 


del 
otro 


Un banco ofrece una tasa de interés 
40% capitalizable trimestralmente; 
banco ofrece la misma tasa de interés, 
pero a interés continuo. Si se deposita la 
misma cantidad de dinero por seis meses 
en ambos bancos, los intereses que produ- 
cen se diferencian en 5/137,5. ¿Cuánto se 
depositó en cada banco? Considere que 
e*?=1,22, 


o Cc) $/12200 
E) 5/13750 


A) S/10050 B) S/11 50 
D) $/12 375 
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Capítulo 


Regla de descuento 


Ángel sánchez Oré 


CAPÍTULO XVI 


REGLA DE DESCUENTO 


Objetivos 

+ Comprender la regla de descuento como una aplicación del ámbito comercial. 

+ Reconocer los elementos de la regla de descuento y la relación que existe entre ellos. 

* Aprender la diferencia entre las clases de descuentos y sus respectivas aplicaciones en dife- 
rentes situaciones, como cuando se trabaje con documentos comerciales (letras de cambio). 


Introducción 

A partir de las cruzadas, las condiciones de Europa occidental sufrieron un cambio profundo, la 
economía natural del intercambio y trueque desapareció gradualmente y fue reemplazada por la 
economía monetaria; asimismo, el crédito comienza a aparecer bajo la forma de usura, pues en 
esa época la mayoría de los prestamos eran para consumo y no para producción. 


Las actividades comerciales, la fijación de precios, la acuñación de monedas, el crédito y el prés- 
lamo han representado fuentes de formación de conceptos matemáticos, debido a la interacción 
entre los negocios y las matemáticas. Tanto en la antigúiedad como en nuestros días, el comercio 
ha sido el principal usuario de las operaciones matemáticas, actualmente resumido y expresado 
“on el nombre de matemática financiera. 


La costumbre de Pagar por hacer uso de un dinero prestado tiene su razón de ser en el sistema 
económico en que vivimos. Los hombres de negocio de las antiguas civilizaciones, como sabe- 
MOS, también hicieron uso de esta forma de obtener beneficios e incluso hoy tiene importancia 
damental, ya que toda la maquinaria financiera y crediticia descansa sobre el concepto básico 
Pagar por el dinero prestado. 

ul Préstam, 
de la letra 
Comercial 
Me a 

E escrito en el que se ponía de manifiesto la promesa de pagar dicha deuda, 


os ici 2. 
Elpr Ondiciones sobre el momento de pagar y el tiempo que se daba para la cancelación. 
“sente e; % 
a 
2 Se Obtien, 
se ará 
1 

iu 


de 


9 Con interés y la usura son actividades de origen muy remoto, mientras que el origen 
Si es A s 
de cambio es más reciente, puesto que surgió en el siglo XII, cuando las transaccione: 


E Sa i cue 
£s se volvieron más complicadas por establecer la práctica de pagar mediante un do, ' 
claro está, bajo 


í Acti nto 
Pítulo aborda el terna de la regla de descuento, la cual es una práctica de rata 
'* a interés simple por cancelar una deuda contraída antes de la fecha acorda: pp 
Teferencia a la manera de poder cambiar una o más letras de cambio por una u 
e si iudi : . 
* Perjudique ni al acreedor ni al deudor. 
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1» APLICACIÓN COMERCIAL DE LA REGLA DE DESCUENTO 

El descuento se define como un ahorro anticipado de fondos que normalmente una entidad finan. 
ciera o casa comercial (tenedor) efectúa a favor de sus clientes (deudor) con Cargo a créditos no 
vencidos. Esto ocurre muy a menudo, ya que no siempre disponemos de un capital Para la adqui- 
sición inmediata de bienes necesarios; por tanto, recurrimos a compromisos de Pago que se dan 
por intermedio de un documento legalizado, como pueden ser letras de cambio, Pagarés, cheques, 
contratos, pólizas, etc. 


En este capítulo, estudiaremos los procedimientos que nos permitan calcular lo que deja de pagar 
el deudor por hacer efectivo el pago del documento antes de la fecha de vencimiento, a esto lo co- 
nocemos como descuento. En particular, trabajaremos con la letra de cambio, la cual constituye 
un documento de crédito, En la actualidad, este instrumento de crédito se ha convertido en una 
herramienta importante para las transacciones comerciales, ya que incluso están contempladas en 
el código de comercio, lo cual hace posible su cobro. 


A A 
número] per, DEL. SIRADOR | LUGAR DE GIRO | FECHA DE GIRO | FECHA DE VENCIMIENTO | MONEDA E IMPORTE 
DIA/MES /AÑO DIA / MES /AÑO 
2 
5 Por esta LETRA DE CAMBIO so servirá(n) pagar incondicionalmente a la orden de: ..... e 
ra 
E | sua la cantidad de 
y 


En ol siguiente lugar de pago, o con cargo en la cuenta do! Banco: 


D.O.l.: 


(GIRADO: Importe a debiltar en la siguiente cuenta del Banco que se indica 
2 cow y CUENTA | DC. 
E || Domicilio. (Banco OFICINA | NÚMERO DE 
ADO 
y 
ER 
EDO o ón o Razón Social del Girador 
B73|| AVAL PERMANENTE Nombre / Denominación o Razc 
É 
E 
E 
z 


julas Especiales. 


1)En caso de mora, esla Letra de Cambio generará las lasos de interés compensatorio y 


nod dal e par o Ho ua ga 
CAPO de ss vencio A ver promogado pose enedor por s 
e qu ss meros abarcar lodo prosa dol Sres. 


e e an Er ec q mass at ¡love 
ar de Co O reno se resis or lt Foo 


a Firma 


ñ Nombra dar 
" ta lombre del A 
NS Representante(s) —. 
No escribir ni firmar debajo de esta línea AE 


Lotra de cambio 


Cláwsi 
( 


Veamos una aplicación que nos permita identificar los elementos de la regla de descuento. 

Carolina se dirige a una casa comercial el 28 de julio para comprar un equipo con 5/600, pero e 
costo del equipo que desea es de S/800. Llega a un acuerdo ese mismo día para poder aa 
equipo y por la diferencia que le falta firma una letra de cambio con un monto de 5/250, que la 
como fecha límite de pago el 8 de enero del próximo año. Sin embargo, Carolina canceló sd 
el 9 de noviembre Pagando S/230. 


deuda original beneficio de 


neclar 
Ss ago anticipad monto a Cal 
S/200 o a dc 95g 

28 po li : J 

28 de julio A RBION 

t 9 de noviembre Poo an 
A echo 
fecha en que se HA 60 días Peje o 
firmó la letra vencin - 


o 


2 ELEMENTOS DE LA REGLA DE DES- 


CUENTO 
V, 

LOR NOMINAL (V, 
edi que asume la letra de cambio para 
ira en una fecha de vencimiento 
(5050 enel ejemplo anterior), y es el valor que 
fgura en el documento. También es llamado 


valor futuro. 


2,2, VALOR ACTUAL (V,) 

Es el valor que tiene un pago anticipado a la 
fecha de vencimiento (S/230 en el ejemplo) de 
dicho documento. 

Tenga presente que el valor actual será igual al 


valor nominal cuando se paga en la fecha de 
vencimiento, 


2.3. DESCUENTO (D) 
Esel beneficio que tiene el deudor por realizar 


+ Wpago anticipado; está dado por la diferencia 


entre el valor nominal y el valor actual (en el 


ejemplo el descuento es de S/20). 


24.TIEMPO DE DESCUENTO (t) 


el tiempo q 
cumento al 
ANicipado (60 


ue falta para el vencimiento del 
Momento de realizar un pago 
días en el ejemplo). 


'A DE DESCUENTO (1%) 


'O 7 . 
Dperog, Por ciento aplicado, por cada cier- 
O establecido, 


Úalor Pominal a un determinado valor 
sra un ¿actua), por lo que a Partir de 
aa clasificación Que será mencio- 


dl 
: ases de descuento: que hay. 


AA 


3.1. DESCUENTO COMERCIAL (D¿) 
Llamado también descuento externo O des- 
cuento abusivo o bancario. Se da cuando el 
descuento se calcula como un interés simple 
tomando como capital de referencia el valor 
nominal, que al ser aplicado da origen al valor 
líquido (valor actual comercial: Vo): 


D¿=V,, 1% 1 


4 


Aplicación 1 

Calcule el descuento comercial de una letra 
de cambio cuyo valor nominal es S/700 a una 
tasa del 2% mensual durante seis meses. 


Resolución 
Graficamos. 


D¿=700x 


6 meses 
Del enunciado se tiene que 
D¿=S/700x2%x6 
D,¿=S/84 


» Nota 

El descuento comercial es proporcional 
al tiempo que falta para su vencimiento, 
Es decir, si tenemos 


Dé 
7 
ADA 
, A 
Vaso Vas Vas Vai 'n 
¡aa 


3.2. DESCUENTO RACIONAL (D,) 


Llamado también descuento interno, des- 
cuento matemático o descuento real; se da 
cuando el descuento se calcula como un inte- 
rés simple, tomando como capital de referen- 


cia el valor presente (valor actual, V,). 


pS 


Q 


donde V,, es el valor actual racional. 


Y 
y AF 9 XL 


Aplicación 2 


Calcule el descuento racional de una letra 
cuyo valor nominal es S/700 a una tasa del 2% 


mensual durante seis meses. 


Resolución 


Graficamos. 


1 E 


6 meses 


Del enunciado se tiene que 
D¿=Vayx2%x6 

Reemplazamos en 
V,= Var +D, 

> S/700=Vy+12%V, 
S/625=V, 

Luego, 
D,=625x2%Xx6 
D,=S/75 


»» Observación 


+ Para una letra de cambio, a una mis- 


ma tasa y tiempo, se cumple 


»  Eneste capítulo, se considera que las le- 
tras de cambio se cancelan antes de su 
vencimiento, por lo que se cumple que 
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4» PROPIEDADES 

Algunas propiedades de la regla de descuen. 

to surgen a partir de la comparación entre el 


descuento comercial y racional con respecto 
de una misma letra, a tasas y tiempos iguales, 


OS VALORES ACTUALES 
Cu) 

| ae E Vay 
Demostración 


Sabemos que 
D.>D, 

De ahí que 
=D¿ <-D, 


Sumemos V,, (valor nominal) a ambos lados 
de la desigualdad. 

V, -D¿ < VD, 

Vac < Var 


LOS DESCUENTOS Y 


Demostración 

Sabemos que 
D¿= V,- Vac 
D,= A q Var 


IS) 


D. -D,= (Y, E Vac) Ne UA E Var) 
D.-D,=Var— Vac 


4.3. RESPECTO A LOS DESCUENTOS 


e 


De 


Demostración 
Sabemos que 
D¿=V, xr%xXt ) o 
D¿= Voy xr W%X! 


E AA == 


D¿-D,=(V,-Va)r%t 


SS 
Además, 
Va Va=Dr 0 
geemplazamos (ID) en (D. 
+ D¿-D=D,Xr%Xt 
44. RESPECTO AL VALOR NOMINAL 


D¿XD, 
D¿-D, 


V,> 


Demostración 
Sabemos que 


D¿-D,=D,xr%xt 
Muliplicamos por V, a ambos lados de la 
igualdad, 
Y,(D.-D)=V, xD, xr%xt 
Y(D.-D)=D,(V, r9% £) 
Y(D.-D,)=D,D, 
E yde XD, 


p= 


D.-D, 


45, RE 
SPECTO AL DESCUENTO RACIONAL 


O 


4.6. RESPECTO A LA RELACIÓN 


DE LOS 
DESCUENTOS 


ES 1+r0x1 
, 


Demostración 

Sabemos que 

* D¿=V,rbt 
_V,r%t 

"Vr t 


Dividimos las relaciones anteriores. 
D.  V,r%t 
D, V, rot 
i+r%t 


Otra forma 

Como 
D¿-D,=D, r% t 

> D,=D,r% t+D, 
D.=D, (1+r% t) 
D 
pa 1+rót 


r 


4.7. RESPECTO A LA RELACIÓN DE LOS VA: 
LORES ACTUALES 


v. 


001-190 
Var : 
Demostración 
Sabemos que 
, e Va=Vp7D, 
* Vac=Vn De ae Y, 101 
Y =Vy=Vpr% 1 Var=Va 11901 
120 
V,¿=V, (11% 1) Var Tr 


ASA 


Dividimos ambas expresiones. 
Va Va (I1%0) 
Var Va 
1+r% t 


. =1-0%1) 
Aplicación 3 

El valor actual de una letra es de S/1470 y la 
suma entre el valor nominal y el descuento es 
S/1530. Si la tasa de descuento es de 12%, indi- 
que el tiempo de vencimiento en meses. 


Resolución 
Como no nos mencionan la clase de descuen- 
to, asumimos que es un descuento comercial. 
D, 
Y, =8/1470 v, 


l meses 
Por dato, 


V, +D,=1530 


Sabemos que 
V,=VactD, (*) 
1530 — D¿=1470+D, 
D¿=30 


Reemplazamos en (*), 
V,=1470+30 
V,=1500 

Finalmente, 
D¿=V, r%t 
30=1500x1%f 1% mensual 


t=2 meses 


Aplicación 4 

El valor actual comercial de una letra es 24 ve- 
ces el descuento comercial. Si faltan 2 Meses 
para su vencimiento, determine la tasa bimes- 
tral de descuento. 


Resolución 
Asumimos que D,=K. * 
> V, =24K 

D,=K 


Luego, sabemos que 
D¿=V,, xr% t 


> K=25Kkxr%x1l 


r%=40% bimestral 


Aplicación 5 

Una letra vence dentro de 120 días. Si el valor 
actual de hoy es el 90% del valor actual dentro 
de 60 días, determine la tasa de descuento. 


Resolución 
Asumamos que el valor actual dentro de 60 
días es 10K. 


Entonces 
Day =2R 


DK 10K Y, 
L T 60 días=2 meses T 


60 días=2 meses 


Se observa que por cada 60 días hacen un des" 
cuento de K soles. 
Luego, se sabe que 
+ V,=9K+2K=11K 
Deo) =Vn r% 1; ((=4 meses) 


> 2K=11Kr%4 
1 
r%=37X100% mensual 


pecificaN 


s es] 
Cuando nos piden la tasa y NO da 
i ual. 
unidades, se asume que es an 


1 
> tasa=35X 100%12 


tasa=54,54 % 


A 


Aplicación 6 
Se tiene una letra de cambio de S/9250 que 
se ha de pagar dentro de 6 meses. Calcule el 
descuento y el valor actual si la letra es des- 
contada al 8% bimestral 4 meses antes de su 
vencimiento. 


Resolución 
Como 8% <> 25 en cada bimestre se des- 


cuenta 2 de 25, por lo que consideramos 


* D¿=4K (en 4 meses) 


* Y, =21K 
D,= 4K 
hoy AR 
Vo, =21K , K 
jo E 4 meses T 
E 6 meses 


Como V,=9250 
> 25k=9250 
K=370 


Porlo tanto, 
Do=4K=4(370)=5/1480 
Y,=21K=91 (37D)=8/7770 


Aplicación 7 
1 Valo, . 
EE 'acional excede al valor actual 
nomina] E Una letra en 5/24, Calcule el va- 
Cu de dicha letra si el producto de los 
nos es $/34 56p, 


Polución 


8Ún los datos del 
ce 


so > dl 


También sabemos que | 
D,xD, | 


*a” pm, 


Reemplazamos valores, 


| 
V,=5/1440 


Aplicación 8 

En un documento comercial, la relación entre 
el descuento racional y el descuento comer- 
cial es 4/5. Halle la relación entre el valor ac- 


tual comercial y el valor nominal del mismo 
documento. 


Resolución 


Como 
D,_4 D¿_5 
D. 5 D, 4 


> rót=> (1D 


V, 
Nos piden a 


Sabemos que 


Vac=VnDe 
Va =Vn Var %t 
v, 
> Y, =1-r%t (1D 
Reemplazamos (1) en (ID. 
Vac 1 
e 
V 4 
Vac _3 
Y, 4 
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5» CAMBIO DE LETRAS 
Si un deudor debe una o varias letras de cam- 
bio, puede cambiar por otra u otras sin perjudi- 
car ni a su acreedor ni a sí mismo. Estos cam- 
bios los puede hacer el deudor con la finalidad 
de cambiar la forma de pago de la deuda en 
formas de pago convenientes para él. De esta 
manera, si tiene una sola letra que pagar, po- 
dría cambiar por otra con un plazo mayor, O 
por otras para pagar en varias partes. 
El deudor si tuviera varias letras, podría susti- 
tuirlas por una sola (para evitar varios pagos) 
O por varias letras, pero con plazos y montos 
convenientes para él. 
Supongamos que se tienen k letras de cambio 
con valores nominales 

Yao Vat Vacas +5 Vngo 
Las cuales se desea sustituir por otras m letras 
de cambio con valores nominales 


. o DO . 
Vacos Vacas Vacas +3 Vat 


El valor actual de toda la deuda, a la fecha de 
sustitución de las letras que han de ser reem- 
plazadas, será la suma de sus valores actuales: 


Vat Varo FVasy + PVam 


Siendo la suma de los mencionados valores 
actuales igual al monto de la deuda en la fecha 
de sustitución. 

Si sustituimos por las letras reemplazantes, el 
valor actual total de estas últimas en la fecha 
de sustitución será la suma de los valores ac- 
tuales: 


o E Dd . 
Vaws Vacoyi Vacas +3 Vatm) 


Ya que se trata de la misma deuda, ambos 
montos deben ser iguales, es decir 


Varo + Vat ++ +Vaw= Vat +Vato +++ Vat) 


En general, 


suma de valores 
actuales de las  [= 
letras reemplazadas 


suma de valores 
actuales de las 
letras reemplazantes 
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DP loto 
I 


alo anterior cuando nos dicen que dos le- 


mbién se considera de manera similar 


tras son equivalentes. Esto ocurre Porque 


us valores actuales son iguales 


)=V, (2.* letra) 


de ( >OMUN 

Un caso particular del cambio de letras es el 
caso en el que se desea sustituir varias letras 
con distintos tiempos de vencimiento por una 
sola, cuyo valor nominal sea la suma de los va- 
lores nominales de las letras a reemplazar. 
Supongamos que tenemos k letras con valores 
nominales 


Vacas Yaco Vaca; +5 Vnoo 


con sus respectivos tiempos de vencimiento 
ulaliota 


A dichas letras se desea sustituir por una única 
letra cuyo valor nominal es V,,, con un tiempo 
de vencimiento £,., en la que se cumple que 


Va Vat Yaco + Vat +Vnwo 0 


Por ser un cambio de letras, asumimos que en el 
V, (valor actual) de la letra única se cumple que 


Vo= Va Vara +Vacy ++ Va (1 


a 


» Observación 
a . 6 se 
El vencimiento común puede beds 
. 5 ial Oo 
considerando el descuento comercia 
| caso del des- 


en forma 


el descuento racional. En e 
cuento comercial, se establece, 
práctica, el tiempo de vencimiento ma 
dio, también llamado tiempo de vencl- 


miento común. 


Restamos (1)-(ID. 


V, Va Vr Va + Vr Ven 


Vai) 


+. 000 


D¿=D¿ay+Deay tea t--+Dan 


A 


| 


Sea 1% la tasa de descuento. 
>! xr dx Va=Vnw 1% t¡+Vico) 1% ta 
Ye 
+Varo 1% tg... +V pg) 1% ly 


Simplificamos la tasa de descuento r%. 
¿Vi Vray Vaey Ha Vncy + Hi Va 


rot ot at + Vago 
ly v, 


| VanttVantetVngrt3 E. + Vago tr 
=> 


ec 


Vota + Vta ++ Vr 
pe 


donde 1,, es el tiempo de vencimiento común. 


Aplicación 9 

Se tienen tres letras de cambio: una de 
5/20000, que vence el 2 de diciembre; otra de 
530000, que vence el primero de febrero del 
año siguiente; y Otra de S/40 000, que vence 
el 9 de febrero, Si se desea reemplazar estas 


tr 


pe de cambio por una sola de S/90 000, 
vál Será su fecha de vencimiento? 


Resolución 
Según los datos, 


2000 a 
y 0 30000 40000 
2 de 
Aiomtre 1 de 9 de 
febrero febrero 
l 6l días 8 dí; 
Poni las 
| "endo que q 
de dicie que dichas letras se reemplazan 
| 


Te, Se tendrá 


A < 


Desde el 2 de diciembre hasta la fecha de ven- 
cimiento de la letra reemplazante, deberán 


transcurrir 51 días; por lo tanto, dicha fecha es 
el 22 de enero, 


Otra forma 

Se pudo haber considerado cualquier otra fecha 
y contado los tiempos de vencimiento con res- 
pecto de dicha fecha, a la que se le denomina 
fecha focal, y no alteraría el resultado, 


29 días 22 días 
E SÍ JJ; 
2de 31 de 22 de 
diciembre diciembre enero 


H 51 días 4 


Por lo tanto, la fecha de vencimiento es el 22 
de enero. 


Aplicación 10 

Un comerciante firmó tres letras de S/800, 
S/600 y S/400, la primera y la tercera letra ven- 
cen al cabo de n y 165 días, respectivamente. 
Si los días para el vencimiento común de la 
única letra de cambio son tantos como los días 
que le faltan a la segunda letra aumentado en 
10, halle n. Considere que el vencimiento de la 
segunda letra es el doble de la primera. 


Resolución 
Según los datos 


. Letras (Y,) 800 | 600 | 400 


Tiempos n | 


Además, (,¿=2n+10 


Ni 800xn-+600x2n-+400X 165 
_ 800xn+600x2n+400X 180 
Ene 800+600+400 
20007. +66 000 
Y  IKASAS 
2n+10 200 
=480 
36n + 180=20n+660 > 16n=48 
n=30 
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Aplicación 11 

Halle el tiempo de vencimiento común de tres 
letras de cambio, de valores nominales igua- 
les, cuyos tiempos de vencimiento son 6 días, 
24 días y 4 meses. 


Resolución 
Asumimos N como el valor nominal de cada 
una de las letras. 


De los datos se tiene 


v, N N N 


1 6 días | 24 días | 1meses <> 120 días | 


Entonces 


¿ —óN+24N+120N 
0 NANEN 


_150N 
“  3N 


(,¿=50 días 


Aplicación 12 

Un comerciante tiene tres letras por cancelar: 
la primera por S/8000, que vence dentro de 40 
días; la segunda por 5/7000, de 3 meses y la ter- 
cera por S5/5000, que vence dentro de 20 días. 
Si decide cambiar las tres letras por una sola 
con valor nominal de S/20 000, para cancelarla 
dentro de 75 días, ¿dentro de cuántos meses 
vencía la segunda letra? 


Resolución 
Según los datos 


Y, (S/) | 8000 | 7000 5000 


Mompo | 40 días |1 días | 3 meses y 20 días <> 110 


Por dato: £,¿=75 días 
Luego, 
75= 8000Xx40+70004+5000x110 
5 8000+7000+5000 


-8(40)+74+5(110) 
20 


75 


1500=320+7t+550 
630=7t 
1=90 días 


1=3 meses 


Aplicación 13 

Una persona debe pagar tres letras al ban- 
co: la primera de S/4200, pagadera dentro de 
50 días; la segunda de S/1400, pagadera dentro 
de 60 días; y la tercera de S/2800, con un plazo 
de 90 días. ¿Dentro de cuánto debe ser pagada 
una letra que reemplace a las anteriores y cuyo 
valor sea S/84007? 


Resolución 

Se observa que es un caso de tiempo de ven- 
cimiento común, ya que la letra reemplazante 
presenta como valor la suma de los valores no- 
minales de las letras a reemplazar. 


Además 


| Y, (8!) 4200 100 | 2800 | 


i (días) 30 


Luego, 


_ 4200x30+1400x60+2800x9 
N 4200+1400+2800 


_ 42x30+14x60+28x90 
dz 84 
3x30+60+2X90 
ss 
_ 90+60+180 
ue 6 
_330 


6 


Loc 


£,¿=55 días 


ASS 
icación 14 
pre de cambio de S/700; S/600; S/400 
$/300 vencen, respectivamente, dentro de 
A 5; 3 y 6 meses. Si se desea cancelar todas 
mediante un pago único, ¿dentro de cuántos 
meses debe efectuarse dicho pago? 


Resolución 
Se tiene 
| 
Y, (S;) 700 | 600 400 | 300 
| (meses) 4 | 5 3 6 
Entonces 


; -200x4+600X5+400x3+300x6 
La 
É 700+600+400+300 


lis 7x44+6x5+4x3+3x6 
7464443 


128430412418. 
20 


te tia, 
ame 1500, que MES letras de 5/5175, 


8 St, el E que son Pagaderas, respec- 
le le de octubre y 
HO siguiente. Si se desea 


> % Una sola letra 
Nica? Cha q 


e juli 
Mi Julio, el 
po del 30 


tra de-S/11 035, 
e Vencimiento de esta 


Resolución 
Representamos en un diagrama. 
5175 4360 1500 
V, (SN — : + 
15 de 30 de 16 de 
julio octubre marzo 


107 días 137 días 
Considerando que las tres letras se cancelan el 
15 de julio, se tiene que 


VS) | 5175 | 4360 | 1500 | 
i (días) 0 107 | 244 | 
Entonces . 
_5175x0+4360x10741500x244 
Pen 5175+4360+1500 
t,c=75 días 
Luego, E 
75 días 
16 31 28 5 
, une > 
15 de 31 de 31 de 28 de 
julio julio agosto septiembre 


Por lo tanto, la fecha de vencimiento es el 28 
de septiembre. 


Aplicación 16 

Un comerciante posee cuatro letras de 
8/80 000, S/160 000, $/240 000 y S/320 000, que 
vencen, respectivamente, el 10 de agosto, 3 
de septiembre, 13 de octubre y 8 de noviem- 
bre, todas estas fechas del presente año. Si 
decide cancelar la deuda con un solo pag0 de 
S/800 000, ¿en qué fecha vencerá? 


Resolución 
Graficamos. " 
80000 160000 240000 3200 
har > 8de 
3d 13 de , 
pra ecpiembis octubre noviembre 
40 días 26 días 


2d días 


A Ko 


Suponiendo que las letras se cancelan el 10 de 


agosto, se tiene 
T T Al 
160 000 | 240 000 | 320 000 


24 | 61 


v, (8) | 80.000 | 


| 
| 90 


Hídías) 0 


Entonces 


80000x0+160000x24+240000X64+320000x90 
LE 0000 + 160000 + 240000 + 320000 


, 16x24+24x64+32X90 
e 8416424432 


_2x244+3x6444x90 
a 1+2+3+4 


48+192+360 
EN 


600 


ve TE 


1,¿=60 días 


Luego, 


10 de 
agosto 


3l de 
agosto 


30 de 
septiembre 


2 de 
octubre 


Por lo tanto, la fecha de vencimiento será el 9 
de octubre. 


Aplicación 17 

Jimena compró un artefacto y le falta Pagar por 
este dos letras mensuales de S/600 cada una, 
pero surgen ciertos inconvenientes y decide 
cancelar mediante tres Pagos mensuales d 
igual valor. ¿Qué suma debe entregar en c % 
pago para cumplir el COmpromiso si pa 


lor debe ser entero y i 
asumiendo 
descuento del 12%? is 
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Resolución 


valoresores nominales le 
nales 


de las letras 


de las letras 
reemplazantes 


areempl 


Según el cambio de letras, 


suma de valores 
actuales de las 
letras reemplazantes 


suma de valores 
actuales de las = 
letras reemplazadas 


12% 
(50-12 5600) + (500-2x'¿*x0m) 


12% 12% ] 
<P, ) Va =2> 7 xVa 


12% ) 
pda 
(Y, 3x 2 n 


(600-6)+(600-12)=(V, -1%6V,J+V,-28V) 
+(V,-3%V») 
1200- 18=3V,, -6%V,, 
1182=300%V,-6%V, 
1182=294%V, 
V,=402,04 
pomi- 


á ] Com 
Por lo tanto, para cumplir pe s/403 (valo! 


so deberá abonar por cada l 
entero mínimo). 


puunS—QA—— 


Como (D, 


No 


Al 


licación 18 
de letra se descuenta el 4 de agosto, se re- 


cipe por ella el 92% de su valor nominal; pero 
si se descuenta el 22 de agosto, se recibiría el 
95% de su valor nominal. Calcule su fecha de 
vencimiento. 


Resolución 
Graficamos. 


4 de agosto 22 de agosto FV 


18 días Latas 


) DP (tiempo), se cumple que 
Dan E D, D, 


———0 - Te 


E 


S Didi 
eN la fecha de vencimiento (FV). 
2 
2 de agosto + 30 días 


“Ade Septiembre 


Se Pa ara el ve 
s Que 
Wen lo tacio el 
deg 


Se encue; 
a Y ete ntran en la rela- 
los S días tienen que pasar 
Ntos i é 
“bas Mencionados estén 


ncimiento de una 


l es 
ación a Scue 
6 


descuento comercial yel- 


Resolución 
Graficamos. 
D =3p 
— 1 
x días (75 -—x) días 
DD, =59 
DD, =3p 


Recordemos la siguiente propiedad: 
V.= D¿xD, 
n 
D¿—D, 


Luego, a partir del esquema se tiene que 


y, -9)6p) _ (65d) 


5 y 


—4p-3p - 6q-5q 


12p =30q 
p_5 
q ?2k 
Como (D¿) DP (tiempo), 
Deo Dep Deco 
NE” 
4(5k) _ 4(5k) —6(2k) 
75 X 
2m_8 
75 Xx 
. x=30 
Aplicación 20 ) csi 
Una letra de S/18 300 se firmó el 31 de pa 
bre para cancelarla el 31 de se pa 
siguiente, que es Un año ea o de días 
dichaletra enun dista qe, ¿a 906 alos 3/8 
ñ e 
transcurridos del año excede transcurrir 


: o 
del número de días qué faltan P a sulió un 
¿Cuánto se pagará por dicha letra 


descuento del 10% anual? o 


A | 


Resolución 
Esquematizamos el problema. 


31 de diciembre 31 de diciembre 
d días (306 -d) días 
Por condición del problema 
a-Í(306-d)=3 > d=102 
Nos piden calcular V,,. 
0 
Vo. = 18300 - 18300 x 19% 
360 
Vo. =5/16958 


x264 . 


Aplicación 21 

Dos letras de S/840 y S/870, pagaderas a los 84 
días y 48 días, respectivamente, son descon- 
tadas a la misma tasa. Si por la primera letra 
se recibe S/32,80 menos que por la segunda, 
calcule la tasa de descuento. 


Resolución 
Esquematizamos el problema. 
AAA 
Van, — SS 
e NS 


1 Vin 3870 Va) =840 


el 


18 días 


8 días 


Por condición, 
Vaci)— “act1) 732,80 
Del esquema 


Vaca) = 870-870x 5%) 
o 


r% 
Vaci) = 840-840 Xp * 84 


r% r% 
32,80 = 30+840x = plo 
x 360 x84-870x 360 x 48 


r% 
2,80 = rEÓ x84-87x48) 
r%=3,5% 
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Aplicación 22 

Se firman dos letras, la primera vence dentro 
de dos meses y la segunda vence dentro de 
tres meses. Se sabe que la suma de los valores 
nominales de ambas letras es 15 000. Si ambas 
se cancelan el mismo día, se recibiría por ellas 
S/14 750. Halle el valor nominal de cada una 
de las letras si la tasa de descuento es del 8%, 


Resolución 
Graficamos. 


) 


£ e lo 
A 
. = 


V Vario 


3 meses 


Por condición, se cumple que 
Vaca +V nc) =15000 ) ; 
e VacyP Vacio) =14750 


Decy+De(=250 
8% 8% 2 
Va 7 2+Vao xy 8250 
4 
59 Vio +2 250 
Mao + 3V co = 37 500 ) a) 
Dato: 2V y +2V 2) = 30000 
A 
Varo) =7500 
Va) =7500 
Aplicación 23 dec ambi 
¿Cuál es el valor actual de uná ei que 
de S/4800, pagadera el 12 de E añoal 
fue descontada el 20 de junio E 19% de 
i el banco s 
15%? Considere que e id8 plazo. 


por car 


comisión y 2,5% 


- <A 


Resolución 
Esquemalizamos. 
De 


A "AR 


Ñ V,=S/4800 


AAÁáAÁáÁ AA 


20 dejunio 12 de septiembre 


_Ká OQ <Xk«A] > 


84 días 


Por condición del problema, se cumple que 
duen cambio 
Vac = Vn — D¿ — (comisión) -( E Ela 


Y, =4800-4800x o 84194800 


-2,5%4800 
V,.=4800-7% 4800 
+ Vac=S/4464 
Aplicación 24 
sona debe una letra de 5/12 000, paga- 
+ Poo , Meses. Esta persona acuerda pa- 
£uda megj i 
ria a tante dos letras de igual valor 


OS Pagos sí , el valor nominal de 
del 400% ap * aplica una tasa de descuento 
“Solución 

"amos. 


A 2000 


6 Meses 


ue e 


9312 
%. "9012099, 40% 
00 7 x6 


ERRE 


Va =Vn Y, RO 


0 
Varo = Ve Vx 2 


Por ser un cambio de letras, se cumple que 
Va= Vary +V. 


a(a) 


9600 = (v, Y, ev, 1, 0) 


9600 =2V, — La 


V,=8/5760 


Aplicación 25 


El menor valor actual de una letra es S/5940 y 
su menor descuento es el 10% de su respec- 
tivo valor actual. Si la letra vence en 8 meses 


y se descuenta al 15%, calcule su mayor valor 
actual. 


Resolución 
Esquematizamos. 


Dy=10%V q 


8 meses 
Luego, 
*  5940=V,-De 
590 = Y Vx 8 
5940=90%V, 
V,=6600 
* D,=10%V,, 
D,=10%(6600—D,) 
D,=600 
Nos piden el mayor valor actual. 
Var=V,-D, 
Vo, =6600-600 
V,,=S/6000 
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El descuento de pagarés 


El descuento de pagarés o descuento 


bancos y empresas financieras con el objeti cipar liquidez a las empresas que han co- 
brado mediante un pagaré la venta de bi 


3tros e servicios a un tercero. 


La entidad financiera se encarga de 
Si bien, dicha entidad no asume el ni 
realizar las gestiones pendientes para que « 
administrativos de la empresa cedente, 


n de los cobros del valor nominal del pagaré. 
parte del deudor, sí se encargará de 
cobro se haga efectivo, reduciendo así los costes 


En estas transacciones, el cliente cede € 
futuros (aún no vencidos). La entidad financiera a 
valor nominal del derecho de cobro menos 1 
en la operación. 


anciera parte de los derechos de cobro 
ambio realiza un adelanto o anticipo por el 
de gestión y los intereses que se generen 


Por el tiempo que transcurre entre la fecha del anticipo y la del vencimiento del pagaré, la entidad 
financiera cobra intereses al codente (cliente). También hay que considerar, en el precio de estos 
intereses, el riesgo que estas empresas financieras asumen, en algunas ocasiones las empresas 
libradas presentan calificaciones de riesgo medio o alto. En cuanto a la comisión, esta inoluye la 
remuneración del servicio de gestión de cobro y en parte un coste financiero adicional al interés. 
lo cual depende de las condiciones contractuales. 

La empresa financiera no liene la obligación de aceptar todos los pagarés que se le pa 
al descuento, pudiéndose negar a aceptar aquellos que estime oportunos. Las empreses pst 
len demandar este tipo de productos financieros, y cada vez con mayor frecuencia, CoN 
objetivos: lazo: 
> Financiar el capital circulante, esto permite obtener liquidez inmediata de las ventas aP 

das a los clientes, sin tener que esperar al vencimiento de los efectos. 
* No aumentar el riesgo bancario. entidades 
En la actualidad, como consecuencia de la restricción de créditos a empresas, les itan cada: 
financieras están aumentando sus posibilidades de crecimiento, ya que los bancos e cleries 
vez más las líneas de descuento, y además, exigen mayores garantías de pago 2 nd 


remawticomsa.coM” 


Adaptado de "¿Qué es el descuento de pagarés?”. En <htps:/ 
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A 


»- Problemas resueltos 


Problema 1 


El valor actual y el valor nominal de una letra 
de cambio están en la relación de 5 a 9. Cal- 
cule el tiempo de descuento si se sabe que se 
aplicó el descuento racional con una tasa del 
20% cuatrimestral. 


Resolución 
Graficamos. 


1 cuatrimestres 


Sabemos que 
D=rbxV,xt 

> AK=200x5Kx1 
[54 (Cuatrimestres) 


Por lo tanto, el tiem; 


po de descuento es 1 año 
YA meses. 


Problema 2 


a re Una letra que vence dentro de 6 me- 

Aba A de descuento del 60%. Si la 

Meno A Que le harían hoy y los 

SR entro de 2 meses es de S/3100, 
OY nominal de la letra. 


solución 


el A 
ú valor Nominal de la letra. 


a “Más, Com 
uivaleng 


O la tasa es del 60% anual, este 
al 


% Mensual. 


Por dato 
D¡+D,=3100 

> Nx5%6+Nx5%4=3100 
30%N+20%N=3100 
50%N=3100 

". N=8/6200 


Problema 3 


Una letra pagadera dentro de siete meses tie- 
ne un valor actual de S/1548. Si cinco meses 
después se cancela pagándose con S/1 728, ha- 
lle el valor nominal. 


Resolución 
Esquematizamos. 


2 meses 
5 meses 2 mese 


Como D, DP £ 


Di meses — D2meses 
A 
O 
LA 
V,-1548 _ Vp-1728 


Va 2 
(5) 


(V, 1548) -(V,-1728) _36 
(V,-1548)-(V,-1728) 
$ 


Luego, 
V,-1728_26 


A IA 


2 
v,=S/1800 


SS 


Problema 4 

Una letra que vence dentro de 3 meses tiene 
un valor actual de S/60 000. Si se descontara 
dentro de 30 días, el descuento sería de S/900 
más que si se descontara dentro de 45 días. 
Calcule el valor nominal de la letra. 


Resolución 
Sea N el valor nominal de la letra. 
De los datos tenemos lo siguiente: 


V,,=60000 


a 
30 días 15 días 15 días 


Del esquema se cumple lo siguiente: 


D_D¿_D. 
60 45 90 
Dy_Dy_De y 
4 3 6 


Sabemos que 
D¡-D,=900 
4K-3K=900 
K=900 

> D,¿=6x900=5400 


Luego, 
N=60000 + 5400 
N=5/65 400 


Problema 5 


Abel tiene una letra que vence dentro de 20 
días. Si hace 2 meses la relación de los des- 
cuentos externo e interno era de 4 a 3, halle 
el valor actual racional hace 40 días si el valor 
actual comercial de hoy es de S/1650, 


676 


Resolución 
Graficamos. 
D¿=4k 
3 
E: k 
p AAA E 


> yv -DexD, _4Rx3k 
f D¿-D, R 


> V, =12% 


Evaluamos el descuento hace 40 días. 


D 
S mat mo : 
(4 cd r 

1 

D/=¿R 


Como V,=1650 
> 11k=1650 > k=150 


Calculamos el V,, de hace 40 días. 
Ve =124Eh =1800-360 


V,,=S/1440 


Problema 6 


Lucero firma una letra 
dentro de 18 meses, pero a 105 
cancela. Se sabe que si la hubiera € e sila py 
meses antes, ahorraría S/320 más E cantidad 
gaba 2 meses después. Determine 

de dinero que pagó Lucero Por 


la Jetra- 


resolución 
Nos piden Vac: 
Esquematizamos. 


as meses 2meses 6 meses 
S/320 
Se observa que Dy meses =320. 
Sabemos que para 8 meses 
D¿=Va= Vac 
V,xr%x8=V,, — Vac 
Va.= Vr =V/Xxr9%x8 
Va.=Vn (1 =r%x8) () 


Para los 4 meses se tiene que 
320=V,xr%x4 . 
320=8000xr%x4 

> r%=1% mensual 


Reemplazamos en (+), 
Y, =8000(1-1%x8) 
Va.=(929) 8000 

+ Va.=5/7360 


Problema 7 


Andrea 1 
e vi j A 
le da 500 Su auto a Carolina, quien 


Ma de S/450p Y Por el resto le firma una le- 
Carolina PR Pagadera dentro de 7 meses. 
aru, £ntro de 2 Meses, decidiera can- 
50, y, ia descuento racional sería 


le , 
el precio de venta del auto. 


D, 


Y SEA 
ES Via500 


5 meses 


3 


— 


A 


Sea r% la tasa mensual. 
Sabemos que 


p, = ax Óxt 
l+r9t 
A 450 = 00xr%x5 S 2) 
1+r95 45 
Luego, 
D¿=V, xr% xt 


1 
D¿= 4500 x — 
la Xq" 


> D,=700 


Como Va. = VD. 
> V¿=1500-700=3800 


Sea x el precio del auto, que es igual a la cuota 
inicial más el valor actual. 


5000+3800=5/8800 


Problema 8 


Jenny ha firmado dos letras afectadas por la 
misma tasa de descuento. La primera es de 
S/9000 y la canceló cuando faltaban 73 días 
para su vencimiento, por lo que solo pagó 
S/8927. Determine en qué fecha vencía la se- 
gunda letra si era de S/4500 y al cancelarla el 
17 de octubre le descontaron 5/21. 


Resolución 


« Para la primera letra 


Dar) 


A 


S + =8/9000 
Voe(1 79/8927 y, =5/900 


73 días 
> Dey=VarVaco=Var dt, 
9000-8927=9000xr %x73 
73=90rx73 


1 EN 
r=3 > ro q5)o 
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Lumbreras Editores 


Para la segunda letra 


t 1 


(17 de octubre) £ días 


> Dey=Vpr%t 


1 
21 45000 yy ox 


t=42 
Finalmente, 


octubre 
17 42 días 


noviembre 


A _— _—aa  ———_ 


Por lo tanto, la segunda letra se cancelaría el 
28 de noviembre. 


Problema 9 


Si a una letra pagadera dentro de 1 año se le 
descontara comercialmente al 10% semestral, 
en lugar de un descuento racional del 30%, se 
recibirían S/64 más. Calcule el valor nominal 
de dicha letra. 


Resolución 
Sea la tasa de descuento comercial al 10% se- 


mestral. 
D, 


AR 


Vac V,=S/100K 


1 10% semestral ] 


t=l año <> 2 semestres 
> D¿=V, xr% xt 
D¿=100Kx10%x2 
D¿=20K 
Luego, 
Vac=VaDe 
V,¿=100K-20K=80K 


Sea la tasa de descuento racional al 30% anual 


2 1+r%t 


— 100K 
“ 1+30%x1 


_1000K 
13 


v 


ar 


Por dato, sabemos que 
Vac—Var=64 


_1000K _ 
13 


=> 80K 64 => K=20,8 


v, =100(20,8)=S/2080 


Otra forma 

Si se le descuenta comercialmente al 10% se- 
mestral, en un año se le descuenta 20%. Su- 
pongamos entonces que el V, sea como A 


1, 
S 30% anual 
Si se le descuenta racionalmente al 


entonces sea el V,, como 10. 


Por tanto, V,, es como 13. 


Si consideramos V,=5X13X4 


> y, —V,=520-500=20=04 
a=32 
v, =5/2080 Eco 
e 


problema 10 


una letra que vence dentro de un año 
se tiene 


ntada racionalmente al 60%. Además, la 
ae sus valores actuales dentro de 7 y 9 
una 


ses es S/ 1920. Calcule el valor nominal de 
me 


Ja letra. 


Resolución 


amos. 
palo letra de 


cambio 
Da 


Hoy Tmeses 2 meses 3 meses 


60 %anual <> 5% mensual 


Recuerde que 
Y 


SM 
7 1+r%t 


Pordato 


Vacy+Vara)=S/1920 
v 


$ n v 
su g=S/1920 
y[2,20 

dE dE) =9/1920 


*V=T150 


Pobla 1 


Irma 

riders, A letra 
ri Por u 

ven ola a un q, a deuda de S/200, 


Ncim; UN interés «; 
0 iento e Ñ Srés simple de 30% 
Nto se q '0 Meses, ¿Qué ta: d 
rca bi sa de 


ebe ap ; 

Mete ps Para que de a dicho efecto de 
És ¿ES 3 

ro de dos contarla comercia]- 


eses, no exista pérdida 


Resolución 
Graficamos. 


8 
1=200x30%x 40 


C=200 


1 B. meses 
Hoy Í 


donde 


l8 meses = 5/40 <> Times =5/5 
+ M=240 


La letra será de Y,=240. 


ls M ru d 


Hoy 2 meses b moses 


donde 
D; meses=16 meses 


V, xr %xt=6XI] mes 
240xr%x3=0x(5) 


r%=25% anual 


Problema 12 

Luis tiene una deuda, por la cual firmará tres 
letras mensuales de S/500, descontadas al 5% 
mensual; sin embargo, podría pagarla con una 
sola letra de S/2700, descontada racionalmen- 
te al 5% mensual. ¿Cual será el tiempo de ven- 
cimiento de esta letra? 


Resolución 
Gráficamente tenemos letras a reemplazar. 


Da, 1 
Va 31 D. Dego 
pa : 500 500 
Van 500 300 Se 
. 


S 1 mes 
hoy  1mes I mes 


donde 
Va =500-D¿, > Va =500-500x591 
Va) =500-D¿, > Va =500-500x5%2 
V,¿=500-D¿, > V,¿=500-500X593 


Luego, 
Va¡+Vay FVa¿=1500-(25+50+75) 
Va FVa, HVa¿=1350 


Evaluamos la letra reemplazante. 


D, 


tmeses 


Descontamos racionalmente 


V,r%:t 

Di), En crez0óa 

" 1-rót 
_ 2700x5%! 

a 1-5%t 


Ademas, se tiene 
0, 
V,, =2700- 2700 x 5% £ 
1-5%t 
Finalmente, 
Var =Vay +Vay +Vaz 
2700 x 5% !t 
1-5%t 


=> 2700- =1350 


Por lo tanto, el tiempo de vencimiento es 20 
meses. 


Problema 13 


Manuel deberá pagar al banco tres letras, la pri- 
mera de S/600, pagadera dentro de 30 días; la 
segunda de S/200, pagadera dentro de 60 días; 
y la tercera de S/400, con un plazo de 90 días. 
¿Dentro de cuánto tiempo debe ser pagada una 
letra de 5/1200 que reemplace a las anteriores? 


Resolución 
Graficamos. 


S/600 S/200  s/a00 


30 días 30 días 30 dias letras 
reemplazadas 


1200 
úÓAAAAAAA 
l letra única 
reemplazante 


Observamos que 6004+200+400=1200. 
Si no está especificado, se considera descuen- 
to comercial a una misma tasa. 
Por ser un caso de vencimiento común, se 
cumple que 
600 x 30 + 200 x 60 + 400 x 80 

Lon 1200 

55 


£ 


vo 


Por lo tanto, dicha letra reemplazante se de- 
berá pagar en 55 días. 


Problema 14 
Los valores nominales de tres letras son P 
porcionales a 2; 3 y 5; además, SUS vencimien: 
tos, en meses, son tres enteros ct 
crecientes, respectivamente. Si se sabe qué A 
vencimiento común es x días después del vel 

cimiento de la segunda letra, halle € 


pro- 


valor deX- 


Resolución 
Respecto a 3 letras Se tiene 


(n-1) meses 


2(n=1) +3n+5(1+D 
AnD) +3 tt 7 
> to 24+3+5 


=n meses, 9 día 


t,,=(n.+0,3) meses 


ae cl 


PP 
tra vence en n meses, 
segunda le 
Como la 
> xt las letra 
x= (n meses, 9 días)-(n meses)=9 días 


=9 


Problema 15 

Raúl firmó una letra que vence dentro de 6 me- 
ses con una tasa de descuento del 60%. Si el 
descuento que le harían hoy con el descuento 
que tendría dentro de 2 meses suman S/3100, 
calcule el valor nominal de la letra. 


Resolución 
Sea V, el valor nominal de la letra; además, 


como la tasa es del 60% anual, este es equiva- 
lente al 5% anual. 


De los datos sabemos que 


2 meses 4 meses 


Por condición, de Problema 


Pay +Dee=3100 


y 
A 54310 


2 
Y ,+20%V,=3100 


0,310 


ÍS V,s S /6200 
Pop 

em 
e ma 16 


les S/1060 fue can- 
Su fecha de venci- 
agaría si se aplicara 
2. lugar del descuento 
sua) Na tasa de descuento 


Mi Mes 
TA Paso antes de 
ento Ñ .. pi 

en 


Resolución 
Debemos plantear ambos tipos de descuento. 
Descuento comercial 


D, 


q 


Ve 1060 


3 meses 


A partir del esquema 

»  D¿=1060x2%3 
D,=63,6 

*  V,.=1060-63,6 
Vo.=996,4 


Descuento racional 


D, 


3 meses 
A partir del esquema 
* D,=V,,x2%x3 
D,=6% Vo 


* Ve =1060-D, 
V,,=1060-6%V, 
106% V,, =1060 
V, =1000 


Finalmente, comparamos cuánto más se pa- 
garía. 
1000-996,4=8/3,6 . 


Problema 17 

Luis debe una suma de $/6000 pagaderas en 

6 meses. A los dos meses paga S/4000 y id 
una letra de cambio por el resto, paa qee 
meses. ¿Cuál es el valor del pagaré si el 
cuento es el 20%? 
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Resolución 
Esquematizamos. 


Vam  Viy=4000 


V,,=6000 Vr 


2 meses 


A meses 1 meses 
Del esquema 
Vec1) = 4000 — 4000 x E x2 
400 11600 
Vaqg=2000 2 
20% 
* Var = Var Vara * x1 
12 
Vico)  5V, 
E (2) 
Va» SS Vaca E = E 
20% 


»  V,=6000-6000x 12 x6 


V,=5400 
Además, se cumple que 
Va=Vany+ Va) 


11600 | 5Vnca) 
3 6 


=> 5400 = 


Vaca) = 53/1840 


Problema 18 


La tasa de descuento de una letra es 8% y su 
descuento racional es el 80% del descuento 
comercial. ¿Cuánto falta para su vencimiento? 


Resolución 
Por condición del problema, 


D,=80% D, 
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Por propiedad se cumple que 
vs D. xD, _5kx4k 
np D,  5k-4k 


> V,=20k% 


Además, 
D¿=V, xr%xt 


> 5R=20k x8% xt 


25 2 
Z=1t 
3 (en años) 


Por lo tanto, para su vencimiento falta 3 años, 
1 mes y 15 días. 


lama 19 


¿En qué fecha vencerá un documento de 
S/7200 que se giró el 27 de abril si por descon- 
tarse el 9 de mayo al 40% anual se recibió por 
ella S/6840? 


lución 


Esquematizamos. 


D,¿=360 


27/04 09/05 d 


E 12 líos —H——— das 1 
Como 
D.=V,xr%xt ' 
40% 20 


> 360 =7200 x 360 


45=1 (en días) 44 


ncimiento (Ev). 


Nos piden la fecha de ve! 


FV=09/05+45 días 


FV=23 de junio 


Pb Test 


Juan tiene una letra de cambio que vence 
en cinco meses y cuyo valor nominal es 
$/2400. Si la tasa de descuento es del 2% 


mensual, calcule el descuento que se ob- 6. 
tendría hoy. 

A) S/240 B) S/200 C) S/256 

D) S/260 E) S/264 


Elena cancela una deuda siete meses an- 
les de su vencimiento. Si se hace acreedo- 
raa un descuento de S/315 y la tasa de des- 


cuento es del 18%, calcule el valor nominal Lis 
de dicha letra. 


A) S/3300 


B) $/3000 
D) $/3150 


C) S/2800 
E) S/3200 


Susana tiene una letra que vence en cinco 
meses. Si el valor nominal es de S/3800 y 


a realiza un descuento de S/570, calcule 
a tasa de descuento m 


pa 


iensual. 
A 3) 4% O 45% 
135 E) 5% 


Halle e] Valor ac 


yO valo, Ctual racional de una letra 
daa 3 " Nominal es S/2600 si es descon- 
cien O falta 10 meses para su 
A 0 
00 
DS > 5/2160 9 E a 
/2300 
j Mec a 
ce ñ ln “guientes proposiciones, 
Y fal d Ps Correcta de verdad 
Ys 
In Va > v, 
Var =V, +D, 


A) FVFF 
D) VFVV 


B) VVFV  C) VVFE 


E) VVVF 


Juan tiene una letra de S/5000, la cual ven- 
ce dentro de un año. Si dentro de cuatro 
Meses el descuento será de S/800, ¿cuál es 
el valor actual de dicha letra si se cancela 
cinco meses antes de su vencimiento? 


A) S/4000 
D) S/4650 


B) S/4500  C) S/4600 


E) S/4700 


Luis cambiará una letra de $/4550, que ven- 
ce dentro de 4 meses, por 2 letras trimestra- 
les de igual valor nominal. Calcule su valor 
nominal si todas las letras son descontadas 
comercialmente al 2% mensual. 


A) S/2150 
D) S/2200 


B) S/2250  C) S/2300 


E) S/2350 


Se desea cambiar una letra de S/2100, que 
vence dentro de 6 meses, por otra letra que 
venza dentro de 8 meses. Si ambas son 
descontadas racionalmente al 1% men- 
sual, calcule el valor nominal de la letra 
reemplazante. 


A) S/2140 
D) S/2220 


B) s/2160  C) S/2200 


E) 5/2240 


María debe dos letras, la primera de s/600, 
que vence dentro de 3 meses, y la segun- 
da de S/300, que vence dentro de 9 meses. 
¿Cuánto será el valor nominal de la letra 
que reemplace a las 2 anteriores si el a 
po de vencimiento común es de 5 meses: 


C) 5/880 
E) S/940 


A) S/910 
D) S/900 


B) S/920 


7 es Ciaves 
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Problemas propuestos 


Nivel básico 


Una letra se descuenta al 15% por un tiem- 
po?. Si uno de los descuentos es el 96% del 
otro, determine el valor de (. 


A) 3 meses y 10 días 
B) 3 meses y 20 días 
C) 4 meses 

D) 4 meses y 10 días 
E) 4 meses y 20 días 


¿Cuál es la tasa de descuento de una letra 
de S/5800 que vence dentro de 3 meses y 
es negociada por S/5684? 


A) 2% B) 38% O 4% 
D) 5% E) 6% 


Se tienen 2 letras; la primera vence dentro 
de 20 meses al 10% semestral; la segunda 
vence dentro de 30 meses al 10% cuatri- 
mestral. Halle la suma de sus valores nomi- 
nales si su diferencia es S/400 y son letras 
equivalentes. 


A) S/800 
D) 5/880 


B) S/840 O) S/860 


E) S/900 


Una persona recibe el 90% del valor nomi- 
nal de una letra que ha sido descontada 
a una tasa del 15% anual. Calcule cuánto 
tiempo faltaba para su vencimiento. 


A) l0 meses B) 9 meses C) 8 meses 
D) 7 meses E) 6 meses 
Se tiene una letra con un valor nominal 
de S/9000. Faltando 72 días para su venci- 
miento, ¿cuánto se recibiría si se descuen- 
ta al 20% bimestral? 


A) S/7600 
D) S/8200 


B) S/7950  C) S/8000 


E) 5/6840 


¿En qué fecha vencerá una letra si al pagar- 
la el 2 de abril se obtiene un descuento de 
S/72? Considere que la letra tiene un valor 
de S/54000 descontable al 4% anual. 


A) 5 de abril 
B) 8 de abril 
C) 14 de abril 
D) 20 de abril 
E) 28 de abril 


Los descuentos externo e interno de una 
letra que vence dentro de ocho meses es- 
tán en la relación de 5 a 9. Si el valor nomi- 
nal y los descuentos mencionados suman 
S/3030, determine cuál será su valor actual 
dentro de cinco meses. 


C) S/975 
E) 5/1050 


A) S/930 
D) S/990 


B) S/945 


Halle el valor actual de una letra de sn, 

si la relación entre el descuento comercia 

y el descuento racional es de 5a3. 

A) S/600  B) S/800 0) e 

D) S/1100 E) S/3 


de cambiar dos le- 


Un comerciante deci pe /3000 y 


tras, cuyos valores nominales qe 
S/5000, las cuales vencen a los 50 y lo 
a una tasa diaria de 0,2% y 0,4%, Y 
tivamente, por una única letra que 


59 dia, 
dentro de 70 días a una tasa del pa ¡ 
rio. Determine el valor de la única ( 


2.800 
A) s/15000 B) S/15500 E 5800 y 
D) S/10.000 de 


persona firma tres letras mensuales 
s valores nominales están en la rela- 
1. Si se desea reemplazar por 
¿en qué tiempo vencería? 


¡1 Una 
cuyo: 
ción de 3; 2 y 
una sola letra, ñ 
Considere que este valor nominal es el do- 


ble del primero. 


A) 1 mes 

B) 1 mes y 15 días 
C) | mes y 10 días 
D) 1 mes y 20 días 
E) 1 mes y 18 días 


Nivel intermedio 


11. Los valores actuales de una letra están en 
relación de 16 a 7. Calcule la relación de 


os descuentos. 
3 5 

a B) 2 L 
n E o; 
8 

D e e 

| 5 E) - 


VE desc. 
Esuento comercial y el descuento ra- 
nal de una letra 


A de cambio que vence 
Ntro de 1 añ 4 

Do say O están en la relación de 
“Si dentro de 


A 7 meses el d 
Seg escuento 
es/10 

lletra, 00, calcule el valor nominal de 


A Sn 
D) 500 35/2000 Cc) sy2400 
lo E) 5/3600 
be te 
;S Una 1 
Mas de tay y ua que vence dentro de 


y a Que descontando co- 
Mel : 
* que lo Nte, al r% bimestral, 


300 Ss de 

> Da: Scuentos son S, 
a ctivamente. Indique Sa e 
y Valor nominal q uma 
) 9 € la letra. 


14. 


18. 


AAA 


Una letra que vence dentro de 4 meses tiene 
un valor actual de S/1200. Si se llegara a des- 
contar dentro de 45 días, el descuento sería 
S/60 mayor que si se descontara dentro de 
65 días. Halle el valor nominal de la letra. 


A) S/1360 
D) S/1560 


B) S/1920  C) S/1380 


E) 5/1860 


. Se desea pagar una deuda de S/3128, para 


lo cual se firman letras mensuales de S/400 
al 6% de descuento. ¿Cuántas de estas le- 
tras son necesarias si se debe terminar de 
pagar en menos de un año? 


A 6 
D) 9 


BD 7 08 


E) 10 


). Para cancelar una deuda de S/5350, se fir- 


man 25 letras mensuales de igual valor no- 
minal, descontables al 10%. Calcule dicho 
valor nominal. 


C) S/320 
E) S/350 


A) S/200 
D) S/330 


B) S/300 


. Una letra vence dentro de un año, pero al 


cabo de 4 meses el mayor valor actual que 
adquiere, descontada al 18%, es s/6875. 
Halle el descuento que se obtendría al ser 
cancelada 4 meses antes de su vencimien- 
to si es descontada a la misma tasa. 


O) S/649 
E) S/724 


A) S/462 
D) S/720 


B) 5/524 


Se debe pagar S/525 con tres letras de sel 
valor nominal cada cinco meses y 4 e 
tasa del 15% anual. Halle el valor nom 


de las letras. 


Cc) 5/200 


s/150 
qa E) S/300 


A) S/100 
D) S/250 


A 


685 


o 


19, Los descuentos de una letra, si se descon- 


686 


20. 


21 


2% 


taran el 26 de julio y el 9 de septiembre del 
mismo año, son entre sí como 51 es a 24. 
¿En qué fecha vence la letra? 


19 de octubre 

18 de noviembre 
13 de diciembre 
11 de septiembre 
19 de diciembre 


A) 
B) 
(9) 
D) 
E) 


Para una letra se cumple que el valor ac- 
tual racional es el 112,5 % del valor actual 
comercial, y el descuento comercial exce- 
de al descuento racional en S/80. Calcule 
el valor nominal de dicha letra. 


A) S/980 
D) S/950 


B) S/960 O) S/970 


E) S/940 


+ Calcule la suma de cifras del valor nominal 


de una letra si se sabe que el descuento 
racional es igual al 85% del descuento co- 
mercial; además, el valor nominal excede 
al descuento comercial en S/2100, 


A) 12 
D) 18 


B) 15 O 17 


El 20 


Leandro tiene dos letras, una de S/600 y la 
otra de S/1400, las cuales vencen dentro de 
3 y 6 meses, respectivamente. Debido a que 
sufrió un asalto, prefiere negociar las letras 
Para tener más plazo y las cambia por otras 
tres, cuyos valores nominales son proporcio- 
nales a 2; 4 y 7; además, sus vencimientos 
son de 9; 12 y 16 meses, Sien ambos casos la 
tasa de descuento es de 36 %, ¿cuál es el valor 
nominal de la segunda letra reemplazante? 


A) S/672 
D) S/944 


B) 5/85 0) 9936 


E) S/965 


———Úa 


22. Indique a qué tasa única han sido descon. 


nm 


3 


. El valor nominal de una letra €S 


tadas dos letras, una de 5/3420 por 40 días y 
la otra de 5/3500 por 60 días, si se sabe que 
se ha recibido por la segunda letra S/67,8 
más que por la primera. 
B) 6% CO) 10% 
E) 20% 


El precio al contado de un artefacto es 
S/2500. Si se le compra a plazos, pagando 
una cuota inicial de S/520 y firmando por el 
saldo tres letras de igual valor, pagaderas 
cuatrimestralmente y descontables al 9% 
semestral, halle el valor de dicha letra. 


C) S/800 
E) $/940 


A) S/600 
D) S/880 


B) S/750 


Erika desea adquirir un auto, cuyo precio 
al contado es S/15 330, pagando 5/9660 de 
inicial y por el saldo, letras mensuales de 
S/600 cada una. ¿Cuántas letras firmaría si 
la tasa de descuento es 1% mensual? 


O 13 
E) 20 


A) 10 
D 15 


B) 12 


'. Al comprar una computadora, Raquel paga 


una cuota inicial de $250 y firma nueve le- 
tras mensuales de $120 cada una, 4 una 
tasa de descuento del 36% anual. ce es 
el precio al contado de la computadora! 


A) $imz  B) stes 0) suso 
D) $1570 E) 5158 
$/3600 y 


ptiene 
descontado racionalmente Sé he si el 
S/3200 por ella. ¿Cuánto se cp a tasa! 
descuento fuese comercial a la Mi 


O) 310 


50 
BD 5/3050 0 950 


A) S/3000 
D) S/3150 


Rr— A €EO0)>«ASAAA 


2% Una letra vence dentro de ocho Meses, y A) S/8000  B) S/8620 O) S/8800 
. ¿e observa que dentro de cuatro meses los D) S/9100 E) $/9200 
descuentos comercial y racional están en : 
tarelación de 6 a 5. Si hoy la letra tiene un 33. Indique a qué tasa de descuento se fijó una 
valor de S/1008, calcule el valor nominal de letra si, faltando 15 meses Para su venci- 
dicha letra. miento, la relación entre la diferencia de 
los descuentos y la suma de sus valores 
A) S/2520  B) S/2500  C) S/1060 actuales es de 9 a 23. 
D) 5/1680 E) S/3200 
A) 20% B) 25% O 40% 
0% 
Z, Se tiene una letra que vence dentro de D) 48% E) 60% 
nueve meses. Si se descontara al 20% co- 34. Si . 
metal e sacionalménte, la suma de los A. Si se descontara comercialmente una letra 
valores actuales sería S/1582. Halle el valor el22 de Julio: el de agosto, sus descuen- 
nominal delárTetra tos serían entre sí como 5 es a 3. Calcule la 


fecha de vencimiento de dicha letra. 


A S/640  B) S/720 C) S/840 


A) 3 de septiembre 
D) S/a20 E) S/1120 z "e 


B) 4 de septiembre 
C) 5 de septiembre 
D) 6 de septiembre 
E) 7 de septiembre 


s 


*Hl valor actual racional y el valor actual co- 
mercial de una letra, que vence dentro de 
e meses, se diferencian en S/50. Calcule el 
e. nal de dicha letra si la tasa de des- Nivel avanzado 
ambos casos es el 10% mensual. 
35. Se tiene una letra que vence dentro de 8 
B) S/1400 €) sy1500 meses. Si se llegara a desea al cae 
E) S/3000 en ese momento la relación entré sus 2 
cuentos comercial y racional sería COMO 
es 4, pero si se llegara a descontar dentro 
de 3 meses, el descuento: comercial sería 


$/1125, Halle el valor nominal de la letra. 


Ms 
“e Present 
8/1999 an al banco dos letras, una de 


90 y 
Y la otra de 5/1970. El banco Paga la 
Por cada una de ellas, descon- 


ma 
Ea la Prime, 


ra ” 
ala misma ss +0 cla al 6% y la segun- A) S/6400  B) S/6500  C) 5/6800 
Pal vn; . 52. ¿Cuántos días faltarán E) S/7200 
miento de esta última letra? D) S/7000 
A y , e y 
días 2 isor y por el saldo S 
DN de B 10 días 36. Se compró un televisor y P poción 
las O) 60 días ual 


firmó una letra de S/315, la € pd 
cancelar 4 meses antes de la fecha s pe 
cimiento con un descuento racioná 
15%. ¿Qué suma se debe pagar? 


E) 50 días 


» 5/300 
Alle el y, e hdi de descuento A) s/280 BJ 5/29 E 5000 
Nominal de la letra. D) S/310 


687 


a, 


| 
' 
¡ 
| 


688 


37. 


a 
o 


40. 


María compró un televisor por el que pagó 
una cuota inicial de S/250 y se compro- 
metió a pagar bimestralmente 4 cuotas 
decrecientes proporcionales a los prime- 
ros números naturales. Calcule el precio 
al contado del televisor si el valor nominal 
total de las tres letras es S/1000 y estas son 
descontables al 3% trimestral. 


A) S/1210 
D) S/1308 


B) S/1190 C) S/1250 


E) S/1220 


2, Calcule la fecha de vencimiento común 


en el que se pueden pagar 6 letras juntas 
de igual valor nominal y que vencen cada 
30 días si la primera vence el 15 de mayo. 


A) 29 de julio 
B) 30 de julio 
C) 1 de agosto 
D) 2 de agosto 
E) 3 de agosto 


30, Se tienen cuatro letras de igual valor nomi- 


nal y los tiempos que faltan para su venci- 
miento en días están dados por 4 potencias 
consecutivas de 2. Si el tiempo de venci- 
miento común es de 240 días, ¿dentro de 
cuántos días vencerá la primera letra? 


A) 48 
D) 128 


B) 64 O) 96 


E) 256 


Para comprar una computadora de S/8400, 
se firmaron letras mensuales de S/600, des- 
contables al 10% (no hubo cuota inicial). 
¿Cuántas letras se firmaron si se terminó 
de pagar en menos de dos años? 

A) 12 B) 14 
D) 18 


O 15 
E) 20 


——— 


41, Un comerciante tiene que pagar tres letras 


de S/400, S/1000 y S/2000, las cuales ven- 
cen dentro de 30 días, 60 días y 83 días, res- 
pectivamente. ¿Dentro de cuánto tiempo 
debe ser pagada una única letra de S/3400 
que reemplaza a las anteriores? Considere 
que todas las letras son descontadas a una 
misma tasa. 


A) 45 días 
D) 70 días 


B) 56 días  C) 62 días 


E) 78 días 


¿Cuál es la fecha de vencimiento de una 
letra si los descuentos correspondientes al 
15 de agosto y el 16 de septiembre son en- 
tre sí como l5 esa 7? 


A) 14 de octubre 

B) 18 de octubre 

C) 31 de octubre 

D) 4 de noviembre 

E) 10 de noviembre 

Los valores nominales de dos letras están 
en la relación de 3 a 8. Ambas se descuen- 
tan al 1%, la primera por 1 mes y 20 días, Y 
la segunda por 3 meses. Si el descuento Sl 
la segunda letra ha sido de S/22 680, ¿cu 
fue el descuento de la primera letra? 


lo) s/9450 
E 


B) S/7800 
) s/4725 


A) 5/8450 
D) S/9540 
entro de 
, ¡a suma 
2 y 3 meses, respectivame 
de valores nominales es 
el valor nominal de una d e 
sabe que el descuento de la seg 


es dos veces más que la primer 

7200 
A) S/5625  B) 5/6500 e 5400 ; 
D) S/2800 a y 


IN 


Capítulo 


Promedios 


Ángel sánchez Oré 


d 


CAPÍTULO XVII 


PROMEDIOS 


Objelivos 

+ Analizar los datos recopilados o recolectados y determinar el representante más adecuado. 

* Aprender a ulilizar los promedios más importantes según la situación dada en particular 
para encontrar un valor representativo. 

+ Aplicarlas propiedades de los promedios en la resolución de problemas cotidianos. 


Introducción 
El origen de la palabra “promedio” se remonta a la época en que los viajes que se realizaban por 
Mar impli A 
e implicaban gran riesgo, ya que era bastante frecuente que, durante una tormenta, los barcos 
¡zara a s 
N parte de su carga al agua con la finalidad de no hundirse por el peso. 


la aquellos cuyos bienes se sacrificaban podían reclamar con justicia una 
El valor de los E de aquellos que no habían sufrido alguna disminución en sus bienes. 
Mercaderías en el ra sacrificados se pagaba mediante un acuerdo entre todos los que tenían 
das mismo buque. 

año causado 
al dinero que ca 
latina se deriva 
Parte de nuest 

demia se d 

lo diario es 


E el mar se conocía como “havaria”. Esta palabra llegó a aplicarse naturalmente 
da individuo tenía que pagar como compensación por el riesgo. De esta palabra 
Pe palabra inglesa average (promedio). Hoy en día, el promedio da 
lemora 35 ppm es cormbn escuchar a un aliunno' decir que para llegar ala 
de S/17 o en promedio, o a una ama de casa señalar que, en promedio, q 
ira A hora con la Pesar muchas empresas de transportes, en ciertos puntos de su rula, 
y idad de que, en promedio, se tenga una idea del tiempo que se demora 


Muy 
Meg Sara otro; ámbi 4 mA EN 
Cda de ya PR en un ámbito más sofisticado, el promedio también se utiliza para hallar la 


laremos los promedios más importantes, teniendo en cuenta algunos 
derar para utilizar uno de dichos promedios, como por ejemplo, el 


Os fó; ás, entenderemos como obtener su resultado, utilizando en forma 
n y 
mulas de cálculo preestablecidas. 


Ju 
ome q deben consi 
R e 
ene MÉtICO; ade 


te algun 
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1» DEFINICIÓN 

Dado un conjunto de datos, se llama prome- 
dio a una cantidad representativa de dicho 
conjunto, en el cual esta cantidad debe estar 
comprendida entre el menor y el mayor de los 
datos. 


Ejemplos 

+ Alberto cursa el 4. año de secundaria en 
el colegio; durante los cuatro periodos de 
estudio, en el curso de matemáticas obtu- 
vo notas de 14; 13; 16 y 17. Para obtener su 
nota promedio se realiza la siguiente ope- 
ración: 

14+13+16+17 015 
4 4 

+ Julia, quien es una ama de casa muy orde- 
nada, lleva la cuenta de sus gastos diarios. 
Durante la primera semana del mes de 
marzo, anotó lo siguiente: 
- lunes: S/20,5 
- Martes: S/22 
- miércoles: S/23,5 
- jueves: S/24 
- viernes: S/22,5 
- sábado: S/28 
- domingo: S/31 


Fernando, su esposo, desea obtener el gas- 
to promedio por día y realiza la siguiente 
operación: 


20,5+22+23,54244+22,5+28+31 
7 


1715945 
7 


Veamos un caso general. 
Sean los datos 
d, <d,<d; <d,<d;5S;...;<d, 


-1<d, 
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Si P es el promedio de dichos datos, se debe 
cumplir lo siguiente: 


donde 
-  d,: menor dato 
- — d,: mayor dato 


En los ejemplos anteriores, observamos que 
la manera más común de obtener un prome- 
dio es sumando los datos y dividiendo entre 
la cantidad de datos; pero esta no es la única 
manera de obtener un promedio. En el presen- 
te capítulo, abordaremos los promedios más 
usuales; más adelante, en el capítulo de esta- 
dística estudiaremos otros tipos de promedios, 
no solo para datos no clasificados, sino tam- 
bién para los que sí lo son. 


2» PROMEDIOS IMPORTANTES 

Los promedios más importantes y los más uti- 
lizados son los siguientes: 

+ Promedio aritmético o media aritméti- 


ca (MA) 

+ Promedio geométrico o media geomé- 
trica (MG) 

+ Promedio armónico o media armónica 
(MH) 


se é ¡ste 
A continuación detallaremos en qué Cons 


a i res" 
cada uno de ellos y cómo se obtiene SU 
pectivo resultado. 


DIA 


menio arÍrmérico 0 ME 
ARITMÉTICA [MA) 

Es el promedio más utili 
realiza de la siguiente manera: 


e 
zado, Su cálculo $ 


| 


(suma de datos) 
= (cantidad de datos) 


S 


ejemplos o 
+ Hallemos el promedio aritmético de las 


temperaturas de cinco ciudades del norte 


de nuestro país. 
Ciudad Temperatura 
A | 
Cajamarca 267 
Chiclayo 28" 
Piura 33% 
Tumbes 31 
Iquitos 2d 


7 26"4+28433+31*427" 


'MA= 
5 
— 143* 
MA= =29" 
5 29 


* Un chofer de una empresa de transporte 
realiza varios recorridos a nivel nacional. 
Hallemos el recorrido promedio si se co- 
hoce la siguiente información: 


Ruta Distancia 


298 km 
147 km 
245 km 
367 km 


¡E 
| Lima - Huancayo 


| ld 
| Huancayo - Huancavelica 


Huancavelica - Ayacucho 
| Ayacucho - Abancay 
is 


d 
Onde MA es el recorrido promedio. 


Ma PE+I47+2454397_ 
4 


2 41057 
Ma 2264.25 km 


Paseo asi A 
UNO de e asisten 5 niñas y 6 niños. Si cada 
mos Ya lleva cierta cantidad de dinero, 
POr gy 4 cantidad promedio de dinero 
Po de niñas y niños. 


Además se sabelo siguiente: 


- Niñas: S/] 1; S/14; S/17; S/20: 8/23 


niños: S/8; 8/14; S/20; S/26; S/32: S/38 


Manitas =L1+14+17+20423 85 
5 => 17 


Manos ELEPDARO+32+38__ 198 
6 


MAiños =5/23 


» Nota 

En el ejemplo anterior se observa que los 
datos están en progresión aritmética: ade- 
más, se cumple lo siguiente: 

* 11:14; 17,20;23 —= MA=17 


a] 
Por lo tanto, si la cantidad de datos que for- 
man una PA es impar, su MA es aquel dato 


que ocupa el lugar central. 


De esta manera, si la cantidad de datos que 
14 es la semisuma 


forman una PÁ es pa 
de los dos datos equidis 


En general, 


y; Ag; Ag; ai ci On 
E ES 


sión aritmética 


son los términos de una progre: 


finita. Se cumple lo siguiente: 
A 
An+1 ¡ sin es impar 
1 


== | 


TA= . G ar] 
MA=) q +a, ; simesP 
pa 


2 A 


—— 
Aplicación 1 Si tenemos 
En un aula se sabe que el promedio de edades Datos Peso 
de 10 alumnos es 15 años y que el promedio d; PI 
de edades de otros 20 alumnos es 18 años. da P» 
Halle la edad promedio de los 30 estudiantes. d; Ps 
Resolución , 
dy Pr 


Según los datos tenemos 


Aplicación 2 

Un estudiante universitario ha llevado cinco cur- 
sos, cada uno de los cuales tiene Un peso (cré- 
dito). Si la tabla siguiente muestra las notas ob- 
15 tenidas al final del ciclo, halle su nota promedio. 


Hallamos la edad promedio de cada grupo. 
De los 10 primeros alumnos: 
a1+43+... +10 
10 = 


a,+ay+..+a1p=10(15) | 
Análisis Matemático 1 | 14 


De los 20 alumnos siguientes: | Matemática Básical | 12 
ay +0 +34. +00 18 Física | 7 
20 | Química l | 16 
ay +ay2+..+dg=20(18) | Dibujo Técnico le 1. 
o o Total ME 
De los 30 estudiantes: * Resolución 


i siguiente 
—  A+a)+...+A19+011 4019... A3o Hallamos la nota promedio de la 8 
MAS manera: 


30 3 

— 14541244 1744164115% , 
Reemplazamos. MA= 20 

774=2905)+20018)_510_ 7 2 MA= == 1425 
30 30 
Por lo tanto, la edad promedio de los 30 estu- »h Nota “urso está rela: 
diantes es 17 años. El número de créditos de un es . quesedic: 
cionado con el número de e el grado 
; 14 E 
2.1.1. Promedio ponderado ta dicho curso, asi como E ql univer 
Es aquel promedio en el que los datos tienen de dificultad del pe en námer 
A ; : sitario debe haber acu Ñ arse de 

cierto grado de importancia (puede ser llama- de créditos estima do para grade 


do peso o crédito) y para su cálculo este grado 


i Í i facultad en la cual ha es 
de importancia debe ser considerado. a : a 5 
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A 
aplicación 3 os de un colegio, cuya estatura 
De 500 da 1,67 m, 150 son mujeres y su 
po ee es de 1,60 m. Calcule la es- 
me promedio de los varones. 


Resolución 
Delos datos del problema tenemos 


Mujeres 


Cantidad 350 


T 
Varones | 
| 


Promedio 


Del recuadro podemos observar lo siguiente: 


E (suma de estaturas de las mujeres) 
150 


suma de estaturas 
de las mujeres ) =1,6(150) 


A 


+ z= Uma de estafuras de los varones) 
350 


hrs de estaturas] — 
delos varones | =*(350) 


Luego, 


Ss 
( Esa estaturas |,[ Suma de estaturas 
A 5 Mujeres de los varones 


500 


Rem, 
| 
Plazamos los Valores anteriores, 


250150) + X(35p 
a, 


0 


167= 


SS 


Aplicación 4 

La edad promedio de 30 personas es 20 años y 
ninguno de ellos es menor de 18 años. ¿Cuál es 
la máxima edad que puede tener uno de ellos? 


Resolución 

Como deseamos saber la edad máxima que 
Podría tener uno de ellos, vamos a asumir que 
de las 30 personas, 29 de ellas tienen la menor 
edad posible (en nuestro caso, 18 años, ya que 
nos dicen que ninguno de ellos es menor de 
18 años). Luego, la persona que quede podrá 
tener la mayor edad posible. 

Así tendremos 


edades 


18; 18; 18; 18; ...; 18; 18;e 
qa 
29 personas 


máx 


donde €, es la edad máxima de una de las 
personas 


De los datos del problema tendremos 
29(18)+e 


máx =20 


30 


Operamos. 
522 + €máx=800 


€máx=78 años 


2.1.2. Variación de aari [ 
Cuando en un conjunto de datos, algunos 
aumentan o disminuyen su valor, entonces la 
MA de este conjunto de datos se verá altera- 
do y dicha variación se calcula de la siguiente 
manera: 


cantidad total > 
que se disminuye 
alos datos 


cantidad total 
que se aumenta |- 


alos datos Ú 
(cantidad total de datos) 


AMA= 


Además, 
+» SIAMA<O0, entonces el promedio disminuye. 
+ SiAMA=0, entonces el promedio aumenta. 


+ SiIAMA> 0, entonces el promedio aumenta. 


Se concluye que 


nia 


( MÁ = MA ici. + AMA 


Aplicación 5 

El promedio de 10 números es 15. Sia 4 de estos 
números les quitamos 8 unidades a cada uno; 
además, a 3 de ellos les aumentamos 2 unida- 
des a cada uno, ¿cuál es el nuevo promedio? 


Resolución 
Se sabe que 


MÁmicia =15 


Del enunciado, hallamos la variación de la MA. 


El promedio 
— 30-48, AN ys 
AMA = 3048) _ 9 EY aismino 
10 fa 
Finalmente, 
MAsmicioy=15-2,6=12,4 


Por lo tanto, el nuevo promedio es 12,4. 


Aplicación 6 

Al calcular el promedio aritmético de las notas 

de 20 estudiantes, se observa que sia 15 de 

estas notas se les agrega 7 puntos a cada una y 

al resto se le disminuye 5 puntos cada una, el 

huevo promedio sería 17. Calcule el promedio 

inicial. 

Resolución 

Sean las notas iniciales de los 20 estudiantes 
41; 42; Ag; Ag; As; ...; 17; Uy; 419; Az 

Su promedio inicial sería 


Qrta+0+a4+..+019+019+09o 


Pinicial= 20 
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E 
Según el dato, 


(a, +7); (a3+7); (a¿+7); (a,+7) ...; (a14+7) 
(a15 +7); (a15-5); (a,,-5); .5 (da9=5) 


— 
nuevas nolas 


Observe que la cantidad de notas no ha 
variado, siguen siendo 20 notas. 


Ordenamos. 
ay+7 4165 
ay9+7 4175 
415+7 995 


a1+43+...+015+7015) | a5+417+...+479-5(5) 


De ahí tenemos que 


41+43+43+...+413+4 194090 +15(7) -5(5) 
final = 20 


a Paya tora. 15(7)-5(5) 
20 . 2 
» variación 
promedio 


Pina 


Por dato 
Phinar=17 


Reemplazamos. 


105-25 


17=Piniciar gp 


Piniciar=18 
De lo anterior podemos observar que 


A 
Pi io) 
> ariaci el promedi 
( Pana =Piniciar+ (variación d moneso)) 


Además, 


¿e minución 
(ages y/o dismino ) 
A los datos 

as del ps qe 


promedio (total de datos) 


En conclusión, si las dist 
son iguales, entonces 


icación 7 : 
Ce un recorrido de 180 km de Lima a 
Jur 


ancias recorridas 
onga, dos llantas de un automóvil se ma- 
ranonse 


ron, por lo que Se utilizaron seis llantas en [y =(MH de velocidades) Ñ 
pa de cuatro. Calcule cuál es el promedio | 
Ú 
recorrido por cada llanta. ' 


Silos tiempos empleados son iguales 
Resolución 


Observemos que al no malograrse ninguna 
llanta, cada llanta recorrería 180 km; el recorrido 
total sería 180 kmx4, es decir, 720 km. 


Este recorrido total no variará, puesto que el 
automóvil recorrerá la misma distancia. 


Y= A + da + da — OIL+ Dot + val 


Ahora, como dicho recorrido total se ha rea- 


b+t+t 3t 
lizado con seis llantas, el promedio recorrido 
£ 0 +0) +03 
por llanta será YA e EE 
promedio recorrido _720 km =120 km 
por llanta 6 


En conclusión, si los tiempos empleados 


Porlo tanto, el promedio recorrido por cada son iguales, entonces 


llanta será una distancia de 120 km. 


V, | 
2433, Velocidad promedio (Y) [Ue E 
Eslavelocidad media que tiene un móvil en un 
Intervalo de tiempo dado. 


l 
o Aplicación 8 
E 


- (distancia total recorrida) Un auto recorre un circuito que tiene forma 


(tiempo total empleado) 


de un triángulo equilátero con velocidades de 
Casos Darticy 24 km, 12 kmvh y 40 km/h por cada lado. 
- Silas di E ió Calcule la velocidad promedio del auto. 
IStancias recorridas son iguales 


Da 


Resolución 


De los datos 


_d+d+d 
PO + +b 
3d 3 

Y == 
aa e Y LA 
EE 
241240 2412 40 
3 360 

-3 360 _op 

E 
120 


Por lo tanto, la velocidad promedio del auto es 
20 km/n. 


Aplicación 9 

Iván recorre con su bicicleta tres tramos dife- 
rentes de una carretera en un mismo tiempo 
cada tramo, siendo sus velocidades de 8 km/h; 
12 km/h y 28 km/h, respectivamente. ¿Cuál es 
la velocidad promedio aplicada por Iván en 
todo su recorrido? 


Resolución 


Tengamos presente que la velocidad promedio 
(Up) se determina de la siguiente manera: 


_ (espacio total recorrido) | 
P" (tiempo total empleado) | 


pas 


8 knvh 12 knvh 28 knvh 
e TS E a 


e 


Reemplazamos. 


Be 124280 
PH 


481 


Ea 


vp=16 km/h 


La forma de este problema también es aplica- 
ble para problemas de promedio de produc- 
ción, como lo podemos observar en la aplica- 
ción siguiente. 


Aplicación 10 

En una fábrica laboran costureras en tres tur- 
nos de 8 horas cada uno; se ha observado lo 
siguiente: en el primer turno se confeccionan 
24 camisas por hora; en el segundo turno, 
15 camisas por hora; en el tercer turno, 12 ca- 
misas por hora. ¿Cuál será la producción pro- 
medio por hora en dicha fábrica? 


Resolución 

Se observa que cada grupo trabaja una misma 
cantidad de horas (tiempos iguales) y que las 
producciones de cada grupo por hora nos 1e- 
presentan la velocidad de producción de cada 


grupo. Así tendremos 


Ha utilizado el mismo tiempo para cada tramo. 
Veamos ahora la velocidad promedio (Up) 
_£1+e2+e3 
tHt+t 


Recuerde que 


e=uxt 


donde 


- €: espacio “ U: velocidad. p. tiempo 
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"Grupo 


A p) será 
El promedio de producción por ho'á A 


(producción total) 
(prooucont-— 
(tiempo total) 


Er” 


Asítendremos 


24(8)+15(8)+12(8) 
PB 


po 9eni20+96 


24 


Porlo tanto, la producción promedio es 17 ca- 
misas por hora. 


22, PROMEDIO GEOMÉTRICO O MEDIA 


GEOMÉTRICA (MG) 

Es el segundo promedio más utilizado, gene- 
ralmente nos permite promediar índices por- 
centuales y tasas de crecimiento. Su cálculo se 
realiza de la siguiente manera: 


ñ y 
[cenida) 
MG= A (producto de datos) 


) 


Ejemplos 
* En una comunidad campesina se ha ob- 


servado el crecimiento Poblacional de los 


tres últimos años. Hallemos su tasa anual 
de crecimiento. 


MG=3 
OTI 


Gener, == 

tes E pd: la MG se aplica para valo- 
o p 

Presentan 5, es decir, cuando los datos se 


aStante dispersos, 


es : 

urante de precio a] consumidor (IPC) 
“ton los se 9 Meses, en nuestro medio, 

bla, y que se presentan en la siguiente 


le Pi: 
mos la inflación promedio de 
s. 


Primeros Mese: 


E 


Febrero | Marzo 


Abril 


Inflación 


MG=y (0,29)(0,36%)(0,759)(0,15%)=0,30% 


0,36% | 0,75% | 0.15% | 


Aplicación 11 

El promedio geométrico de 10 números es 4 yel 
promedio geométrico de otros 5 números dife- 
rentes a los anteriores es 32. Calcule el promedio 
geométrico de los 15 números mencionados. 


Resolución 
Sean los 10 primeros números 
Ay; %a; Az; ...; U1g 


Por dato 


mE] 10 a 
MC(ay; a); ...; A1p)= Y 4, xaX43X...xd¡y=4 


Luego, 
10_92 
a¡xayX...Xxa)=4"=2 


También para los otros 5 números: 


Dy; Da; Dz; ...; Ds 
MG(by; by; ... D5)= /b,xbX...xb; =32 
De ahí 


byxbyx «bo =38=2% 


Nos piden 
MG(Ay; da; ...s Qro; Di; Da bs)= 


X...XD5 
fa, xa)X...xa10Xb1XDz 


Reemplazamos. 15/92092 
MG(ay; Ag My DD 3095 sel 

Entonces 15/28 
MG(ay; dy 1005 dao te 


.pJ=2=8 
== «a dB 509) 
. MG(ay; a + Go; b1502 699 


| 
| 
| 


Aplicación 12 

La media geométrica de cuatro números en- 
teros positivos y diferentes es 943. Calcule la 
media aritmética de dichos números si son 
mayores de uno. 


Resolución 
Sean los números a, b, c, d € Z*. 
Por dato tenemos 
MG(a; b;c; d)=9/3 
Luego, 


4/axbxcxd =9V3 


Elevando a la cuarta tendremos 
axbxcxd=9x3* 
axbxcxd=3*x3*=3"0 
Como a, b, c, d son enteros, todos ellos serán 
potencias de 3, además de ser diferentes; de 
ahí que se tendrá lo siguiente: 
axbxexd=3 'x32x3 x3'=3!0 


Entonces 

+ a=3l=3 
+ b=3%=9 
* c=3%=27 
+ d=3'=81 


: Nos piden 


Ma: b: AA 
120 
4 
, MA(a; b; c; d)=30 


MA(a; b; c; d)= 


2,3. PROMEDIO ARMÓNICO O MEDIA AR- 


MÓNICA (115) 


Es la inversa de la MA de las inversas de los datos. 


Má= (cantidad de datos) 
(suma'de las inversas de los datos) 
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Aplicación 13 
Halle el promedio armónico de las edades de 
tres estudiantes, las cuales son 24; 16 y 30 años, 


Resolución 
Nos piden 
MH(16; 24; 30) 


Sabemos que 


MH(16; 24; 30) == : : 
2416 30 
MH(16; 24; 30)= E 
E OF 15+8 33 
240 240 
3(240) 


MHAS; 24; 3)==5— 
MACS; 24; 30)=21,81 


Aplicación 14 

Un ciclista se dirige de Lima a Huacho con una ' 
velocidad de 90 m/s. Si en su viaje de regreso 
la velocidad que aplica es de 60 m/s, calcule su 
velocidad promedio en todo el recorrido. 


Resolución 


A 


o) 
dE ] | 
€ CE ad | 


Huacho 


ima 
A 


Recordemos que 
(espacio total) 
_ (espacio l0tA2 
Upromedio= (tiempo total) 


d+d 


—= Upromedio d d 
A 

90 60 

2d 


2 
Upromedio 9 43 
180 


Upromedio 5 


Upromedio 5 


2 Upromedio=72 m/s 
Aplicación 15 

Un automovilista recorre un circuito de forma 
cuadrada aplicando en cada lado, respecti- 
vamente, una velocidad de 20 m/s; 30 m/s; 
40 m/s y vm/s. Si la velocidad promedio es 
32 m/s, halle y. 


Resolución 
Según los datos tenemos 


40 m/s 


u m/s 


Luego, 


romeo (espacio total) 
Ciempo totan 


21 
120 60 


12) 
1 
v"120 8”? 178120 
1 
D 


1 
= y) == 
v 


3» PROPIEDADES DE LOS PROMEDIOS 
ESTUDIADOS 


AE 
3.1 


Si dichos datos son iguales se procede de la 
siguiente manera: 


MH=dato | 


Demostración 
Sean los datos 
4,=43=43=44=...=0,, 


Hallemos. n datos 


A 
_ aj+4y+...+4, Q+aj+.. +0; 
ES E = mm 

nay _ 


MT a, 
p' n 


+ MA 


MA=MG=MH=dato 
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Si todos los datos no son iguales se procede de 
la siguiente manera: 


Ejemplo 
Hallemos los promedios de 4; 6 y 9. 
—_ 44649 19 > 
lA = 3 ga 6,3 


== 3 3 
ME A 
4769 36 
—_ 3636 
H== 5 -=5,68 
Como 6,3 >6> 5,68 


se puede verificar que MA > MG > MH. 


3.2. SOLO PARA 
Tenemos que 


MA(a; b) 


Para lo cual se cumplen las siguientes propie- 
dades: 


Propiedad 1 
MAXMH=MG 
Demostración 


Del recuadro adjunto tenemos 
a+b 
( ) y | 2ab 
2 a+b 


MAxMH=axb 


MAXMH = 


Simplificamos 


Mas sabemos que 2 / 
a xb=haxby? 

Reemplazamos. 
MAxMH=axbY =(Vtaxb) 

Recuerde que 


MG=Vaxb (1D 


Reemplazamos (II) en (1). 


(Vaxb) x b)) (0) 


o 
.. MAXMH=MG 


Demostración 
Desarrollemos la expresión siguiente: 
2 


saco 2 
mr =>) -(Vab) 


Desarrollando el lado derecho se tendrá 


a” 2 
MA'-MG = 2 -ab 
2 —2 d4+2ab+b? 
MA -MG E SS 
— 2 p*-4ab 
MA” MG = ma 
— 2-2ab+b* 
MA M6 =2 o 
2 
mm ED 
Se sabe que 


MA'_ m6 =(MA+MG NA -MO) 


(por diferencia de cuadrados) 


Reemplazamos. 2 
A 
(MA+MGNMA -MG)==— 

De ahí tendremos 


(a-o?=a(MA+MONVA M6) 


pplicación 16 


úmeros | impares consecutivos, la MH 


5 M 
Dn MA de los dos mayores impares. 


es87.. Halle la 


Resolución 
Sean los tres impares consecutivos 


aja+2;a+4 


Observemos que 
a+(a+2)+(a+4) 


VA(a; a+2; a+4)= 3 =a+2 


Luego, 
aja+2;a+4 
— 
MA 


Además, por propiedad, la MH < MA. 
De ello obtendremos que 


lodo promedio es mayor que 
el menor de los números) 


a<87..<a+2 


Luego, los dos únicos impares consecutivos 
ente los cuales puede estar 8,7 serán 7 y 9. 
04<87..<a+2 


— 
0 
Finalmente, los tres ¡ 


79:11 Mpares consecutivos serán 


Nos 
Piden MA de los dos números mayores. 
M0; _9+11 
1=2 =10 
E 


* Mé: im=10 
poción 17 


a dos 
Ca 
A LA 0 yb se cumple que 
04h, , emás, MAXMG=125, Calcule 


Reemplazamos. 


—2 
MG =10 


De ahí obtenemos que 


MG=10 


También nos dicen que 
MAxXMG=125 

Reemplazando el valor de MG tenemos 
MAx10=125 > MA=12,5 


Luego, 
MA(a; b)=12,5 
Es decir, 
a+b 
——=12, 
3 5 
a+b=25 
Aplicación 18 


0 


Se sabe que dos números se diferencian en 
12; además, la suma de la MA y MG de ellos 
es 9. Calcule cuál es el error que se comete al 


considerar a la MA en lugar de la MG. 


Resolución 


Sean los números a y b. 
Tenemos por dato 


Sabemos que para dos números se cumple que 


a-b=12;a>b 

MA +MG=9 

— me_ la-bY 

A(MA+MO) 

Además, 

MA-MG: error * 
Reemplazamos. 

—=_ mr 027_144 

dais 1x9 36. 

MA-MG=4 

error=4 
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¿Qué es el índice de precios al consumidor (IPC) 


Es un indicador que muestra las variaciones de p. 
cionado de bienes y servicios habitualmente con 
El Instituto Nacional de Estadística 
series de los índices de precios al c 
de cada mes siguiente y del resto de 
partir de enero 2002, el INEI emp 
cuyos resultados están disponib 
El índice de precios al consumidor a nive 
las 24 capitales departamentales, adicionán 
Permanentemente se vienen efectuando a 
los productos, por el dinamismo del mer 
de comercialización vigentes, dada una 
El INEI dispone de un sistema de capta 
la representatividad de los establecim 
compras los consumidores. En Lima Metropol: 
el mes de medición en aproximadamente comerciales, 41 mercados, 
6 supermercados, 500 viviendas alquila tros educativos, 210 líneas de transporte 
urbano e interprovincial y 143 establecimientos de venta de combustible, entre otros. 

En las 24 principales ciudades del p: lor de 41 000 informaciones mensuales. 
Veamos el siguiente ejemplo que describe la vanación mensual del indice de precios al consu” 
midor en el Perú entre octubre de 2017 y septiembre de 2018. 


O tiene un grupo selec- 
las ía S. 

nene publicando mensualmente las 

Metropolitana, el primer día 

15 días de cada mes, A 

s al consumidor nacional, 


Informa 


nmsumidor 


la. como tn promedio ponderado de 
ce Chimbote. 

tatividad de las marcas de 
o una adecuación a los sistemas 
grandes supermercados. 
on una amplia cobertura que asegura 
de servicios, donde realizan sus 
6 229 datos a lo largo de todo 


s se captan alrede 


Variación mensual del índice de precios al consumidor 


AN magonp, 


Adaptado de <wWw 


A 


» Problemas resueltos 


problema 1 
e promedio de las edades de tres personas 


12 años. Si agregamos una cuarta persona, 
es E a dá % 
cuya edad es de 24 años, ¿cuál será la edad 


promedio de estas cuatro personas? 


Resolución 
Sean a, b, c las edades de las tres personas. 


Por dato tenemos 


Alincorporarse la cuarta persona con 24 años 
de edad, el nuevo promedio será 


Po 
Flotanto, la nueva edad promedio es 15. 


Problema 2 


LM a, 
el má 
OS tres términos de una sustras ón 


$52. Calo E 
ule la MH entre el sustraendo y la 


Abe que el 20% 
ke esta, de aquel es 


encia si se A 


Luego, 

M+S+D 

———=M) 

3 

M+S+D=2M=60 
> M=30=S+D 
Además, 

20%S=30%D 

s a D_S+D_30_ 


Ss D 


E A 


> S=3x6=18 » D=2x6=12 


Piden MH 

- MH(18; 19) =2:18x12 144 
18+12 

Problema 3 


En el Colegio Bertolt Brecht, el promedio de las 
notas de un examen tomado a 40 estudiantes 
es 13,5. Se sabe que 6 de ellos obtuvieron un 
promedio de 18; otros 10, un promedio de 8; 
y el resto obtuvo notas que no superan los 16. 
Calcule el menor promedio posible que alcan- 
zaron 5 estudiantes de estos restantes. 


Resolución . 
Sea S, la suma de las n notas. 


— Si 
MA(40 notas) =13,5 > y 
Sio=40X13,5=540 


También 
== S E 
- MA(6 notas)=7=18 > S¿=108 
— S Pa 
. MÁA(10 notas) = 5 =8 > Si=80 


tal 
De lo anterior, el resto de notas (24 en total) 


serían 
S,¡=540-(108+80)=352 
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Como queremos saber el menor promedio de 
5 de estos 24 estudiantes, 19 de ellos tendrán 
la mayor nota que puede tener este grupo, es 
decir, 16. Así tendremos 

16x(19)+MA(S notas) x(5)=352 


MA(5 notas)=9,6 (mínimo) 


Problema 4 

En una reunión asistieron varones y mujeres 
entre adultos y niños. Se sabe que el prome- 
dio de edades es como se detalla en el si- 
guiente cuadro: 


Varones 35 | 6 | 


Mujeres 


Asimismo, se sabe que los adultos representan 
el 70% del total y el número de niñas es una vez 
más que el número de niños, los que represen- 
tan el 25% del número de adultos varones. Cal- 
cule la MA de las edades de todos los asistentes. 


Resolución 

Según el enunciado, el número de niñas es una 
vez más que el número de niños (el número 
de niñas es el doble del número de niños). 
Como el número de niños es el 25% de los 
adultos varones, serán la cuarta parte de ellos. 
Tenemos lo siguiente: 


Adultos | Niños 
N.? de varones ak K 
N. de mujeres 3K 2K 
_ _A=-NlA 
5 70% 30% 
Hallamos la MA. 
: 772 35(4K) +30(3K)+6(K)+2(2K) 
4K+3K+K+2K 
MA=24 años 


Problema 5 

El promedio aritmético de 20 números es 75, si 
al primero se le añade 2 unidades; al segundo, 
4 unidades; al tercero, 6 unidades; y así sucesi- 
vamente, ¿cuál es el nuevo promedio aritmético? 


ñ 


Se sabe que MA jpicja¡=752 
Como a cada uno de los números se le va a 
añadir cierta cantidad de unidades, entonces 


el promedio cambiará. 
Hallamos la variación del promedio. 


AMA=2+4+6+..+40 
20 
mL > AMA=21 


> MAmma=75+21 


MAnal =96 


Miguel acostumbra salir todos los días con S/10. 


Observó que en enero su gasto promedio fue de 
8/8,2. Si en los 8 primeros días su saldo prome- 
dio diario fue de 5/1,85 y en los 12 días ma 
su gasto promedio diario fue de 8,05; calcule e 
saldo promedio diario de los días restantes. 


Resolución 
Del enunciado tenemos que 


+ gasto promedio (enero)=5/8,2 20=5/180 
+ saldo promedio (enero)=10-8, 
Saldo promedio 
Noe ias alario (5) 


8x1,85+12x1,95+110 
Lee 31 


a=1,6 


== 

oblema 7 ! 
de MG de cuatro números enteros y dife- 
si la 


tes es 545, halle el menor promedio que 
ren 


puede obtener con solo dos números. 
se 


Resolución 
Sean a, b, c y d los números que deben ser 


diferentes. 


Por dato tenemos 


Yaxbxcxd =545 


saxbxexd=5tx5=50 


Il $ $ 


Sabemos que el menor promedio es la MH. 
2x1x5 


2 MH(;5)= =1,6 


Problema 8 


Enuna fábrica de 
ByC.En1 hora, 1 
los; la máquina 
0 polos, Dete; 
Por hora en di 
ucirla mism 


Polos existen 3 máquinas: A, 
'a máquina A produce 30 po- 
B, 45 polos, y la máquina C, 
mine la producción promedio 
cha fábrica si todas deben pro- 
a Cantidad de Polos en un día. 
Msolución 


Sano 
Ñ Polos E Que cad 


A Máquina debe produci 
mente producir 


Problema 9 


El promedio de edades de un conjunto de per- 
sonas es mn años. A la edad de cada una de 
las personas se le suma 30 años, luego se le 
multiplica por 2 y al final se le resta 10; ade- 
más, al hallar el promedio de las nuevas eda- 


des se observa que hay un incremento de 63. 
Calcule mxn. 


Resolución 


Sea P el número de personas cuyo promedio 
de edades es mn. 


Se sabe que 
MA (edades de P personas)=mmn 


(suma de edades de P personas) e 
P 


(suma de edades de P personas) =nnxP 


nm. — suma de las coñas Pa 
MAp=mn ( de las P personas 


Hallamos el nuevo promedio. 


2AmnxP+30P)-10P _ 


mn+63 
P 


2plimn+30)-10P 6 
P 

2mn+60-10=mn+63 

mn+50=63 > mn=13 


mxn=3 
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Problema 10 


La MG de 20 números es 243 y la MG de otros 
30 números es 32. ¿Cuál es la MG de los 50 nú- 
meros? 


Resolución 
El primer grupo de números los conforman 4, 
A), Ay, ..., Ay y el segundo grupo de números lo 
conforman by, ba, bz, ..., Dag 
Por dato tenemos que 
. Ya,xazX..dy =243 

41 x47X...Xd9=243% 


*  30b,xb3X...Xb3y =32 


b¡Xb7X...xb3=32% 


Como queremos hallar la MG de los 50 núme- 
ros, tendremos: 


MG = Ya + 09 X...X 99 XD xD) X... x Dzp 
m6 = 243% x 32% 
mu UY” lo)" 


MG EE 50) 3100 y 2150 


.. MG=3*x2=72 


Problema 11 

La MAy MH de dos números enteros se encuen- 
tran en la relación de 25 a 16. Halle la diferencia 
de los números si la suma de ellos es 340. 


Resolución 

Sean a y b los números. 
Por dato tenemos que 
MAla; 0) - 25% 
MH (a; b) 16k 


+ a+b=340 
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——— 
Por propiedad tenemos que 

MA(a, b) xMHía, b) =MC (a, b) 

25kx16k = MG (a, b) 

20k=MG(a, b) 


También por propiedad se cumple lo siguiente: 
(a-b) =4(MA+MG)MA- MG) 
(a—bY =4(45K)(5k) 
(a—b)=30R 

Como a+b=340 


50f=340 
> Rk=6,8 


a-b=(30)(6,8)=204 


En una reunión, cinco personas tienen 20 años, 
siete personas tienen 18 años y ocho personas 
tienen 22 años. Calcule la edad promedio de 
dichas personas. 


A : 18; ...3 18, 22, 22; 52 
20; 20; ¿20, 18; 18; ...; 18, 22; 22; 14 


personas 


7 personas 8 personas 


Calculamos el promedio. 


—_ 20(5)+18(7)+20(8) 
A 
MA= 20 


— 100+126+176 
mA 20 


MA=20,1 


Problema 13 ilá- 
¿4ngulo equi a 
un triáng eloci 


Halle 


Una pista tiene la forma de 
tero. Un auto recorre sus tre 
dades de 90 km/h, 120 km/h 
la velocidad promedio del auto. 


s lados con Y 
y 180 ? 


pesolución 
Por condición tenemos 


Sabemos que 


_ distancia total 
dl tiempo total 


Reemplazamos. 


label 

LT 
L,1,E 
90120 "180 


Yp= 


Y= 3L__ 
4L+3L+2L 
360 


Y = 34360) 


2 la gs impares de dos cifras 

dos dias os E Otros 19 impares, también de 

impares A Fi Determine el promedio de los 
Os cifras no considerados. 


Resol ón 


. NOS refer; 
cifras Ye £rimos a los impares de dos 


> “amo, z 
oí S Cuántos ¡ . 
sten (aumeración impares de dos cifras 


—.e 


í b: impar 
1 


9x5 = 45 numerales 


Los impares de dos cifras son 45, de los cuales 
podemos hallar su suma, ya que sabemos que 


11; 13; 15; 17; ...; 91; 93; 95; 97; 99 


45 impares de dos cifras 
forman una PA de razón 2. 


Luego, la suma será 


11+ 
sel xs 


S=2475 


Del enunciado del problema tenemos 


¿Caniioad de 
 "Húmoros 


Promedio 21 51 | 


En total se han considerado 30 números, pero 
como, en total, son 45, faltarían 15 números, 
de los cuales nos piden su promedio (x). 


Así tendremos 


Cantidad de | 15 
números 


| Promedio 21 5l | AS | 


La suma del total de números es 
2475=11(21)+195D+15x 
2475=231+969+15x 
1275=15x 
85=x 

-. x=85 (promedio de los no considerados) 


sl 
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Problema 15 

Si la MC de un número de dos cifras y otro de 
tres cifras es a la MA de dichos números como 
4 es a 5, respectivamente, calcule la diferen- 
cia de ambos números que son los mayores 
posibles. 


Resolución 
Sean 


»  N:número de dos cifras 
+  M: número de tres cifras 


Por dato tenemos que 


MG(N; M)_4 
MA(N; M) 5 


De ahí 


> MMXN=2K y M+N=5K 


De lo anterior; 


dal il M+N=5Kk 


| 
Ko aK 4K K 


Pero como N es de dos cifras y M de tres cifras, 
sabemos que 


10<N<99 a 100<M<999 


10<K<99 a 100<4Kk<999 
d+ 
10<K<99 a 25<K<24975 
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== 


De ambos intervalos escogemos el Mayor va- 
lor de K, ya que queremos que los Números 
sean los mayores posibles. 


Luego, 
Kmáx = 99 


Reemplazamos. 


N=99 A M=4(99)=396 


Nos piden M-N, 
M-N= 396-99=297 


El promedio armónico de 20 números es 3/5; 
el promedio armónico de otros 30 números 
diferentes a los anteriores es 9/8, Halle el pro- 
medio armónico de los 50 números. 


Resolución 


Por dato tenemos que 


OS 20 3 
MH(ay; a 05; «5 099)== 7 =5 
—+— ht 
aa 40 
De ahí 
AL 
4 4 4 da 3 
También 
E 30 
MH; by; Dg; 0. 32 
tb 
bi Dz 30 


=S 9 
MH y; do; Dg «5 Da) =g 


Luego, 
1,11 1 


Es decir, 
vos piden ] 8 
Hay; da; ..5 Gap; Ds Das «+ Do) ¡EE 
28 28 28 Pos 
asitendremos lo siguiente: 7 veces 
Ala; 05 «5 Gaos Dis Das Dgo) = 8 . 
50 E 
28 P, 
1 áx 
ci td Ñ 
a, 4 aa bi Do o 
Simplificamos. 
Reemplazamos los valores anteriores. E? 8 7 =30 
ES 50 = =—— 
M0 03005 b3303)=7 0 750 4 Pax 
3 3 CP 
4% Pax 30 
PEN 50 50 máx 
MH(a;; 4); ...; Gay; Dy; Da; ...; b3)==50 = 50 
el De ahí que 
3 me 
Simplificamos. E = 31 
E 30 4 
A y e 5 máx 
“. MH(ay; 0; ...; ag; Dy; by; e Da) =G ¡ A 
Pra 1574 
Problema 17 ES 
A Media armónica de los precios de ocho ar- Operamos 
a 855/80. ¿Cuál es el precio máximo que 1 _16-15 
0 ¡ener Uno de los artículos si ninguno tie- Pmáx 60 
a Menor de S/28? Considere que los 1 1 
delos artículos son enteros. PP 60 
máx 
Resolución 
ado qu Pnáx=5/60 
Qe e saber el mayor precio ee 
en A 
Os demás los re Uno de los artículos, todos 
mo, pomos a considerar con un pre Problema 18 
Mos diga, Muestr 


O Caso es S/28, ya que 
O tiene un precio menor 


El mayor promedio de dos números es 156 y el 
promedio geométrico de los mismos números 
es 60. Halle la diferencia de los números. 


deS/og, * Que ningun, 


Resolución 

Sean a y b los números; además, a>b. 
Por datos tenemos que 

. MA(a; b)=156 

+ MG(a,b)=60 
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Como tenemos la MA y MG de los números y 
nos piden la diferencia de los números, esta se 
puede hallar con la siguiente propiedad: 


(a-b)?=4(MA + MG)(MA - MG) 
(a-b)'=4(156+60)(156-60) 
(a—b)'=4(216)(96) 

(a-b)*=22 (23 x33)(25 x3) 
(a-b)'=21x3! 

a-b=%2x3* 


a-b=288 


Problema 19 
Si sabemos que 
+ MH y)=6 
. MH(y; 2)=4 
+ MH(x;z)=8 


determine la media armónica de x; y; z. 


Resolución 

Por dato: 

. MH(x; 6)=6 
2 1..1_4 
IR 
x y 

. MH(y;z)=4 
2 1. 1_1 

=4 Le 

dz 2 y 72 e 
yz 

+ MH(x;z)=8 
a 1,11 
Pe O 
E NRRA 
xx z 


Sumamos (1), (ID y (ID. 
dt) 
xy z)3 24 


CA 


XD Z 12 
d. 1, 1 18 
— += 
xy a 2 
Nos piden 
E] 
MH (x: y: z S== 
TE) 
Epa, e 
x yz 4 
PATO 3x24 72 
MH (x; y; 2) = === 
653713 713 
Probl 


n 
Demuestre que n! < pd ) A 


Resolución 
Tengamos presente que 
ni=1x2x3x4X...Xn 
n(n+1) 
1e2+3rae en UD 


Por las propiedades de promedios sabemos que 


MG < MA (para números no todos iguales) 


Es decir, 
MG(1; 2;3;...n) < MA(1; 23; 10) 


Luego, 
De ahí 
E 
2n 


ten. 
Simplificamos y elevamos al exponen 


¿mpe( nl 
a a 


pu: 


Calcule la MÁ de 12; 17 y 22. 


y 16 B) 17 O) 17,5 

D) 16,5 E) 18 
2, Calcule la MG de 40 y 90. 

A) 52 B) 54 C) 60 

D) 64 E) 63 
3, Calcule la MÁ de 3 y 6. 

A) 4 B) 4,2 O 45 

D) 48 E 5 


. Sila MA de dos números es 30 y la MA de 
Olros tres números es 20, calcule la MA de 
los cinco números. 


PX] 
D) 2% 


B) 24 C) 25 


E) 27 


pe de dos números es 25 y el produc- 
: e dichos Números es 600, calcule la di- 
erencia de dichos números. 
As 


ny De 


0) 10 
E) 15 


Sila 0] de d ú 
> 05 números consecutivos es 


44, hal 
le la Suma de dichos números. 


O 11 
E) 15 


1E 
Em 3 “Esas: 71s Es 


co 


10. 


Juan va en auto de su casa a su centro de 
trabajo a 20 km/h y regresa con una veloci- 
dad de 30 km/h. Calcule la velocidad pro- 
medio en todo su recorrido. 


A) 24,6 km/h 
B) 24,2 km/h 
C) 24,5 km/h 
D) 24 km/h 
E) 25 km/h 


Si dos números están en la relación de 9 a 
4, ¿en qué relación estarán su MA y su MG? 


13 13 13 
A) DS as 
13 13 
A D 7 


Calcule la suma de la MA de 7; 9 y 17 más 
la MG de 24 y 54. 


A) 44 B) 45 C) 46 
D) 47 E) 48 
Si a 20 números le aumentamos 9 unida- 


des a cada uno y a otros 30 números le dis- 


minuimos 1 unidad a cada uno, en cuánto 


varía el promedio de los 50 números. 


A) 3 B) 2,5 C) 2 
D) 1,5 E 1 
1053 CLAVES 
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Problemas propuestos 


Nivel básico 


Un equipo de basquet está compuesto por 
8 jugadores. Si la edad promedio de los 5 ti- 
tulares es 23 años y la de los suplentes es 
19 años, halle la edad promedio del equipo. 


A) 20,6 
D) 21,5 


B) 22,7 C) 22 
E) 21,8 


En una universidad particular, el pago 
mensual que realizan los estudiantes está 
dividido en categorías, tal como se muestra 
enla tabla. Halle el pago mensual promedio. 


50 5/1200 
90 S/1000 
coloso 8/800 


7 
| 
| 
E 


A) S/1000 
B) S/980 
O) S/1100 
D) S/1050 
E) S/990 


En un salón de 50 alumnos, estos obtuvie- 
ron, en su último examen, un promedio de 
P. Sin embargo, si el profesor aumentará 
3 puntos en su examen a cierta cantidad 
de alumnos, y al resto 2 puntos a cada 
uno, entonces el promedio aumentaría en 


2,4 puntos. Halle a cuántos alumnos au- 
mentó 3 puntos. 


A) 10 B) 15 O 20 
D) 30 E) 40 


El mayor promedio de dos números es 25 
y su menor promedio es 16, Calcule el ma. 
yor de los números. 


A) 45 B) 36 O 40 
D) 32 E) 35 


La MA de 30 números es N. Si a los 10 pri- 
meros números les aumentamos cinco uni- 
dades, al resto les disminuimos en una uni- 
dad y nuevamente calculamos la MA, ¿qué 
es lo que sucede con dicho promedio? 


A) No varía. 

B) Aumenta en 2. 
C) Aumenta en 1. 
D) Disminuye en l. 
E) Disminuye en 2. 


La diferencia de dos números enteros es 
36. Si la suma de la media aritmética y la 
media geométrica es 162, halle la MÁ de 
dichos números. 


A) 48 B) 85 O $ 
D) 120 E) 162 


isti i cada 
Aunafiesta asistieron 120 personas. Si p 
E Ñ u 
varón tuviera cuatro años más y cada MI yl 
un año menos, la edad prom 


dio si 
ría. ¿En cuánto variará la edad prome 
y cada 


edio no Va" 


s 

cada varón tuviera un año meno: 
i ñ ? 
mujer tuviera cuatro años más? 


A) Disminuye en 3. 
B) Aumenta en l. 
C) Aumenta en 3. 
D) No se altera. 

E) Disminuye en 2. 


g Enun colegio se tienen los promedios de 
notas de tres aulas del 4. año tal como se 
muestra en el siguiente cuadro: 


Aula A B | C 


Promedio 12 14 | 15 


Silas cantidades de alumnos de las aulas A 
y B están en la relación de 2 a 3 y las can- 
tidades de los alumnos de las aulas B y C 
están en la relación de 6 a 5, halle el pro- 
medio general de todas las aulas. 


A) 13 B) 13,2 O 13,8 
D) 14 E) 14,5 


Sean dos números cuya diferencia es 50. 


Si el producto de su MA y MH es 3600, halle 
suMA. 


A 40 B) 45 O) 55 
D 60 


E) 65 


10, se tienen 100 Números cuyo promedio es 

Als Primeros 20 Números se les aumen- 

E a cada uno, y a los siguientes 

os e Ocho unidades a cada uno. Si a 

ade 5 restantes se les disminuye dos 

Med es a uno, calcule el nuevo pro- 
meros que se obtienen. 


ds 
dy a O) 21,5 


E) 22,5 


Nivel intermedio 

Ss 

a Promedio de 
ri 

do Sa es $/1200 

Será el s 

doy 


es 
Ñ 
e y 
000 Y 700 


12 trabajadores de 
eS - Si ninguno de los 
E Más de S/1250, ¿cuál 


P "Mínimo que uno de los tra- 
Wede tener? ; 


C) S/750 
E) S/650 


12 


14, 


15, 


En un aula, si cada varón tuviera 8 años 
Más y cada mujer 3 años Menos, el pro- 
medio de sus edades aumentaría en 3,6. Si 
en dicha aula hay 40 estudiantes, calcule 


la diferencia entre el número de varones 
y Mujeres, 


A) 3 B) 4 06 
D) 8 E) 12 


. Carolina lleva tres cursos de 6; 5 y 5 cré- 


ditos, cuyas notas son 15; 12,5 y 12,7, 
respectivamente. Sara ha llevado cuatro 


cursos de 2, 3; 2 y x créditos, y ha obte- 
nido como notas 12; 13; 12 y 15, respec- 
tivamente, con los cuales sus respectivos 


promedios ponderados son los mismos. 
Calcule el valor de x. 


A 5 B) 7 08 
D) 10 E) 15 


En el curso de Matemática l, el examen 

final tiene un peso doble que el examen 
parcial y el promedio de prácticas. Si lván 

obtuvo un promedio de prácticas de 108 

y en el examen parcial sacó 8, ¿cuánto 

será la nota mínima que debe saca! cn 

el examen final? Considere que él ae 

re aprobar el curso con una nota mayo 

oigual a 12. 


A) 14 B) 15 . > 
D) 17 


La MA y la MG de tres oceania ed 
sí como 7 es a 6; además, S€ EA q 
intermedio es 6 y es la MG 08 e ' 
Calcule la MH de dichos números. 


O) 35/3 


yan Ds 


D) 36/7 215 


A 


ue 
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16, 


17. 


20. 


El promedio de cuatro números €s 11 
y cuando se les agrupa de 3 en 3 dichos 
promedios aritméticos son números pares 
consecutivos. Calcule el menor de los cua- 
tro números. 


B) 2 


La media aritmética de 70 números es a 
y la de otros 30 es 45. Si a cada uno de los 
números del primer grupo se les agrega 20 
y a los números del segundo grupo se les 
disminuye en 10, el promedio de los 100 
números ahora es 52,5, Calcule a. 


A) 10 
D) 40 


B) 20 C) 30 


E) 50 


. La MH de 50 números es 13 y la MH de 


otros 30 números es 26. Halle la MH de to- 
dos los números y dé como respuesta la 
suma de cifras del resultado. 


A) 7 
D) 11 


B) 16 O) 13 


E) 9 


. En un aula de la academia Aduni, un profe- 


sor observa que 14 de los alumnos tienen 
13 años, otros 28 tienen de 15 años y otros 22 
tienen 14 años. Calcule la edad promedio de 
todos los presentes en el aula si el profesor 
tiene 26 años y contó a todos los alumnos. 


A) 14,1 


B) 14,44 
D) 15,2 


C) 148 
E) 15,5 


Si el promedio aritmético de 
Pares consecutivos es 8: 
medio aritmético de los 


35 números 
8, calcule el pro- 
35 números pares 


siguientes, 
A) 128 B) 158 O 168 
M1 E) 208 


——= 


21. La MA y la MH de dos números enteros po- 


sitivos están en la relación de 25 a 16, Si sy 
MG es 12, halle su diferencia. 


A 15 
D) 18 


B) 16 Oo 


E) 19 


2, Si se sabe que la MH de tres pares conse- 


cutivos es 11,775..., halle la suma de cifras 
del mayor de los números. 


Calcule la suma de dos números naturales, 
de los que su media aritmética y media ar- 
mónica están en la relación de 25 a 9. Con- 
sidere que la semisuma de dichas medias 
excede a la media geométrica en 18. 


A) 90 
D) 450 


B) 306 C) 220 


E) 150 


La nota promedio de un curso (escala vige- 
simal) se calcula como el promedio pon- 
derado de las notas del primer examen, 
examen final y el promedio aritmético de 
prácticas. Para el caso de un alumno de la 
UNI se tiene la siguiente información: 


Examen | Promedio de 
prácticas 


xamen | final 


2 3 | l 


| a 
pr 7 E 
MEM ooa 


Se sabe que la nota promedio del curso 6” 
sultó ser uno menos que el promedio de 
prácticas, entonces, halle el máximo valor 
que obtuvo en la cuarta práctica si gal 
las notas son enteras. 


c) 20 
E) 18 


A) 16 
D) 19 


B) 17 


ne 


95, Dentro de cinco años, el promedio de eda- 
. des de los padres de Ana será 40 años, y el 
de cuatro primos de Miguel actualmente es 
de 30,25 años. ¿Cuál será el promedio de 
todos ellos, incluidos Ana y Miguel, si las 
edades de estos dos últimos hace 10 años 
sumaban 30 años? 


A) 28,450 
D) 31,250 


B) 29,150  C) 30,125 


E) 32,100 


2, Al calcular el promedio geométrico de dos 
números enteros se observó que este es 
igual ala raíz cuadrada del triple de la suma 
de dichos números. Calcule la diferencia 
de los números si el mayor es dos veces 
más que el menor de dichos números. 


7 
D) 10 


B 8 O 


E) 12 


1. Sila MA y la MG de dos números pares, 
Cuya suma está comprendida entre 20 y 


30 ú 
, 308 dos números consecutivos, halle 
Su diferencia, 


A6 


B) 8 
D 1 ' 


0) 10 
E) 14 


39 é 
4 a de notas en un curso de 
Mnos es 60; los primeros 5 obtuvie- 


Nun ; 
úl Promedio de 90, mientras que los 
n 30 de promedio. Si 


Se $; bi 15 obtuviero 

De 

1Ó los a de los restantes ninguno supe- 
4 Uni 
0 Posipy 95, calcule el menor prome- 


€ que A 
* estos que alcanzan cinco alumnos 


60 
Da B) 65 


- 


O 70 
E) 80 


29. 


> 
mado 


33. 


A, 


Nivel avanzado 


Para transportar abarrotes, un camión uti- 
liza normalmente sus 6 llantas para movili- 
zarse 80 km diarios. Cierta semana tuvo que 
utilizar 2 llantas de repuesto. ¿Cuál es el re- 
corrido semanal promedio de cada llanta? 


A) 300 
D) 420 


B) 360 C) 400 


E) 430 


. La MA de los n primeros números pares es 


23. Calcule la media aritmética de los n si- 
guientes números impares. 


A) 58 
D) 64 


B) 60 C) 62 


E) 66 


. Luis compró 50 acciones de una compañía 


a S/600 cada una; 2 meses más tarde com- 
pró 25 acciones más a S/560 cada una. ¿A 
qué precio deberá comprar 25 acciones 
adicionales para tener un promedio de 
S/580 por acción? 


A) S/530 
D) S/560 


B) 8/540  C) 5/50 


E) S/570 


. La diferencia entre el mayor y menor pro- 


medio de dos números enteros positivos 
es igual a la quinta parte de la diferencia 
de dichos enteros. Calcule la razón en que 
se encuentran dichos enteros. 


O 5a3 
E 7a3 


A) 7a4 
D) 5a2 


B) 3a2 


La MH de tres números enteros es 72/11. 
Su MA es 8 y su MG es igual a uno de 04 
números pero multiplicado por la ral cÚúbi- 
ca de 6. Calcule el mayor de los números. 


O) 15 
E) 18 


A) 12 B) 13 
D) 17 
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34, El promedio aritmético de n números 


es 3n/2. Si se aumenta a dichos núme- 
ros 1; 2; 3; 4;..., respectivamente, halle el 
promedio aritmético de los números re- 
sultantes. 


4n+3 


A) 2n+3  B) O) 3n*+4n 
4n+1 3n*+1 

D E 

» ) 2 


35. Respecto a los siguientes enunciados, indi- 


que el valor de verdad (V) o falsedad (F). 

l.. El promedio aritmético de todos los 
números positivos de dos cifras es igual 
a 54,5. 

II. El promedio geométrico de todos los 
números capicúas de dos cifras es 
igual a 9/11! 

IIL Si para dos números enteros se tiene 
que (16) =5MA, entonces la ecua- 
ción tiene cuatro soluciones de núme- 
ros diferentes. 


A) VFV B) VVF 


D) FFV 


C) VVV 
E) FVF 


26. En una reunión hay N personas; el pro- 
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medio de las edades delos que fuman es 
a años, de los que no fuman es b años yel 
promedio de todas las personas es P años. 
¿Cuántas personas fuman? 


N(a+b) 
8 
N(b—P) 
b-a 
N(P-b) 
b-a 
N(b -P) 
a+b 
N(b+P) 
a-b 


A) 


B) 


Cc) 


D) 


E) 


—— yy 


37. El promedio aritmético de 18 Números 


D) 25 años 


40. 


impares diferentes de dos cifras es 35 y el 
promedio aritmético de otros 12 Números 
impares también de dos cifras es 65, Calcu- 
le el promedio aritmético de los Números 
impares de dos cifras no considerados. 

A) 49 B) 55 
D) 67 


C) 61 
E) 71 


Durante cuatro meses consecutivos una ma- 
dre de familia compró pan para el desayu- 
no a los precios respectivos de 48; 100; 80 y 
240 unidades monetarias. Si cada mes gastó 
3600 unidades monetarias en la compra de 
pan, calcule, aproximadamente, el costo 
promedio del pan para estos cuatro meses. 


C) 87,1 
E) 99,2 


A) 72,8 
D) 84,2 


B) 85,4 


Una familia compuesta por papá, mamá y 
tres hijos presenta las siguientes caracterís- 
ticas: 

L Las edades de sus 3 hijos son 3 núme- 
ros impares consecutivos, y su prome- 
dio geométrico es 11,8... 

II. El promedio de edades de los padres 
es 38. ] 

Halle el promedio de edades de toda la fa- 

milia. 

C) 23años 

E) 29 años 


A) l9años B) 2laños 


La MH de tres números es 48/7 y la MG €5 
igual a uno de los números. Halle la suma 
de los dos mayores números si la MA de S 
números es igual a seis veces más que S 
menor de los números. 


Cc) 60 


A) 24 
, E) 90 


D 72 


B) 48 


_ Capítulo — 


Regla de mezcla 


Juan Esqueche Paiconcial 
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CAPÍTULO XVIII 


REGLA DE MEZCLA 


Objetivos 

+ Reconocer las sustancias que forman parte de una mezcla o aleación. 

+ Aprender a delerminar el precio medio, grado medio o ley media de una mezcla, ya sea de 
ingredientes o de metales, para luego calcular el precio de venta de una mezcla considerando 
su ganancia respectiva. 

* Aprender a determinar las cantidades de metal fino que intervienen en una aleación y el costo 


de dicha aleación. 


Introducción 

e iio los ingredientes utilizados (harina, huevos, azúcar, polvo de hornear) de- 

de un mel on adecuadas y proporcionales a ciertos números. En la elaboración 

se logren los eléct pe SOMPOnentes deben mesclarse ca cierta proporción, de tal manera que 

más rápida de e ES según 588 la a especificadas Y un comerciante, para la venta 
culos, mezclará dos calidades distintas de un producto, de esta manera 


Puede ofri 
ecer ión i á ca : 
Públi Una opción intermedia (en cuanto a precio y calidad), la cual será más accesible 
O consumidor, 


Para fabri s 

tenga Pet de construcción es necesario que el material usado sea resistente y que 

, isten Varias bo Se conseguirá utilizando las cantidades adecuadas de los metales a fundir. 

os, Medallas a que son utilizadas para la elaboración de cubiertos, platos recordato- 
» “cuñación de monedas, escudos, repuestos de automóviles, etc. Un ejemplo de 


Aleació 
Nesela 
Cero, A 
ao Se puede op » Que es la mezcla de hierro con pequeñas cantidades de carbono. 
AS ahi Obs : A 
Actividades ervar, la aplicación del tema de regla de mezcla es muy cotidiana dentro de 


e Facilitar 1a o como también en las actividades industriales, en nuestro entorno y 
q *Ipunto DoS cta de productos (fideos, arroz, menestras, cereales, etc.). 
Alo est 5 cantidades que a méltica, el estudio de la regla de mezcla comprende la identifica- 
“Haremos as técni emponen una mezcla homogénea en sus diferentes calidades. Para 
SA con los pesos !cas básicas para determinar el costo unitario de cada componente y 
Que intervienen en ella. 
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| 1» DEFINICIÓN 


La regla de mezcla es un conjunto de procedi- 
| mientos aritméticos que permiten determinar 
| el precio de costo de una unidad de medida 


| de la mezcla, o la proporción en la que deben 


mezclarse las sustancias para obtener cierto 


costo. 


2» MEZCLA 


Es la agregación de dos o más sustancias 


(ingredientes) en cantidades arbitrarias, de 


tal modo que estas conservan su naturaleza 


(mezcla homogénea). 


Ejemplo 
Veamos una mezcla de café. 


ingredientes 


calé 1 caló 2 cafe 3 


cantidad — Jo + por > pur a 


calidad ; ; : 
S/8 5/10 SA 


(precio) 


En la mezcla se cumple que la cantidad es ar- 
bitraria en cada ingrediente y se expresa en el 
peso (kilos, gramos, etc.) o en el volumen (mí, 


dm, litros, etc.). 


Además, *' 


cantidades de 
ingredientes 


suma de las ] 


cantidad de | 
la mezcla ) 


En el ejemplo, 


15 kg+20 kg+50 kg=85 kg 
a 


cantidad de 
la mezcla 
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— yy 


Por otro lado, en la mezcla, la calidad diferen. 
cia a un ingrediente respecto de otro, y puede 
ser expresado a través del precio, Concentra- 
ción, pureza, etc. 


En el ejemplo, 


mezcla 


precio 
medio 


Es el precio de costo por unidad de mezcla. 
Este precio no genera ganancia ni pérdida, por 
ello también recibe el nombre de precio de 
equilibrio. 


Aplicación 1 
Un comerciante efectúa el siguiente pedido a 
un distribuidor mayorista de café: 


Precio por Kg 


corriente | 


| 20 so | 
| E 


superior 


| extra 


á erciante 
Para la venta a sus clientes, el com 


mezcla los tres tipos de café. 
L— ¿Cuál debe ser el precio . 
la mezcla para recuperar lo invertl 
hay ganancia ni pérdida)? 
IL. ¿A cuánto debe vender el Ki 
mezcla para ganar el 25 9%? 
II. ¿Qué conclusiones podemos 
pecto al precio medio? 


. de 
or kilogramo 
E ido (no 


Jogramo de la 


obtener 1é%" 


pp” 


¡ción h i 
aa we solo se quiere recuperar la inver 
1 YaQ 


¡ón, es decir, sin que se gane o se pierda, 
tonces debemos calcular el precio me- 
en 


io de la mezcla. 
o calculando el costo total de 


la mezcla. 


cantidades (kg) —= 50 20 15 


precios porkg — $14 510 58 


costos parclales — 700 200 120 


Luego, 
* inversión total=700+200+120=S/1020 
* peso total=504+204+15=85 kg 


2 costo por | kg de mezcla=20=8/12 
e Pm=S/12 


Observamos que para determinar el precio 
medio (P.), se tendrá en cuenta que 


P _ inversión total 
o 
"cantidad total 


e , 
cs Sean las cantidades de ingre- 
5 COn sus respectivos precios: 


A Ca 

POr el precio 

Sui € Precj 
nta presio pl 


Medio o 
(Pr), se utiliza la si- 


promedio 


IL 


» Nota 


Para calcular el precio medio en unidades 


monetarias, se pueden Operar las cantida- 
des de manera proporcional, mas esto no 
se puede hacer con los precios 

Ejemplo 


] 
) 


donde 

-  P,: precio de venta 
-  P¿:precio de costo 
-  G: ganancia 


En el caso de una mezcla, el precio de cos- 
to es el precio medio (P,,). 


Así tenemos 


6 y 


i 1 
Luego, el precio de venta para ganar e 
25% se calcula como 


Py=12+25%(12) 
1 
=12+-(12 
Py=1247( ) 


Py=S/15 


i ilo- 
Por lo tanto, el precio de venta de un ki 


gramo de la mezcla es de s/15. 
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II. Veamos lo que sucede al comparar el pre- 
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cio medio con los precios iniciales, 


50kg  20kg  15kg 


precio por kilogramo == 5/14 S/10 S/8 
precio medio —=  S/12 S/12 s/12 
2 LA Az 
pierde gana gana 
port kg— "sy S/2 S/4 
Hacemos un balance. 
pérdida ganancia 
aparente aparente 
50(S/2) = 20(S/2)+15(8/4) 
AAA AA 
S400 5/100 


Se dice que la pérdida y ganancia son apa- 
rentes porque se compensan. 

Respecto al precio medio (P,,,) se cumple 
que 


| | pérdida le PP. I 
l aparente ] | aparente | 


Además, 


ns 


| precio menor < P,, < precio mayor | 


En la aplicación 
S/8 < S/12 < S/14 


Esto se debe a que el P,,, es un promedio 
(promedio ponderado de los precios). 


D» Nota 

Cuando en los problemas solo se mencio- 
na el precio de la mezcla, consideraremos 
que se trata del precio medio, ya que no se 
dice si hay ganancia o pérdida. 


— == 


Observación 1 

Cuando solo se tienen dos ingredientes, se 
puede determinar la relación de las cantida- 
des de los mismos conociendo el costo por 
unidad de mezcla de cada ingrediente, así 
como el precio medio de dicha mezcla. 


Veamos. 


| eclo | Precio medio 
gg A E 


O | o 
] Pra 


donde 
P¡ < Pin < Po 


Considerando la ganancia y pérdida aparente 
se observa lo siguiente: 


a E 


> F 
ganancia p pórdida 
a M 1) abr 
2» P, 
Luego, 


ganancia) _ el 
aparente ) | aparente 


Ci (Pm = Py) = Ca (Pa Pm) 


Finalmente, se tiene lo siguiente: 


= 


A 


- 


inversa 


( A 
€, 'P 7 ( relación ] 


relación de las 
cantidades 


ió 


Aplicación 2 : 

iván tiene 60 kg de café por un valor de S/720, 
Si se sabe que dicho café es la mezcla de dos 
tipos diferentes, CUYOS precios son S/9 y S/13 por 
tilogramo, ¿qué cantidades de cada uno utilizó? 


Resolución 
Como se tiene 60 kg por un valor de S/720, en- 
tonces el valor de cada kilogramo es 


720 
—-=8/12 
60 


Luego, 


a E 
ol s/13 
E ra 


Aplicamos la relación inversa, 


Como C¡+C,=60 
> R+3k=60 


Á=15 > C,=15 y C,=45 


a lotanto, del café de S/9 hay 15 kg y del café 
eS/13 hay 45 kg. 


Observación 2 
“Qué suceda Ñ 
de diferente e: 
A Misma pro 
Eemplo 


ando se mezclan ingredientes 


alidad (diferente precio) pero en 
Porción? 


E Q Ss 
Café de tipo A 
Ed Café de tipo B 
(precio por kg: 8/10) | (precio por kg: S/5) 


AA 


Hallemos ahora el precio medio (Pr) de cada 
mezcla. 


i 2(10)+3(5) 35 

Ren cy OLE di 

10(10)+15(5) ME 
25 ag =%) 

40(10)+60(5) _700 
100 “109% 


124 


Im (mezcla 2) = 


P 


m (mezcla 3) = 


Se observa que los precios medios son iguales. 


» Importante 


Para que dos mezclas tengan la misma 


calidad, las relaciones de sus ingredientes 
deben ser la misma, es decir, sus ingre- 
dientes (en cantidad) deben encontrarse 
en la misma proporción. 

Aplicación 3 


Se tienen 40 litros de un vino, cuyo precio por 
litro es P,, y 60 litros de otro vino, cuyo precio 
por litro es P, (P, % Pa). ¿Cuántos litros deben 
intercambiarse de tal manera que ambos tipos 
de vino resulten de la misma calidad? 


Resolución 
Se tiene 


Al intercambiar x litros, se tiene 


Para que ambas mezclas tengan la misma cali- 
dad, sus ingredientes deben estar en la misma 
relación (teniendo en cuenta las cantidades por 
precio en forma ordenada y similar para ambos). 
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Entonces 
x _60-x 
40=x xy 


Sumamos antecedentes y consecuentes. 


Luego, 
Ue > 120-2x=3x 
e 2 
x=24L 


Por lo tanto, se deben intercambiar 24 L. 


Observación 3 
Si la cantidad por cada ingrediente es la mis- 
ma, el precio medio será la MA de los precios. 


donde k es el total de ingredientes que se 
mezclan. 


Demostración 


Se tienen las cantidades y precios de los ingre- 
dientes de una mezcla: 


Cantidad Precio 


donde todas las cantidades son iguales, 
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E 


Calculemos el precio medio (40): 


_CP|+CP¿+CP4+...+CP, 


ss CFCFCH A AC 
E EA 
kiveces 
a EP +P,+P3+...+Pp) 
m> ER 
P¡+P2+P3+...+Pa 
e OS 


Pi =MA(P ¡3 Pas Pais Pp) 


Si las cantidades de cada ingrediente de una 
mezcla son iguales, se tiene que 


Pr =MA(P y; Pos P. 


donde 
- Pr P»; ...; Pa: precios por unidad de mezcla 
de cada ingrediente 


- —R: cantidad de ingredientes 


Aplicación 4 

Un comerciante mezcla 4 clases de arroz en 
igual cantidad, cuyos precios son 5/3,20; 5/4,80; 
S/6,20 y S/3,80. Determine el precio medio de 
la mezcla. 


Resolución 
Graficamos. 


cantidades 
iguales 


S/3,20  S/4,80  S/6,20 


mezcla 


pe O 
Luego, 
y, MA (3,20; 4:80; 6,20; 3,80) 
m 
3,20+4,80+6,20+ 3,80 
A 
Pm? 4 


4 P,=5/450 


Nota 

Para 2 ingredientes, cuando se tiene por 
los de estos ingredientes y 
ala la MA 
jentes, se 


dato los pre 


el precio medio; y el Ps 


de los precios de los dos in: 


cumple que las cantidades son iguales. 


Esto no se cumple cuando se mezclan 
más ingredientes (de 3 a más). 


Aplicación 5 

Un comerciante mezcla dos tipos de avena, 
una le cuesta S/1,8 el kilogramo y la otra le 
cuesta 5/2,4 el kilogramo. Si se venden 60 kg 
de esta mezcla Por 5/144,9, con una ganancia 


(el 15%, ¿qué cantidad de avena de cada tipo 
tene la mezcla? 


Resolución 


Como 
Sabem i 
be: los el precio de venta, calculemos 


el preci 
Precio de costo (precio medio). 


Pr Po 


Psp, 


+ ganancia 


Moss. 
Po=S/196 


lo 
Mes S/196 £sel costo d 


“lego 


le 60 kg de la mezcla. 


Tenemos lo siguiente: 


Cantidad 


Observamos que 


1,8424 4,2 


ao 2 


Es decir, el P,,, es la MA de los precios, lo cual 
significa que las cantidades son iguales, ya que 
se trata de dos ingredientes, pues esto no se 
cumpliría si fueran más de dos ingredientes. 


> C¡=C), 
Como 
C¡+C,=60 
> C¡=30kg y C,=30 kg 


Por lo tanto, se tiene 30 kg de cada tipo de ave- 


na en la mezcla. 


Observación 4 j 
Cuando las cantidades de cada ingrediente 
son IP a sus precios, el precio medio será la 
MH de los precios respectivos. 


donde n es el total de ingrediente que se 


mezclan. 
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Demostración 
Sean las cantidades y precios. 


Cantidad Precio 


Por condición, las cantidades son IP a los pre- 
cios, es decir 


C¡P¡=C¿P¿=C3P3¿=...=C,P, =K 
Se puede observar que 


K. 
+7 


K K 
; =p 


C A 
j P3 n 


K 
=p; C3 
Ahora hallemos el precio medio. 

P C¡Py+CoP2+CoP3+...+CpP,, 
MO C+C¿ACGA.+C, 


De lo anterior 
n veces 


E 
K+K+K+...+K 
Pin === 
ELE pS 
Pi Po Pa” P 


n 


Luego tendremos 
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Es decir 


Py MEP Po; PP) 


Por lo tanto, si las cantidades son IP a los precios 
unitarios de cada ingrediente, se cumple que 


donde Py; Pa; Pa; ...; P,, son los precios por uni- 
dad de mezcla de cada ingrediente. 


Aplicación 6 

Se mezclan 3 tipos de arroz, cuyos precios por 
kilo son S/20; S/30 y S/40, en cantidades inver- 
sas a sus precios. Halle el precio medio aproxi- 
mado de la mezcla. 


Resolución 
Graficamos. 


cantidades 


) A a mezcla 


8/30 S/dO 


A : e- 
Ya que las cantidades son inversas a los PI 
cios, se cumple que 


Ph = MH(20; 30; 40) 


3 
A 
20 30 40 
3 
mA 
120120 120 
Pa - = 27,692... 
120 


roximadO a 


Por lo tanto, el precio medio ap 
S/27,69. 


icación 7 ] 
e erdants compró 50 kg de café crudo 
el el kilogramo. Para venderlo, lo tuesta y 
, 0 observa que el café perdió el 20% de su 
a. ¿A cómo debe vender el kilogramo de la 
a si desea ganar el 30%? 


Resolución 
Como se desea ganar el 30%, al final de la ven- 


ta se debe obtener 


130%(50x8) soles 


Además, la cantidad de café que se va a ven- 
der no es 50 kg, ya que en el tostado el café 
pierde el 20% de su peso, por lo que solo que- 
daría para la venta 


80%(50) kg 
Como queremos el precio de venta por kilogra- 


MO, asumimos como P al precio de venta por 
kilogramo de mezcla, 


E monto total que 

Na. se desea oblener 
——, A, 

> 80%(50)xP=1 30%(50x8) 
P=13 


Po a 
Mlotanto, el kilogramo se debe vender a S/13. 
Aplicación g 


Mine 
a ia Vendedor ambulante mezcla 
VINOS de S/6 y S/5 el litro, y luego ven- 


€l nuey 
'0 
"elación emp Producto a S/5,5 el litro. Halle la 
e lOs volúmenes de vino si la can- 
au 


e ag 
del vino de S/s 


Ntida, . 
h Cantidag vie de vino de S/5 igual a 5K. Como 
Vino de 5/5 Ps €s el 20% de la cantidad de 
, enton ] 
NO Ces la Cantidad de agua será 
ala 
Me: 
Deo; zel, s 
"cio de em se Considerará cero soles el 


O 


lilizada es e] 20% de la cantidad 


———— € 


De esta manera se tiene que 


Cantidad Precio 


Precio medio 


” S/6-7 pierde 
Y, s 
5K S/5 JiBAnas 8/5,5 
K (agua) sl 
gana 


Por ganancia y pérdida, 


ganancia pérdida 
aparente aparente 


qt. 
0,5(5K)+5,5(K) = 0,5(V,) 


Multiplicamos por 10, 
25K+55K=5V, 
V,=16K 


La relación entre los volúmenes de vino será 
V,_16K_16 
5K 5K 5 


Por lo tanto, la relación será de 16 a 5. 


3» MEZCLA ALCOHÓLICA 

Es aquella mezcla en la que intervienen alco- 
hol puro y agua, o en la que los ingredientes 
contienen cierta cantidad de alcohol puro. 


Ejemplos 
+ Mezcla alcohólica en un recipiente 


alcohol 
puro 


mezcla 
alcohólica 


grado de pureza 
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+ Mezcla alcohólica en 2 o más recipientes 


agua 


alcohol alcohol 


alcohol 


yradode — gradode  gradode grado 
pureza pureza pureza medio 


A continuación, analizaremos el grado de pu- 
reza de un alcohol y el grado medio. 


JN ALCOHOL 1) 


DE 


3,1. GRADO O PUR 
Es el tanto por ciento de alcohol puro que con- 
tiene una mezcla alcohólica; también se le de- 
nominan concentración, 


Aplicación 9 

Se tiene un recipiente A con 30 L de agua y un 

recipiente B con 20 L de alcohol puro. Deter- 

mine lo siguiente: 

IL. el grado de pureza en el recipiente A 

II. el grado de pureza en el recipiente B 

III. el grado de pureza si se mezclan los conte- 
nidos de los recipientes A y B 


Resolución 
I.. Enel recipiente A 


agua 


grado dey_ 0 
( alcohol Jap1009-006 
tanto por ciontó 
| de alcohol puro ] 


Se observa que solo hay agua, es decir, la 
cantidad de alcohol puro es 0 L. 


grado de agua <> 0? 
yq 


In, 


En 
de 


| 


En el recipiente B solo hay alcohol puro, 


alcohol puro 


20 
A (no zg 100%=100% 


[anto por ciento 


| de alcohol puro ] 


Se tendrá que 
grado de alcohol puro <> 100 


En la mezcla de A y B, se tiene que 


alcohol agua 


_ 


dcohol 


1 


grado de Eoxi00%= 49% 


alcohol ) 50 


¡tanto por ciento] 
| de alcohol puro 


gua 


También se puede escribir 40 en vez de 
40%. 


» Observación 

Tenga en cuenta lo siguiente: 

+ Sitenemos una mezcla de 25%, signifi- 
ca que el 23% de volumen total de la 
mezcla es alcoho! puro. 

y , 95 signi- 

+ Si tenemos una mezcla de 62, SIB 

os 
fica que el 62% del volumen total € 


alcohol puro. 


, Icohol 
general, para determinar el grado de a 
una mezcla se tiene la siguiente fórm 


volumen de alcohol PUr9_ 100% 


grado de )- E 
volumen total de la mezdá. 


alcohol , 


.-_ 


32,GRADO MEDIO (G.) En general, para n ingredientes se tiene que 
bi el grado resultante de mezclar varios alcoho- 


des, cada Uno de ellos con su grado respectivo. 
, 


volúmenes 


mezcla 


Aplicación 10 
Se mezclan 20 L de alcohol de 40? con 30 L de 
alcohol de 60%. ¿Cuál es el grado de la mezcla 


resultante? 


Resolución 

Como tenemos 20 L de alcohol de 40", signifi- 
ca que el 40%(20) es alcohol puro. Asimismo, 
30 L de alcohol de 60” significa que el 60%(30) 
es alcohol puro. 


Graficamos. 
Se puede observar que el grado medio es tam- 
mezcla 


SOL bién un promedio ponderado de grados. 


20L 


»» Observación 


agua 
alcoba Al igual que en la mezcla de ingredientes, 
lenga presente lo siguiente 


* Silos volúmenes de los componentes 


son iguales, el grado medio será la 1/4 


de los grados de los componentes 


Analice, 
Mos el Gh: . + Silos volúmenes son IP a los grad 


Volumen de alcohol puro: viceversa, el grado medio será la MH l 
h + 18 de los grados de los componentes. | 
40420) + 6009 
50030 
Volumen l De la aplicación anterior tenemos que 
Otal de la mezcla: 
20+30=50 mezcla 


Luego, 


Brado q 
topo] )= LG) +6096(30) 


h 20+30 

» [Vado de 

(in Jon > =52% pierde 8? 
dr 20+30 gana 12 


Mos que a]; 
Ne] Brad Aligual que con el precio me- grados. 


E Observemos la ganancia y pérdida en 


Medi ié 
dio también se cumple que 


Men ganancia pérdida 

CONO gra ga 

——Brado < as aparente aparente 
m 5 Mayor grado —— 


E 
12:(20) = 830) 


La ganancia se compensa con la pérdida (en 
grados) al igual que en la mezcla de ingre- 
dientes. 


!] 
(Senanda pérdida | 


aparente ) aparente) 


Aplicación 11 

¿Cuántos litros de alcohol puro se deben agre- 
gar a 60 L de alcohol de 40” para obtener alco- 
hol de 52? 


Resolución 
Graficamos. 


alcohol 
puro 


pierd 


gana 12 


Aplicamos ganancia y pérdida en grados. 


ganancia perdida 

aparente aparente 

——— ——, 

12(60) =  48(0) 
x=15 


Por lo tanto, se deberá agregar a la mezcla 15 L 
de alcohol puro. 


Nótese que no es necesario colocar el símbolo 
de grado ya que se cancelaría. 


Aplicación 12 

Se mezclan alcoholes de 70, 45” y 35" en can- 
tidades iguales. Si a la mezcla se le agregan 
87 litros de agua, se obtiene alcohol de 21*, 
que Juego es vendido a S/20 la botella de litro. 
Determine el ingreso total por la venta, 
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Resolución 
Según los datos, son volúmenes iguales. 


Hallemos el grado medio de esta mezcla. 


70V+45V+35V _150V 
Cm= 3V Ea 
Ya que los volúmenes son iguales, también se 
pudo haber calculado de la siguiente forma: 


G, =MA(T70"; 45"; 35") =50* 
Luego, se tiene 3V litros de 50”, a los cuales, 


según el enunciado, se les va a agregar 87 litros 
de agua. 


pierdo 29 


Aplicamos ganancia y pérdida. 


ganancia pérdida 
aparente aparente 
XK, AA 
21(87) = 293 
V=21L 


Luego, el volumen total será 


3V+87=3(21)+87=150 L 


150 
Como se cuenta con 150 litros, S€ mae 
botellas, ya que cada botella es de un 
Por lo tanto, el ingreso total es 
150x20=5S/3000 


an las alcohólicas, una de 40” y 

ca 0 De la primera se extrae la cuarta 

pa mezcla con los 2/5 de la segunda, con 

qa obtiene alcohol de 60”. Determine la 

. pe alcohol que resulta de mezclar los 
yu 


contenidos restantes de cada mezcla, 


Resolución 
Como de la primera mezcla se extrae la cuarta 


parte, consideramos su volumen como 4V; y 
como de la segunda se extraen 2/5, considera- 
mos su volumen como 5. 


Graficamos. 
extrae 


10 199 


extrae 


Por dato 


Cantidad 


om 
0 n=y 
"en lo que Queda se tendrá 


Como son cantidades iguales, el Gn Será la MA 
de los grados. 


40+70 


Ca 


=55" 


Aplicación 14 

Un litro de alcohol de 60” tiene un peso de 
940 g. Determine el peso de un litro de alcohol 
de 48” si se sabe que un litro de agua tiene un 
peso de 1000 g. 


Resolución 
Un litro de alcohol de 60” quiere decir que el 
40% del volumen de la mezcla es agua. 


>, volumen de agua: 40%(1000 cc)=400 cc 


300cc | 4008 


600 cc | 5408 | 


Peso total | 9408 


Observamos que 600 cc de alcohol puro pesa 
540 g. 

En la segunda mezcla, se tiene un litro de alco- 
hol de 48” y nos piden el peso que debe tener 
dicha mezcla. : 


Tengamos presente que si dicho alcohol es de 
487, entonces el 52% del volumen es agua. 


> volumen de agua: 52%(1000 ec)=520 ce 


De alcohol tenemos 480 cc, de los cuales va- 
mos a averiguar su peso. 
Luego, veamos qué relación se cumple entre 
el peso y el volumen. 

(peso) DP (volumen) 


540g _peso 
600 cc 480 cc 


peso=432 g 


Luego, 


Aplicamos el principio de Arquímedes, 


Volumen | Poso 


520 cc 


Agua 


480 co 


Peso total 


Por lo tanto, el peso de un litro de alcohol de 
48* será 952 g. 


Aplicación 15 

Se mezclan tres ingredientes, el primero es una 
mezcla alcohólica de 22”, el segundo es agua 
y el tercero es alcohol puro. Si se obtiene una 
mezcla de 40”, considerando volúmenes ente- 
ros, halle el volumen mínimo de la mezcla. 


Resolución 
A partir de los datos tenemos 


r RE 


| Volumen Peso ] 
Y 22" 
Va 0” (agua) 


YA 100* (alcohol puro) 


Además, V,, V, y V¿ son enteros mínimos. 


Al realizar la mezcla, se observa que es de 40? 
de lo cual tenemos lo siguiente: 

22V, +0V,+100V, e 

V¡+Va+Va 


y 


22V,+0V,+100V¿=40(V, +V,+V,) 

30V¿=9V,+20V, 0) 
Expresamos en función de 10. 

TO =9V, +10 
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_ Para los alcoholes, el grado de 


> 9V,=1 

v,=10 
Como V; es mínimo, 
> Vv,=10 
Reemplazamos en (1). 
30V,=90+20V, 


3V,=9+2V, (1) 


Expresamos en función de 3. 
3=3+2V, 


2V,=3 


Aplicamos el principio de Arquímedes. 


> V.=3 
Como V, es mínimo, 


> V,=3 


Reemplazamos en (ID). 
3V,=9+2(3) > Vj=5 


Finalmente 
V¡+V,+V¿=18 (mínimo) 


Por tanto, el volumen mínimo será 18 L. 


4» ALEACIÓN 7 
Es la mezcla de dos o más metales pi 
el proceso de fundición (proceso que pe eoá 
derretir o licuar los metales, minerales pe las y 
cuerpos sólidos). Convencionalmente e 4 
aleaciones tenemos lo siguiente: b 
+ — Metales finos: oro, plata, platinO c 
+ Metales ordinarios: cobre, hierro, CIN 

n alcohol ' 


1 
do por la 
(pureza de alcohol) está pan pa 
tanto por ciento de alcohol a en 105 
ne la mezcla respectiva; mienti2: ppal. la 


metales, la pureza está 


resión decimal de la relación existente en- 
ef peso del metal fino y el peso total de la 
tre 


aleación. Esta relación se conoce como ley de 
eación. 
la aleación. 


Ejemplo Pa me 
Calculemos la ley de aleación de una aleación 


de 18 g de plata pura CON 6 g de zinc. 


Sea 


peso total: 24 g 


Para hallar la ley, dividimos el peso del metal 
fino entre el peso total. 


Así tenemos que 


AAA A, 


ley 2E5D08 del metal fino 


peso total 
A 


Di . 
elo cual también tenemos 


| (beso del metal fino)=(ley)x (peso total) 


Enel es 
el *jemplo anterior 


ley= 18 
15 74= 0,750 


lo a 
Val se len. 
lee: “759 milésimos fino”. 


Le , 
ag de joyas elaboradas con cierta can- 
SS sa Más común comercialmente 
a cn de plata de 925 milésimos; 
a Serán e Peso total en 1000 partes, 
dinario, Plata pura y el resto será 


A tar 
Na al di 


»» Observación | 


A la relación del peso del metal ordinario | 
con el peso total se le conoce como liga | 
de la aleación. 


. peso del metal ordinario | 
liga = —_—_—_—==— | 
peso total | 


En el ejemplo anterior 
ec O A 
liga=>=0,250 
lo cual se lee: “250 milésimos ordinario”. 


En general, se tiene la siguiente propiedad: 


ley + liga=1 
Ñ g 


Demostración 
Sabemos que 
y peso del metal fino 
Y peso total 
idá= peso del metal ordinario 
"ABRE peso total 
ni peso del + peso del metal 
serca metal fino ordinario 
diia peso total 
. peso total _, 
ley+liga= peso total 
ley +liga=1 
D» Observación 


jón varía entre 1,y 
La ley de una aleación Y aría entre 0 y y 
stá conformada sola- 


e aleación €: 
cuando la alea vía Ty en 


mente por metal fino, su ley se e 
sera sol: 2 con- 

el caso de que estuviera solamente E 
4 inari ay sería 
formada por metal ordinario, su ley 
cero. Es decir, 
+ O<leysl 
mente metal fino) 


+  ley=1 (sola ordiná rio) 


+ ley=0 (solamente metal 
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En el caso del oro, comercialmente su ley se 
expresa en quilates, considerando al oro puro 
de 24 quilates. Veamos ahora una expresión 
que nos permita trabajar ya sea con una ley 
expresada en decimales o expresada en qui- 
lates. Para ello recurrimos a la comparación 
de magnitudes: a mayor número de quilates, 
mayor ley en decimales. 


Así tendremos 


r G 
ley n.? de quilates 


Luego 
ar (por ser DP) 
Entonces 
| Leg 5 | 
donde 


- K:n2 de quilates (K=24L) 
-  L:ley en decimales 


Aplicación 16 
Se tiene una sortija de oro en la cual se han uti- 
lizado 9 g de oro puro y 3 g de cobre. Determine 


lo siguiente: 
I.. ley en decimales 
IL. ley en quilates 


Resolución 
Gráficamente, 


total: 12 g 


9 
L ley=77=0,750 
750 milésimos fino 


II. En quilates 
K=24Xx0,75=18 quilates 


Diremos que es una aleación de oro de 18 qui- 
lates. Es bastante común encontrar de manera 
comercial oro de 18 quilates en las alhajas (di- 
jes, cadenas, pendientes, sortijas, etc.). 


o» 
| 1 i las problemas de alea- 
e en el proceso de 


1 los pesos, tanto 
no del metal ordinario, 


lo correcto, ya 


so de lundición se va a ele- 
mperaturas v lo más probable 
ama merma de los me- 
1 mi 


n aluunos problemas nos 


rmaá producida en el 
de Iundición, en cuyo caso de- 
beremos considerar dicho aspecto con 


l d de determinar las cantidades 


la hinali 


reales de los metales en la aleación. 


Aplicación 17 

Se funden tres barras de plata, cuyas leyes 
0,500; 0,800 y 0,600, y sus pesos respectivos 
son 100 g, 200 g y 700 g. Calcule la ley de la 
aleación resultante. 


son 


Resolución 


0,500 0,300 0,600 


total de la alea- 


Podemos observar que el peso 
A . ] peso de | 


ción es 1000 g. Solo nos falta saber €! 
metal fino en la aleación total. 


Recordemos que 
peso del metal fino 
ley= peso total 


> (peso del metal fino)=(ley) x (peso total) 
procederemos a hallar las cantidades de metal 


fino que aporta cada barra de plata. 


Tenemos lo siguiente: 

+ 12barra (100 g de plata de 0,500 de ley) 
peso de plata=0,500x100=50 g 

+ 23 barra (200 g de plata de 0,800 de ley) 
peso de plata=0,800x200=160 g 


+ 32 barra (700 g de plata de 0,600 de ley) 
peso de plata=0,600X700=420 g 


En resumen, del metal fino se tiene 
50 g+160 g+-420 g=630 g 


Finalmente, 
jey=PEs0 del metal fino_ 6308 _ 
peso total 1000 g =0:650 


La ley será 630 milésimos fino o simplemente 
630 milésimos. 


Para dí á 
m terminar la ley de una aleación confor- 
ada por varias ale 


Procederá de la sig 
Sean 


aciones (ley media, L,,,), se 
uiente manera: 


w 
es LH) xL, 


ds 


w+ 
/ Dad tO3 +... +00 


Consideraciones 


1. En el caso de que todos los componentes 
tengan el mismo peso, la L,,, será el prome- 
dio aritmético de las leyes. Esto ya fue de- 
mostrado para la mezcla de ingredientes: 
cuando se tenían pesos iguales, el precio 
medio era la MA de los precios. 


2. En algunos problemas se señala que los 
pesos son IP a las leyes o viceversa. En este 
caso, la L,, será la MH de las leyes de los 
componentes de la aleación. Esto ya fue 
demostrado para la mezcla de ingredien- 
tes: cuando los precios de los ingredientes 
eran IP a los pesos de cada uno de los in- 
gredientes de la mezcla. 


3. Al igual que en la mezcla alcohólica y la 
mezcla de ingredientes, en ciertos proble- 
mas también será útil trabajar con ganan- 
cia y pérdida aparente con respecto a las 
leyes de cada uno de los componentes y la 
ley media de la aleación. 


Aplicación 18 

Una pulsera de oro de 16 quilates pesa 24 g. 
Calcule el precio de la pulsera si el gramo de 
oro puro cuesta S/62 y el gramo de metal ordi- 
nario cuesta S/4. 


Resolución 

Debemos determinar la cantidad de oro puro y 
de metal ordinario que hay en la aleación, para 
ello trabajaremos con la ley. 


Recordemos que 
peso del metal fino _ n.* de quilates 
peso total 24 


ley= 
Como conocemos el número de quilates y el 
peso total, tendremos 


peso de oro puro _ 16 
24 24 


peso de oro puro=16 g 
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Entonces 
peso del metal ordinario=8 g 


Hallemos ahora el precio. 


oro puro 16x62= 992 
metal ordinario: 8x4= 32 
precio total E 1024 


Por lo tanto, el precio de la pulsera será S/1024. 


Aplicación 19 

Se funden 450 g de una aleación con 50 g de 
oro puro y se observa que la ley se incrementa 
en 0,02 con respecto de la ley primitiva. ¿Cuál 
es la ley de la aleación inicial? 


Resolución 
Tenemos lo siguiente: 


|gama 


 ” 


| 
150 8 | 0 140,02 | 
| E | 
508 1 Pierde 


PE l a] 


Para hallar L, trabajaremos con ganancia y pér- 
dida de las leyes iniciales con respecto de la 
ley media. 


ganancia pérdida 
aparente aparente 


0,02(450)=[1-(L+0,02)1(50) 
0,02(450)=(0,98-L)(50) 
0,02x9=0,98-L 
0,18=0,98—L 

L=0,800 


Aplicación 20 

En una aleación de 17 quilates, se ha mez- 
clado oro de 16 quilates, de 18 quilates y de 
20 quilates. Si el oro de 16 quilates representa 
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el 60% del peso total de la aleación, halle en 
qué relación se encuentran los pesos de oro 
de 18 y de 20 quilates. 


Resolución 
Consideremos que el peso total de la aleación 
es 10n, entonces tendremos lo siguiente: 


Ley | Ley media | 


gana 


60%(101)=69 | 16 quilates 


domi diorde Mr 
y | 18 quilates LLE 17 quilates 


0 ies 
20 quilates elo 


Además, x+y=4n 


Aplicamos ganancia y pérdida. 


anancia perdida 


aparente aparente 


16) = 1()+3y 
Luego peri 
x+y=4n 
2y=2n 
y=n 


Por consiguiente x=3n 


Nos piden 


peso (oro de 18 quilates) _ 3n_ 3 
peso (oro de 20 quilates) n 1 


Por lo tanto, estarán en la relación de 3 a 1. 


Aplicación 21 4 
Se funde un objeto de cobre de 28 kg con olro 
objeto de plata de ley 0,820 y se obtiene ny: 
lingote de ley 0,740. ¿Cuántas monedas Co 
dicha ley y de peso 41 g cada una se pueden 
fabricar con este lingote? 


> 


e aa veriguar el peso del objeto de plata 
Debe! 


ello vamos a aplicar ganancia y pérdida. 
ya 

> a presente que el cobre es un metal 
en: 

ordinario, POr lo tanto, su ley es cero. 


Peso Ley Ley media 
gana 

| US 
8k 0 

die 0,740 
p 2 0,82 | orde 
l ] 

ganancia — pérdida 

aparente — aparente 


KK ARK 
0,74(28)=0,08(w) 
20,72=0,08(w) 
1w=259 kg 


Luego, el peso total del lingote será 
2594+28=287 kg 


4g 


090 


e la cantidad dé 
e 

decada A lotal del lingote entre el peso 
Moneda peda; pero antes, el peso de cada 
abría Que ex; 

tenem 


presarlo en kilogramos. 
OS que 


monedas 


Monedas, basta con 


Luego, 


287 
n.* de monedas=9% 
or "000 


Porlo tanto, se pueden fabricar 7000 monedas. 


Aplicación 22 

Se tienen tres barras de plata, de 200 g, de 
800g y de 1200, cuyas ligas son 0,300; 
0,800 y a, respectivamente. Después se fun- 
de la cuarta parte de cada una de ellas y se 


obtiene una aleación con 342 g de plata pura. 
Halle el valor de a. 


Resolución 
Graficamos. 

0 
Liga: 0,300 0,800 a 
Ley: 0,700 0,200 1-a 


Recordemos que para hallar el peso del me- 
tal fino basta con multiplicar la ley con el peso 
total de la aleación, ya que se toma la cuarta 
parte de cada uno de ellos. En el problema ten- 
dremos lo siguiente: 


Peso Ley Peso de plata pura 
509 0,700 0,700x50=35 
200g | 0,200 0,200x200=40 
3008 | l-a (1-0)x300 
Peso total í 3428 (dato) 


Luego, 
35+40+(3-a)300=342 
(1-a)x300=267 
1-a=0,89 
a=0,11 


Aleación y metales del síglo xx 


Se considera aleación a la mezcla sólida homoc a ue dos o mas metales con algunos 

elementos no metálicos. La aleación se consig undir los elementos a temperaturas 

muy altas. 

Dentro de las características de 

las aleaciones se tienen: 
Presentan brillo metálico. 
Cuentan con alta conductivi- 
ded eléctrica y térmica. 
Presentan propiedades me- 
cánicas tales como dureza, 
ductilidad y tenacidad. 
No tienen una temperatura 
de fusión única. 


os meralicos 
nulo o contener algu- 


El desarrollo de la industria ha estado estracham | con los avances conseguidos 
en la tecnología de los metales. La Prin 1 dusirial, que tuvo lugar en Inglaterra, 
comenzó cuando Abraham Darby utiliz ) producir hierro de primera calidad en 
grandes cantidades (a partir de 1709) 

En 1850, la introducción del proceso 

honor a Henry Bessemen) hizo posible la producción 
masiva de acero (forma mas dura y resistente de hie- 
rro por el agregado de carbono). 

En poco tiempo, en Estados Unidos y Gran Bretaña, 
el acero sustituyó al hierro en sectores tan diversos 
como las construcciones navales, las vías de ferroca- 
rril y la ingeniería civil. 

Los últimos años del siglo xix y los primeros del xx 
fueron testigos de la introducción de nuevos metales y de una explosión en el número Se «pa 
ciones disponibles. El primero de los nuevos metales importantes fue el aluminio. Se utilizó e 
primera vez en la industria en los años 80 del siglo pasado, pero al principio la ventaja de S 
ligereza se veía contrarrestada por su blandura. E del 
El punto de inflexión se produjo en Alemania, en 1909, cuando se descubrió que la e 
aluminio, en aleaciones con pequeñas cantidades de cobre y magnesio. aumentaba pont el 
mente con el tiempo (librado al endurecimiento espontáneo). La aleación resultante reci 
nombre de duraluminio. . 


. Les 
Uso del acero en vias del ferrocarril y puen 


3 fas. coma 
Adaptado de "Nuevas aleaciones y métodos del siglo xx”. En <historiaybiog2 eS 


A 


» Problemas resueltos 


roblema 1 ' ] 
' crezcan 30K8 Y 20 kg de 2 tipos de café, 
“a pe costos son S/l 5 y S/20, respectivamente, 
cuy ué precio debe venderse la mezcla para 
da Q 
ganarel 20%? 
Resolución 
Graficamos. 
mezcla 
pó + pá - PA 
Sa LJ e 
Ss/15 s/20 Pr 
Entonces 


P -3(15)+2(20) 85 


342 5 
P.=17 


m 


Lu d 
lego, reemplazamos Pi en la siguiente ex- 


Presión teni 
ón teniendo en cuenta que se quiere 
Sanar el 20%. 


Mezel, 
Q ado 20: 
Sa Costos y, . % 0; 40 y N litros de vinos, 
ameno 2.95 son $/12, S/16 y S/18, 
e. Si dd a 
le el valor de PE Precio medio es S/17, 


Resolución 
Graficamos. 


mezcla 


Luego, 


a 20(12) + 40(16)+ N (12) 


Em 20+40+N 


_880+18N 
=60+N 


1 


1020+17N= 880+18N 


. N=140 


Otra forma 
Utilizaremos los precios que se conocen. 


Luego, se sabe que 


——y, 


¡XA XXX A 


ganancia | -| pérdida ) | 
aparente aparente | 
y A 


> 5(20)+1040)=1() 
N=140 
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Problema 3 

Un bodeguero mezcla tres tipos de vino, cuyos 
precios por litro son S/5; S/6,5 y S/7. Si la rela- 
ción de las cantidades de los dos primeros es 
de 2 a 1, ¿cuántos litros de vino de S/7 se em- 
plearán para obtener 180 litros de mezcla cuyo 
precio por litro sea S/6? 


Resolución 
Por dato del problema tenemos que 


7 : | So 


pierde Sl 


| plerde 5/05 


gana 51 


pérdida 
aparente 


O ROA 
=0,5(%*)+10n) 


1,5k = m 


Además, 
2k+R+1,5k=180 
4,5k=180 
Rk=40 


Por lo tanto, la cantidad de vino de S/7 es 
m=1,5(40)=60L 


Problema 4 


Se mezclan cuatro ingredientes en la relación 
de 2; 3; 5 y 10, cuyos precios por kilogramo son 
S/9; S/10; S/8 y S/12, respectivamente. ¿Cuál es 
el costo de 60 kg de la mezcla? 
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Resolución 
Por dato del problema tenemos 


Az 
S/12 Pm 


8/9 S/10 S/8 


Tengamos en cuenta que para calcular el pre- 
cio medio no se requiere las cantidades exac- 
tas, solo es suficiente la relación entre ellas, 


_ 2(9)+3(10)+5(8)+10(12) 
mo 20 
Pay =10,4 


El precio medio es el precio de costo de un 
kilogramo de la mezcla. 


Por lo tanto, el costo de 60 kg de la mezcla es 


10,4(60)= S/624 


Problema 5 

Si se mezclan 20 kg, m kg y n kg de café, cuyos 
costos por kilogramo son $/12, 5/15 y S/ 18, res- 
pectivamente, se obtienen 150 kg de café cuyo 
costo por kilogramo es S/15,6. Halle m=N. 


Resolución 
Graficamos. 
mezcla 

pl ds hot + pa 1» 

y 8/15 s/18 

pierde 2,4 
gana 0,6 
gana 3,6 

donde 

m=130—n 


ganancia ] El pérdida 
aparente aparente 


Ss 3,5(20)+0,6(130-1)=2,401) 


150=3n 

n=50 
> m=130-50=80 
+. m=n=80-50=30 
Problema 6 


Katty quiere obtener una mezcla de 75 kilogra- 
mos de trigo cuyo precio de venta al público 
sea de S/5,39, con una ganancia del 10%. Mez- 
clando dos tipos de trigo, cuyos precios son de 
56,4 y S/3,9, ¿cuántos kilogramos del trigo de 
Mayor precio utiliza Katty en la mezcla? 
Resolución 

Apartir de los datos, tenemos 


mezcla P,=8/5,39 
a G=10%P,, 


ES kg 


EA 
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/ 
l 5,39=P,, +10%P,,, 


PyaP,+O 


Entonces 
C¡+C,=75 
2k+3k=75 
5k=75 > k=15 


Por lo tanto, el trigo de Mayor precio tiene una 
cantidad de kilogramos igual a 2(15)=30. 


Problema 7 


Se mezclan vinos de 30” y 45* de alcohol en la 
misma proporción que sus grados; luego se 
agregan 50 litros de una sustancia pura (o bien 
agua o bien alcohol) y se obtiene vino de 24? 
de alcohol. Halle el volumen de la mezcla final. 


Resolución 
Por dato, tenemos 


(agua) 0? 


gana 24 
pierde 21% 


pierde 6* 


Observe que la sustancia que se agrega ms 
agua para que así haya un equilibrio entre la 
ganancia aparente y la pérdida aparente. 


pérdida 
aparente 


ganancia 
aparente 


pa e Ps e a 
24x50=21(3x)x6(2x) 
24x50=75x 

x=16 


O la es 
Por lo tanto, el volumen total de la mezc 


2(16)+3(16)+50= 130 L 
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Problema 8 

Se quiere preparar 65 litros de vino para ven- 
derlo a S/95 cada litro, ganando S/5 por cada 
litro. Para ello se hace una mezcla con vino 
de S/60, de 5/70 y de S/100 el litro. La mezcla 
debe tener 15 litros del vino de S/70, y por lo 
menos un litro de cada tipo de vino. ¿Cuántos 
litros de vino de S/100 el litro se necesitan si se 
sabe que los volúmenes de las 3 calidades son 
números enteros? 


Resolución 
Del enunciado del problema tenemos 


suman 50 L 


S/100 


pierde 5/10 


puna S/20 


gana 5/30 


Entonces 


pórdida 
aparente 


ganancia 
aparente 


ia a PASA 
30(50-x)+20(15)=10x 
1800=40x 

x=45 


Por lo tanto, el volumen de vino de S/100 es 45 L. 


Problema 9 


Se tienen V litros de una mezcla alcohólica 
de 80", la cual se mezcla con 160 litros de un 
alcohol de 40”. Si los volúmenes de altohol y 
agua en la mezcla están en la relación de 3 a 
2, halle V. 
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Resolución 
Graficamos. 


Dado que en la mezcla final el volumen de al- 
cohol puro y agua están en la relación de 3 a 2 


3 3 
> Gr 577) x 100-(5) x100%=602 


60 


ganancia) _ ( pérdida 
aparente ) L aparente 
20V=20x160 


V=160 


Problema 10 

Se quiere obtener 100 litros de alcohol de 74, , 
mezclando 30 litros de alcohol de 80? con can- 
tidades convenientes de alcohol puro y agua, 
pero por error estas cantidades se intercambia- 
ron. ¿Cuál será el grado de la mezcla resultante? 


Resolución k 
Graficamos. 


80" 


pérdida 
aparente 


ganancia 
aparente 
— —, 


AAA 
74(70-n) = 6(30) +26(1) 


a 


operando se tiene 
n=50 


ya que hubo U 
agua, se tiene 


n error con el alcohol puro y el 


Hallemos el grado de la mezcla (Gh). 


q_30(80)+20(1009) +50(0*) 
IA U00 + 50109 
il 100 


2 Gp=44 


Problema 11 


$ e 
so vino de S/28, de S/35 y de S/40, de 
E que se obtienen 570 litros, los que 


"AN Vendido 
Pérdida del 10 


"Mode 5/35 que intervi 
Cantidad de Vino de $/4| 


al precio de S/30,60 con una 
%. Determine la cantidad de 


ene si esta es la misma 
0. 


Luego, 


ganancia pérdida 
aparente aparente 
e 
6(570-2V) = V+6y 
6x570=19V 


V=180L 


Problema 12 


Se mezclan dos clases de café en la propor- 
ción de 1 a 2 y la mezcla se vende con el 5% 
de beneficio sobre el precio de compra. Des- 
pués se mezclan en la proporción de 2 a 1 y 
se vende con el 10% de beneficio, siendo el 
precio de venta en ambos casos iguales. Cal- 
cule en qué relación están los precios de cada 
ingrediente. 


Resolución 


En el caso de la primera mezcla se tiene 


Luego, 
_ 1) +2(P) 
Pra) a 3 


Además se gana el 5%. Entonces para el precio 
de venta de la primera mezcla se tiene que 


P,+2P, ) 
Pay = 1050 LL 


jene 
En el caso de la segunda mezcla se tie 


Luego, 
p 2A8)H(B) 
ma) = 3 


Además se gana el 10%. Entonces en el precio 
de venta de la segunda mezcla se tiene que 


Paro) =1 104(2822) 


Por dato, los precios de venta de ambas mez- 
clas son iguales. 


> Pu = Pro) 


21(%, +2P,)=22(2R + P,) 
21P, + 42P, = 44P, +22P, 


20P,=23P, 
2-2 
P, 23 


Por lo tanto, la relación de los precios es de 
20 a 23. 


Problema 13 


De dos recipientes, de 40 y n litros (diferentes 
calidades), se extraen 24 litros de cada uno 
para luego vaciarlos de uno al otro recipiente. 
Si las dos mezclas resultan de igual calidad, 
¿cuánto vale n? 


Resolución 


" Graficamos. 


Sym (el litro) 


S/p (el litro) 


6 _mx16+px24 _p(n-24)+24m 


> Em 40 n 


A 
2m+3p _pn—24p+24m 

B n 
2mn+3pn= 3pn-120p+120m 
2n(m-p)=120(m-p) 
n=60 


Otra forma 


Como las mezclas tienen la misma calidad, 
sus ingredientes por precio deben estar en la 
misma relación. 


Luego, 
24 n-24 3_n-2 
16 24 * 2724 
n=60 


roblema 14 

Dos recipientes contienen 9 y 5 litros de alco- 
hol de 40” y 88”, respectivamente. Se agrega 
cierta cantidad de alcohol puro en el primer 
recipiente e igual cantidad de agua en el otro y 
se obtiene alcoholes de igual grado en ambos 
recipientes. ¿Cuántos litros de agua O alcohol 
se agregan a los recipientes? 


Resolución 
Al inicio se tiene 


gntonces 
9x40+a100 (primer recipiente) 

e Can 9+a 

A _5x88_ (segundo recipiente) 
+ Cn 54a 
Por condición 

Cno" Gmta) 

9x40+a100 _5x88 
Ta 5+a 
 0=3 
Problema 15 


Semezclan 10 litros de aceite de S/8 el litro con 
- aceite de S/6 el litro y otro de S/4 el litro para 
oblener 60 litros de aceite cuyo costo por litro 
es de S/5. ¿Cuántos litros del segundo y tercer 
aceite se han utilizado en la mezcla? Dé como 
Tespuesta la diferencia entre ellos. 


Resolución 


Apartir de los datos, se tiene que 


Costo Precia 
Porlitro |. medio 


Cantidad 


Problema 16 


Se funden dos lingotes de oro, uno de 700 gra- 
mos de peso y 0,920 de ley y el otro de 300 gra- 
mos de peso y 0,880 de ley. Luego se extraen 
n gramos de esta aleación que se reemplazan 
por n gramos de una aleación de 0,833 de ley y 


resulta que la ley de la aleación es ahora 0,893, 
Halle n. 


Resolución 
En la primera fundición 


0,920 0,880 


-—0,920x700+0,880x300 
Di 700+300 


L,=0,908 


En la segunda fundición 


Mo? 


0,908 0,833 
Sa 1y=0898 


= 0,61 


pérdida ganancia 
aparente aparente 


(0,908-0,893)(1000-n) = (0,893-0,833)n 


n=200 


Problema 17 


El motor de una maquinaria está diseñado 
para consumir gasolina de 91 octanos. En el 
Perú se vende solo gasolina de 95 octanos a 
S/15 el galón y de 83 octanos a 5/12 el o 
¿Cuánto se gastará al mezclar ambas e ? 
Para llenar el tanque de nueve galones de 

cha maquinaria? 
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Resolución Problema 18 


Se tiene gasolina de diferente octanaje. Una persona deja a un joyero una cadena q 
e 


14 quilates con el encargo de que luego de fun- 
dirla le confeccione una pulsera de 4 quilates 
más que la cadena. Si el joyero empleó 16 g de 
oro puro adicional, ¿cuánto pesaba la cadena? 


$/15 el galón 8/12 cl galón 


Resolución 
| 95 octanos 83 oclanos Por condición se tiene que 


Se desea llenar el tanque de una maquinaria. cadena 


Cc > 


oro puro 


91 octanos 


Se deduce que 


e . 
ganancia pérdida Se desea confeccionar 
aparente aparente 

(A AA pulsera 


b(91-83)=a(95-91) 


Efectuamos lo siguiente: 


152) 
—— 
a_ b_9_ ganancia pérdida 
e 371737 aparente aparente 
o E 
ES n(18-14)=16(24-18) 
A AS “an=16x6 
' Por lo tanto, lo que se gastará es n=24 
! 6(15)+3012)=5/126 Por lo tanto, la cadena pesaba 24g- 
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1 Se mezclan 12 


kg y 8 kg de 2 tipos de café, 
ns/8 y S/15, respectivamen- 


vos costos SO! 
a precio de la mezcla? 


je ¿Cuál será el 


O S/9,4 
E) S/10,4 


y S/108 B) S/11,6 


D 9135 


Un comerciante tiene dos calidades de 
vino, de 5/90 y S/75 el litro. Silos mezcla en 
relación de 5 a 7, respectivamente, ¿cuál es 
elprecio de 1 litro de la mezcla? 


A) 5/80,6 
D) S/85,24 


B) S/82,90  C) S/81,25 


E) S/79,25 


, Sehan mezclado 80 y N litros de dos vinos, 
cuyos costos por litro son S/15 y S/22, res- 


pectivamente. Si el precio medio es s/18, 
calcule el valor de N. 


Am 
D) 60 


B) 40 O 50 


E) 45 


Si 
, se mezclan 40; 60 y 50 litros de tres tipos 


* Pisco, cuyos 


Test 


co 


« 


á 


¿Cuántos litros de alcohol de 792 se deben 
añadir a 432 litros de alcohol de 36? para 
obtener cierta cantidad de alcohol de 45? 


A) 116 
D) 168 


B) 216 O) 144 


E) 166 


Si mezclamos 32 litros de agua y 18 litros 


de alcohol, ¿cuál será el grado del alcohol 
resultante? 


A) 367 
D) 52* 


B) 64? O 45 


E) 60 


Se tiene una cadena de 16 quilates, la cual 
pesa 40 gramos, y otra de 22 quilates, cuyo 
peso es de 20 gramos. Si se quiere elaborar 
una sortija con las cadenas fundidas, ¿cuán- 
tos quilates tendrá dicha sortija? 


A) 19 
D) 16 


B) 18 O 20 


E 17 


Se tiene una cadena de 18 quilates, la cual 
pesa 32 gramos. ¿Cuántos gramos de oro 


520 y 5/18, sente E Gel son s/24, puro se deben agregar para elaborar con la 
Precio de equilibrio? PAE sel cadena fundida una sortija de 22 quilates? 
0 5205 A) 68 B)80 058 
Dog 9 YL8 C) 5/42 D) 56 E) 64 
E) S/244 
nen Sto, 10. Se funden tres barras de plata, cuyas leyes 
los $e deben .% de alcohol de 60”. ¿Cuántos son 0,600; 0,500 y 0,400, cuyos pesos da 
tros ea o Para que al agregarle pectivos son 300 g; 500 g y 200 g. Calcule la 
mE Fueva mezcla sea de 309 ley de la aleación resultante. 
2 
D B) 
E de o 20 A oso BJ Oslo 0 nr 
E 32 D) 0,600 E) 0 
E 
o a 
Ds. s $33 760 sE 9 EH 10 Ciaves 


 ¿£ 
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Problemas propuestos 


Nivel básico 


Se mezclan 56 kg de café de S/90 el kilogra- 
mo con café de 5/72 y se obtiene café de 
S/80. ¿Cuántos kilogramos de café de S/72 
se han utilizado para la mezcla? 


C) 70 
E) 80 


A) 50 
D 75 


B) 60 


Se mezclan 20 litros de vino de S/4 el litro 
con 50 litros de vino de S/6 el litro y 30 litros 
de vino de S/8 el litro. ¿Cuál será el costo de 
10 litros de la mezcla? 


C) S/60 
E) S/64 


A) S/52 
D) S/62 


B) S/56 


Cecilia, una vendedora de abarrotes muy 
hábil, mezcla dos tipos de arroz, el primero 
de 45 kg a S/2,30 el kilogramo con otro que 
representa el 25% del peso total de la mez- 
cla. Si se ha obtenido como precio medio 
8/2,10, ¿cuál fue el precio por kilogramo de 
este último tipo de arroz? 
B) S/1,70 C) $/1,80 
E) S/1,60 


A) S/1,90 
D) S/1,50 


Se tienen dos tipos de café: 50 kg de S/15 el 
kilogramo y el otro de S/10 cada kilogramo. 
Si se vende la mezcla a S/15,6 ganando el 
30%, determine la cantidad de kilogramos 
que se utiliza del segundo tipo de café. 


A) 75 
D) 48 


B) 45 O) 40 


E) 60 


Se mezclan dos tipos de arroz en la misma 
proporción, cuyos precios por kilogramo 
son de S/(K+1) y S/(K-1), y se obtiene una 


mezcla de S/3 el kilogramo. Calcule el pre- 
cio medio si se mezcla el doble de la can- 
tidad inicial del primer tipo de arroz con el 
triple de la cantidad del segundo tipo de 


arroz. 
A) 5/3,2 B) S/2,5 O) S/2,9 
D) S/2,4 E) S/2,8 


Un comerciante compró 3 sacos de arroz 
de S/4,40; S/4,50 y S/4,80 por kilogramo, 
cuyos pesos están en la relación de 3; 4 y 
5. Si el comerciante mezcla los tres sacos 
de arroz y quiere ganar el 20%, ¿cuál es el 
precio en que debe vender cada kilogramo 
de la mezcla? 


C) S/5,48 
E) $/5,64 


A) S/5,12 B) S/5,24 


D) S/5,52 


Se mezclan vinos de S/15; S/20 y 5/25 el li- 
tro en cantidades que están en la relación 
de 1;2y7, respectivamente. Si se sabe que 
al realizar la venta se obtuvo una ganancia 
del 10%, halle el precio de venta por uni- 
dad de mezcla. 


Cc) S/26,1 


B) S/25,4 
E) $/26,7 


A) S/25,3 
D) S/26,5 


Se quiere obtener 100 kg de cierta calidad 
de café al mezclar 25 kg de café de 6 soles * 
el kilogramo con 40 kg de café de 4 soles 
el kilogramo y con otra clase de café cuyo 
precio excede en 5/2,10 al preci 
Calcule este precio medio. 


o medio. 


O) s/58 


B) S/5,6 
y E) 5/6,3 


A) S/5,3 
D) S/5,9 


mw 
«cuál debe ser la pureza del alcohol que 
y per añadirse a 64 litros de alcohol de 
> para obtener 80 litros de alcohol al 90% 
de pureza? 
A 5P B) 53" C) 60* 
D) 64 E) 66 


10, Se mezclan 20 litros de alcohol de 50? con 
50 litros de alcohol de 70* y 30 litros de al- 
cohol al 80% de pureza. ¿Cuántos litros de 
agua se le debe añadir a esta mezcla para 
que el volumen de agua represente el 40% 
del volumen total? 


y6 
D) 12 


B) 8 C) 10 


E) 15 


1. Al mezclarse alcoholes de 40", 30” y 20", se 
observa que el volumen del alcohol de 20? 
es el 20% del volumen de alcohol de 40". 
¿Cuántos litros de alcohol de 30” intervie- 
Nen en la mezcla si esta tiene un volumen 
de 80 litros y su grado alcohólico es de 35% 


A 15 


B) 12 
D 25 


O 20 
E) 30 


| la ms tiene dos tipos de lingotes de 
$e Pr Contiene 270 g de oro y 30 g 
y50 mn a tiene 200 g de oro 

ss bre. Determine los pesos, en 

» QUe deben considerarse de cada 


le para Obte ne 
Wa ley sea 1 er 200 g de una aleación 


lingo 


As 
) NN B) 50y120 C) 60y 140 
E) 75y 125 
on ero 
leva] e Una cadena de 16 quilates, 
bene ha 0, Sramos y la va a fundir para 
9 Duro ' Sortila. ¿Cuántos gramos de 


u * del 
Moria des... Agregar para obtener 
Quilates? 


14, 


15, 


16, 


17. 


AS 


A) 24 
D) 56 


B) 40 0) 48 


E) 60 


En una aleación, el 30% es cobre. ¿Cuántas 
libras de cobre deben añadirse a 40 libras 


de esta aleación para que resulte una alea- 
ción con 50% de cobre? 


A 12 
D) 20 


B) 15 C) 16 


E) 25 


¿Cuántos kilogramos de un lingote de oro 
de ley 0,650 serán necesarios fundir con 
otro lingote de oro de 4 kg y 18 quilates 
Para obtener una liga de 310 milésimos? 


A) 4 
D 8 


B) 5 06 


E) 10 
Nivel intermedio 


Un kilogramo de trigo de primera sumado 
a un kilogramo de trigo de segunda cues- 
tan S/26. Se mezclan 10 kg del primero con 
20 kg del segundo y se obtiene un preció 
menor en dos soles que el que se habría 
obtenido si se mezclaban 20 kg del prime- 
ro con 10 kg del segundo. ¿Cuál es el pre- 
cio de 1 kg del primero? 


O) S/27 
E) 5/16 


A) S/17 B) S/19 


D) S/35 


i ipos 
Un comerciante quiere mezclar tres tip 


de frijol, de S/2,40; de S/3 y de 5/3,60 € 


kilogramo. ¿Cuánto deberá utilizar del pri- 


de 
mer tipo si desea obtener una o ps 
240 kilogramos que pueda pa . sa 
el kilogramo, ganando el 20%, y 


sos de lo: i están en la 
los dos primeros tipos t n 
relaciór 4 ivamente! 
lación de 3a , respecti am 
Cc) 45kg 


DU ose 


A) 40kg 
D) 48 kg 


UE 


752 


18, 


mm 
E=) 


2, 


Se mezclan tres harinas de calidades distin- 
tas, cuyos costos por kilogramo son de S/9; 
S/10 y S/15, y se obtiene una mezcla cuyo 
costo es de S/12 por kilogramo. ¿Cuántos 
kilogramos tiene la mezcla? Considere que 
se utilizaron 24 kg del más caro y, además, 
se sabe que las cantidades del primero y el 


segundo son entre sí como 2 esa 3. 


C) 54 
E) 58 


A) 50 B) 52 


D) 56 


Un comerciante ha mezclado 97 kg de café 


de S/7,5 el kilogramo con cierta cantidad 
de café de S/8,9 el kilogramo. Si vendió la 
mezcla a S/9,35, ganando el 10% del precio 
de venta, ¿qué cantidad del segundo tipo 
de café utilizó? 


C) 150 kg 
E) 194kg 


A) 183kg  B) 156kg 


D) 176 kg 


. Un comerciante compró tres lipos de ha- 


rina en cantidades proporcionales a 4; 2 y 
3. Los precios del segundo y tercero son 7 
y 8 soles el kilo, respectivamente. El precio 
del primer tipo es 5/2 menos que el precio 
que tendría la mezcla. Si se perdió un cuar- 
to, un medio y un tercio de las cantidades 
que se tenía, respectivamente, ¿a qué pre- 
cio debe venderse la mezcla de lo restante 
para ganar el 40%? 


A) S/10,8 
D) S/8,47 


B) 8/18 C) S/8,17 


E) 5/8,67 


Se tienen tres ingredientes, A, B y C, cu- 


yos costos por kilogramo de cada uno 


son 5/20; S/50 y S/100, respectivamente 
Estos ingredientes se mezclan y se oblis. 
ne que cada kilogramo de la mezcla tiene 
un costo de S/30, entonces se mezclan 


24, 


en total 440 kg. ¿Cuántos kilogramos del 
producto A intervienen si se utilizan can- 
tidades iguales de los ingredientes B y C? 


C) 260 
E) 280 


A) 220 B) 360 


D) 180 


12, Se mezclan 45 litros de vino de 5/40 el litro 


con vinos de S/24 y S/36 el litro, y el resul- 
tante tiene un precio medio de S/34 el litro. 
Si se sabe que por cada 5 litros del segundo 
hay 7 litros del tercero, halle la cantidad to- 


tal de la mezcla. 


C) MOL 
E) 150L 


A) 130L B) 135L 


D) 1M5L 


Se ha obtenido 1000 kg de arroz al precio 
de S/12,36 el kilogramo, mezclando cuatro 
clases distintas de precios: S/9,60; s/12; 
5S/14,40 y 5/10,80 el kilogramo. De la segun- 
da clase se ha utilizado el doble de la pri- 
mera; de la tercera se ha utilizado el doble 
de la segunda. ¿Cuántos kilogramos de la 
tercera clase de arroz se han utilizado en 


la mezcla? 


Cc) 400 
E) 800 


A) 300 B) 350 


D) 600 


tes con pisco. El 
el litro, y 7 li 
lo que cuesta 
el volumen 


Se compran dos recipien 
primero ha costado S/32,40 
tros del primero ha costado 
9 litros del segundo; además, 
del primer recipiente excede al del segun- 
do en 1/4. Si se mezclan los contenidos de 
los dos recipientes, calcule el precio al E 
debe venderse el litro para ganar 114 de 


precio de compra. 


O) 9/36,5 


A) S/32,5 
E) 5/37,5 


D) S/35 


B) 8/34 


A 
n dos recipientes con el mismo vo- 


e líquido, en uno hay alcohol puro 
hay solo agua. De cada reci- 


45 Seiene 
jumen d 


en el otro 

Si se extrae la mitad, luego 1/3, y por 
Jl y 5 4 
pa 1/4, y se intercambian. ¿Cuántos 
ul Y id 


litros de lo que queda en cada recipiente 
se debe extraer para mezclarlos y obtener 
65 L de alcohol de 45%? 


A 39y26 B) 40y25 C) 60y5 
0) 30y35 E) 50y 15 


, Se mezclan 6 L de alcohol de 60? con otros 
volúmenes enteros en litros de 87? y 80”, y 
se obtiene una mezcla de 75". ¿Cuántos li- 


tros de agua hay que agregar a esta mezcla 
Para obtener una mezcla de 51%? 


E B) 9 -C) 10 
ús E) 14 


21. Se mezclan alcoholes de 40%; 30? y 202 
Obtener alcohol de 35”. Si se qui 
l mezcla el alcohol de 292 


Parte del alcoho] de 40%, ¿cu 
¿lcohol de 30 


para 
ere que en 

sea la quinta 
ántos litros de 


Se utilizarán si la mezcla po- 
E Ba 
“e un volumen total de 80 L? 
10 
Ds B) 20 O 35 
E) 40 


min 5) 20 min O 25 min 


E) 32 min 


É— Bm 


29, Se tienen dos recipientes, A y B, completa- 


mente llenos. El primero tiene el triple de 
capacidad que el segundo y ambos con- 
tienen la misma cantidad de agua, pero A 
contiene 2,5 veces más alcohol que B, Si 
se mezclan ambos contenidos en un ter- 


cer recipiente, ¿qué pureza de alcohol se 
obtendrá? 


A) 907 B) 857 O 70% 
D) 60% E) 55* 


30. Se desea mezclar tres tipos de alcohol, de 


25 40? y 30”, para obtener alcohol de 32”, 
Si se sabe que las cantidades, en litros, de 
agua y de alcohol puro de cada tipo son en- 
teras y mínimas, ¿qué cantidad de alcohol 
puro hay en el segundo tipo? 


A) 5L B) 8L C) 4L 
D) 10L E) 1L 


1. A 40 litros de alcohol de 40” se le agrega 
agua para reducir su pureza a la tercera 
parte. Si la nueva mezcla se quiere vender 
ganando el 33,3%, calcule el precio de 
venta. Considere que el precio de alcohol 
Puro es S/30, 


A) $/3,3 
D) S/4,3 


B) S/35 0) S/4_ 
E) 9/5,3 


32. Se tienen tres lingotes de plata y cobre; 


uno es de ley 0,700, otro es de ley 0,820, y 
el tercero es de ley 0,900. Se quiere obte- 
ner un lingote de ley 0,850, que contenga 
730 gramos del segundo lingote y que pess 
2130 gramos. ¿Cuántos gramos es preciso 
utilizar del primer lingote? 


A) 240,5 B) 230 C) 235,6 
D) 481 E) 145,7 


753 


33, 


sw 


36. 


| 754 


35, 


Nivel avanzado 


Se tiene plata de ley 0,900 y plata de ley 
0,750. ¿Cuántos gramos hay que tomar de 
cada una para obtener 0,06 kg de plata de 
ley 0,800? Indique como respuesta el tanto 
por ciento que representa la cantidad que 
participa de la primera plata respecto de la 
segunda. 


A) 25% 
D) 60% 


B) 40% C) 50% 


E) 75% 


4, Se ha preparado dos soldaduras de zinc y 


cobre, una contiene 48% de zinc y 52% de 
cobre; y la otra, 75% de zinc y 25% de co- 
bre. Si se quiere elaborar a 1275 kg de sol- 
dadura, con 57% de zinc y 43% de cobre, 
¿qué peso ha de tomarse de la primera? 


A) 800 kg 
D) 830 kg 


B) 810kg  C) 820kg 


E) 850 kg 


Se tiene una aleación de oro y cobre en 
la proporción de m a n, respectivamente, 
y otra aleación que también tiene oro y 
cobre en cantidades que están de forma 
inversa a la proporción de la primera alea- 
ción, entonces se observa que la diferencia 
de las leyes es 0,600. Calcule el valor de la 
ley, en quilates, al fundir 120 g de la prime- 
ra aleación y 240 g de la segunda. 


N 8,4 
D) 12,6 


B) 15,6 O) 14,4 


E) 9,6 


Se funden 3 aleaciones. Se sabe que las 
leyes de las dos últimas son 0,600 y 0,900; 
además, los pesos de los dos primeros 
están en la relación de 1 a 5, respectiva- 
mente. Si se obtiene 500 gramos de una 


— 


aleación de ley 0,735, ¿cuántos gramos de 
la tercera aleación se emplearon si al fun- 
dir la primera y tercera aleación se obtiene 
una aleación de ley 0,870? 


A) 50 
D) 200 


B) 100 C) 150 


E) 250 


/. Se disponen de varios lingotes iguales de 


. Se funden cuatro lingotes de Oro 


1 kg y de 0,650 de ley; además, se tienen 
otros lingotes de 1 kg de 0,900 de ley. ¿Cuán- 
tos lingotes de cada tipo hay que tomar para 
que luego de efectuar una aleación se ob- 
tenga un lingote de 0,750 de ley, cuyo peso 
esté comprendido entre 35 y 44 kg? 


A) 21y 18 
D) 24y16 


B) 20y18  C) 20y16 


E) 24y18 


!, Se desea variar la ley de un lingote de 30 kg 


en cuatro quilates. Si la cantidad de oro 
puro que se necesitaría para ello excede 
en 8 kg a la cantidad de cobre que se po- 
dría utilizar para el mismo fin, halle la ley, 
en quilates, de la aleación que resultaría al 
fundir las cantidades de oro puro y de Co- 
bre indicados. 


O) 15 
E) 18 


A) 12 B) 14 


D) 16 
de 12K, 
14 K, 16 K y 18 K, y se obtiene UNá inn 
de 15 K. Si por cada 2 g del primero haY 


Hb as 
del segundo y 6 g del tercero, En A 
mos del cuarto lingote habrá en una 


ción de 1 kg? 


cy 120 
E) 150 


A) 80 B) 100 


D) 140 
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Introducción 
a la estadística 


Ángel Sánchez Oré 


CAPÍTULO XIX. 
2 z 
INTRODUCCIÓN A LA ESTADÍSTICA 
Objetivos 
+ Conocer los elementos que intervienen en la inv estigación estadística 
* Elaborar, describir e interpretar correctamente la información estadística a través de los 


cuadros y gráficos estadísticos 


* Aprender a calcular e interpretar las medidas de tend ciarcentral y de dispersión. 


Introducción 


La estadística se remonta a épocas muy antiguas y se caracteriza por encontrarse asociada a 
los censos Poblacionales y registros de bienes y servicios de un determinado pueblo. El término 
estadótica se deriva del vocablo Estado, ya que la función primordial de los Estados es elaborar 
Tegistros de la Población, nacimientos, defunciones, impuestos, egresos, etc. 

En la antigiedad, confor 
información de cada perso, 
Arealizar estimaciones de 
$Se entonces Que nace la 


me la población iba creciendo, resultaba casi imposible obtener 
ha, es por ello que surge la necesidad de buscar un método que ayude 
acuerdo con un conjunto de muestra tomado de la población. Es desde 
estadística. 


e i i . . 
del ba Po los Periodistas de radio o televisión comentan: “El PBI de la industria manufacturera 
tú creció en 3,7% en 


durante pim Marzo de este año”, “Según el INEI, el nivel ecurqulado de la e 
“Has Visto las pe Semestre de este año llegó a 1,27%”. Una persona cualquiera puede pregunta S 
Qu Mn Amas estadísticas acerca del empleo?”. Se puede observar en los Comentarios 
A diferente a utiliza la palabra estadística en forma correcta, sin cxibargo. lo pa > nie 
Mnéricos Ta Que la materia prima de la estadística como disciplina es el grupo de dato. 
y Presente cana Sadores numérico 

¿se APítulo 
lr Para el 


S. 


NOS permitirá conocer la importancia de la estadística descriptiva, los pasos 
aborar un cuadro de distribución de frecuencias a partir de la recolección de 
int adísicoy decuadamente, Además, a partir del cuadro de distribución de a 

4 "lación S Se puede elaborar los diferentes gráficos estadísticos con su respect 
cados E “drenderá también a calcular las principales medidas de dispersión para datos 


Yno , 
“sificados Para poder comparar dos o más grupos de datos a estudiar. 


€ 


Vatos 
Y clasi 
(Cuad Asificar] 
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== 
1» ¿QUÉ ES LA ESTADÍSTICA? 
Se entiende por estadística a un conjunto de datos. Se puede hablar de estadística de ingresantes 


a universidades, de nivel de desempleo, de crecimiento del PBI, etc. Es por ello que no existe una 
definición específica, sino varias, de las cuales mencionaremos algunas. 


Es la disciplina relacionada con los métodos científicos destinados a recopilar, organizar, clasifi- 
car, presentar, resumir y analizar los datos, tanto para la deducción de conclusiones como para 
tomar decisiones. 

* Esla rama de la matemática encargada de recopilar, organizar y procesar datos con el fin de 
inferir las características de la población objetiva. 

» Esla ciencia que estudia un fenómeno mediante la recolección de un gran número de datos 
referentes al mismo, para su posterior tratamiento, con la finalidad de obtener conclusiones 
sobre aquel. 

+ Esla ciencia que nos proporciona un conjunto de métodos y procedimientos para la recolección, 

clasificación e interpretación de datos en forma confiable para tomar una adecuada decisión. 


Si bien es cierto que hay varias definiciones para la estadística, todos coinciden en que esta se 
encarga de recopilar datos, analizar y brindar conclusiones con la finalidad de tomar decisiones. 
Esto podemos resumirlo en un gráfico. 


colecciona 
y recopila 


A para brindar 
Estadística analiza l datos ] (EN) 
LA interpreta 


La estadística es un potente auxiliar de las ciencias y actividades humanas, como la sociología, la 
psicología, la geografía humana, la economía, etc. Es una herramienta indispensable para la toma 
de decisiones; además, es ampliamente empleada para mostrar los aspectos cuantitativos de una 
situación muy particular. La estadística está relacionada con el estudio de procesos, cuyo resultado 
es más o.menos imprescindible, y con la finalidad de obtener conclusiones para tomar decisiones 
razonables según lo observado. 


El resultado del estudio de dichos procesos, denominados procesos aleatorios, puede ser de 
naturaleza cualitativa o cuantitativa y, en este último caso, discreta o continua. Son muchas qn 
predicciones de tipo sociológico o económico que pueden hacerse a partir de la ae E 
exclusiva de razonamientos probabilísticos a conjuntos de datos objetivos, como por ejemplo 10 
de naturaleza demográfica. 


Las predicciones estadísticas difícilmente se refieren a sucesos concretos, pero sí describen A 
considerable precisión el comportamiento global de grandes conjuntos de sucesos a 
predicciones que, en general, no son útiles para saber quién de entre los miembros de una po! pre 
importante encontrará trabajo o se quedará sin él, o en cuáles miembros va a verse E ioGiT 
o disminuida una familia concreta en los próximos meses. En cambio, puede e 
estimaciones fiables del próximo aumento o disminución de la tasa de desempleo s 
conjunto de la población o de la posible variación de los índices de natalidad O mortalidad. 


<< 
9) CLASES DE ESTADÍSTICA 


21 ESTADÍSTICA DESCRIPTIVA 
s encarga de recopilar, clasificar, presentar, 
analizar e interpretar Un conjunto de datos. 


Ejemplos . 
+ El gerente de un bazar realiza mensual- 


mente un balance de los ingresos que ob- 
tiene. En los meses de junio, julio, agosto 
y septiembre obtuvo 5/1300, S/1000, S/1200 
y 5/1300, respectivamente. El gerente de- 
sea conocer el promedio mensual de sus 
ingresos obtenidos, para lo cual realiza la 
siguiente operación: 


1300+1000+1200+1300 


3 =5/1200 


* Durante sus seis últimas compras, un ama 
de casa lleva un control de la duración de 
su balón de gas, tal como se muestra en el 
Cuadro siguiente: 


26 3032 | 28 


C 
vi Estos datos se puede decir que el balón 
$as dura en Promedio 28 días, ya que 


28+26+304+324+28+24 
E =28 


22, . 
a ICA INFERENCIAL 
h Menos pro 'én inductiva O de pronóstico, es 
Merry A la teoría necesaria para 
deso la generalización o toma de 


y 'Obri E 
Pal mes e base de una información 


ediante téc; 
, £cnicas descripti 
Mplos ptivas. 


€rem y 
nto a el ejemplo anterior del ge- 
sU Ingreso mos que ahora desea predecir 

nsual para el Més de octubre. 


El prue de estimación Corresponde a la 
estadística inferencial. Se podría predecir 
que su ingreso mensual en octubre será al- 
rededor de S/ 1200, pero cabe señalar que 
todo proceso de predicción está afectado 
por un determinado error, denominado 
error de estimación. Cuando dicho error 
sea más pequeño o Cercano al valor real, 

significa que la muestra con la que se tra- 

bajó es la adecuada. 


* En épocas de elecciones, muchas com- 
pañías de estudio de mercado lanzan sus 
predicciones sobre el candidato que tiene 
tanto por ciento de aceptación y cuenta 
con la mayor posibilidad de ganar. Puede 
ser que todas estas compañías coincidan 
en el primer lugar, pero va a ser más con- 
fiable aquella que haya tenido el mayor 
acercamiento, es decir, el menor margen 
de error en el proceso de predicción. Por 
lo tanto, ello significará que la muestra con 
la que han trabajado es la más representa- 
tiva posible, ya que ha reflejado de manera 
más próxima la intención de voto de los 


electores. 


3» CONCEPTOS DE TÉRMINOS USADOS 
EN ESTADÍSTICA 


3.1. POBLACIÓN 


ñ van a 

Es el conjunto universal del cual se xr 
j vacio! 

obtener datos. Son los objetos U obser een 
en común una determina: 


que presentan zada de la 


i ali 
característica particular a ser am 
cual se desea información. 


Ejemplo an el 5.9 año de educa- 
olitana 


Los alumnos que Curs; 
ndaria en Lima Metrop 


ción secu. 759 


3.2. MUESTRA 

Es un subconjunto de la población. Una mues- 
tra debe ser representativa, de manera que se 
pueda hacer deducciones de ella respecto de 
la población completa. 


Ejemplo 
Los alumnos del colegio Bertolt Brecht que 
cursan el 5. año de educación secundaria 


3,3, VARIABLE 

Una variable estadística es una característica 
de la población que interesa al investigador y 
que puede tomar diferentes valores. Las va- 
riables se clasifican en cualitativas y cuanti- 
tativas. Ñ 


Es aquella que está asociada con una carac- 
terística cualitativa; es decir, es una variable 
cuyos valores son cualidades, propiedades o 
atributos que presenta la población y que son 
objeto de estudio. A su vez, esta variable se 
clasifica en nominal y ordinal. 


ariable cualitativa no 


Es aquella variable que surge cuando se define 
la categoría y no lleva ninguna ordenación de 
las posibles modalidades, es decir, no existe 
jerarquía: todas se consideran en un mismo 
nivel. 


Ejemplo 


Variablo «Dominio dela variable 


Profesión que de- | Ingeniería 
sean estudiar los 
alumnos al termi- 
nar el 5. año de 


educación secun- 
daría Administración 


Medicina 
Derecho 


Educación 


b. Variable cualitativa ordinal 

Se da cuando el investigador no solo busca un 
nivel de clasificación, sino que también busca 
ordenar sus casos en términos del grado de una 
determinada característica que poseen. Por lo 
general, en este caso existe una jerarquía, 


Ejemplos 
Varlub! Dominio de la variable 
¡ 
| Nivel bajo 
socioeconómico medio 


alto 


minio de la variable 


primaria 
educación secundaria 
altanzado superior incompleta 
superior completa 
maestría 


doctorado 


table cuar wa 

Se llama así a la variable que está asociada 
con una característica cuantitativa, es decif, 
que se obtiene como resultado de mediciones 
o conteos. A su vez, la variable cuantitativa Se 
clasifica en discreta y continua. 

viable cuantitativa discreta ; 
Es aquella que se obtiene por el procedimien- 
to de conteo (necesariamente toma valores 
enteros no negativos). 


V 


Variable Dominio de la variable 


Número de 
hermanos 
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jable cuantitativa continua Ejemplo 


p, Van : imien- 
fs aquella que se obtiene por el procedimien Se detallan los tres elementos básicos de la 
jo de una medición (puede tomar valores no investigación estadística y Puede apreciarse 
lo y 
necesariamente enteros). que cada categoría de las seis variables tiene 
0 su código numérico específico (1; 2; 3; l 
variable. | Dominio de la variable | a 
52 kg e 
| Peso g Padres de familia del C. E. 1775 
| 57,2 kg 
| 61,3 kg Unidad de análisis 
| 6Akg | Padres de familia 
¡UA pl _ Variables 
* Sexo: 
3.4, DATO l. varón 
Representa el valor o respuesta que adquie- 2. mujer 
re la variable en cada unidad de análisis. 
Asimismo, es el resultado de la observación, + Edad: 
entrevista o recopilación en general. Los da- 1. 20-29 
los son la materia prima de la estadística, 2. 30-39 
e primario de toda observación o 3. 40-49 
úsqueda. 
sl 4. 50-59 
5. 60-69 
» Nota 
al + Nivel educativo: 
E Jato puede €Xpresarse por un número 
Are 2 Por una palabra (cualitati- 1. analfabeto 
o el dato tiene un significado 2. primaria 
allá del simple valor estadístico. 3. secundaria 
4. superior 


dato tj 
pe igui ísti e 
las siguientes características: » Tenencia de vivienda: 


Tiene Contexto, 


realid, ya que pertenece a una 1. alquilada 
*M e 2. propia 

¿ne nap 

dida, uraleza, que es la unidad de me- 3. otra 


E histo e Nú de hijos: 
S di úmero | 

ti toria, antece, entes, caus t 
ene sj » as, etc. 


Su Ll 1a3 
Po da, "cado o valor frente a una reali- . 
Er 2. 4amás 
¡A 
ba Derspec;; 
“de 2 comportamiento futuro. » Tipo de trabajo: 
| 
e a tado Con un signi 1. dependiente 

O de una teo; un significado p 

cora, objetivos, etc, 2. independiente 
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A» INVESTIGACIÓN ESTADÍSTICA 

El objetivo de la investigación estadís 
través de la aplicación de procedimiel 
existencia de un problema que habrá q 
luego formular y entender su solución. 

La investigación es un proceso de producción de conocimientos científicos; es un proceso siste- 
mático a través del cual se recogen datos e información de la realidad objetiva para dar respuesta a 
las interrogantes que se plantean. No hay investigación grande o pequeña, simplemente investigar 


es buscar respuestas para plantear soluciones. 


tica es descubrir respuestas a determinadas interrogantes a 
ntos científicos. El punto de partida de la investigación es la 
ue definir, examinar, valorar y analizar críticamente para 


Cuando se aplica el método científico al estudio de los problemas económicos, se habla de inves- 
tigación económica; asimismo, se tiene investigación educativa, investigación agropecuaria, etc, 
Toda investigación requiere de datos, sin datos no hay investigación, entonces surge la necesidad 
de definir métodos de análisis o tratamiento de datos, con el propósito de obtener algunas medidas 
o indicadores que expresen la dimensión o niveles de las variables estudiadas, es decir, realizar la 
operacionalización de las variables. 

En este contexto, la estadística surge como ciencia auxiliar de la investigación; además, por su 
naturaleza, estructura y métodos, en este proceso, el análisis estadístico también cumple con los 
diversos pasos de toda investigación. 

En este contexto, también se habla de la investigación estadística aplicada, la cual está orientada al 
análisis estadístico de los fenómenos sociales, económicos y demográficos, dentro de los tres obje- 
tivos de la estadística, como son la descripción, el análisis experimental y la predicción. 


Es importante distinguir entre investigación estadística y la estadística como técnica o ciencia auxi- 

liar para la investigación científica, social, educativa, económica, etc. 

La investigación social, económica, o de otro tipo, estudia el fenómeno en su totalidad dentro de 

un marco teórico y conceptual, con el propósito de contribuir al conocimiento científico; por ejem- 

plo, hay que distinguir entre hecho estadístico y hecho social, económico, educativo, etc. Por su 

parte, la investigación estadística se preocupa fundamentalmente por la dimensión y la relación de 

los elementos que caracterizan al fenómeno en estudio. 

La investigación estadística, por su naturaleza, es en su primera etapa de tipo descriptiva; se pre 

ocupa por la confiabilidad, la validez y el significado de los datos de las muestras, así como de los 

métodos y rre de recolección y análisis estadísticos. La investigación estadística es Un proce- 

so en el cual se distingu: ] : É ilació izació 

4 E guen cinco etapas: planteamiento, recopilación de datos, organización de los 
latos, análisis de los datos y formulación de conclusiones. 


4.1.1. Planeamiento o preparación 
Se tienen en cuenta los siguientes aspectos: 


. Fundamentación y comprensión del estudio e identificación de las variables 
+ Determinación de los objetivos 


+ Organización de las variables, precisión de los datos e información requerida 


—_ a a 


Rr— 


, ció los datos 
tación o recolección de 

ecopilacio 
442R 


métodos de reco 
los elemento 


atos del pre: 
entrevista, el censo, la encuesta, etc. 
44,3, Organ ón y presentación de los datos 


Después de la recopilación de los datos, se procede a su organización, clasificación y tabulación, 
le modo que se facilite la presentación en tablas, cuadros o gráficos. 


Como tarea previa a la organización es indispensable realizar una evaluación, crítica, corrección 
yajuste de los datos. El propósito es superar las omisiones e inconsistencias y desechar las res- 
puestas no significativas O erróneas que puedan afectar luego al análisis de manera significativa. 


ealizadas las correcciones o ajustes, se procede a la clasificación o establecimiento de categorías 
o'intervalos para la agrupación de los datos. Finalmente, se procede a la tabulación o procesa- 
miento de los datos. El avance tecnológico permite hoy en día que medios mecánicos, como la 
computadora, permitan manipular los datos de una manera más rápida, inclusive hay paquetes es- . 
tadísticos (software) que permiten realizar un estudio bastante rápido de las variables a investigar, 
así como la elaboración de diagramas y cuadros, en algunos casos hasta permiten elaborar ciertas 
conclusiones del análisis de las muestras correspondientes. 


Los cuadros estadístico 
indicadores ( 
descripción, 


S, como primera fase de la reducción de datos, facilitan el cálculo de los 
Porcentajes, promedios, proporciones, índices, tasas, etc.), con los cuales se inicia la 
análisis e interpretación de los datos, las variables y la información estadística. 


414, Análisis e interpretación de los datos 
esta etapa se ay 
los Estadísticos y; 
le, se estiman 
Mentos de refe 
OS mé añ 
a AR de datos estadísticos son numerosos y pueden consistir desde una simple 
lante estac; a recurrir a métodos más elaborados o sofisticados matemáticamente. Es im- 
ar que al estadista le corresponde, fundamentalmente, proporcionar indicadores, 


elos est ón esta 

' adísti i i 

vestigar., o 00S e información est dística de u perl noti CS 
Saciones en general 


plican los argumentos matemáticos y teóricos de la estadística. A través de méto- 
e calculan indicadores o medidas de resumen, se establecen relaciones entre varia- 
valores, se ejecutan pruebas estadísticas, etc. Todas estas operaciones generan ele- 
tencia para la descripción, análisis e interpretación del comportamiento de los datos. 


0 Form 
ació 
po Aviación dnclusiones y preparación del informe (tados 
Loa '8S. Esta e analizarse el cumplimiento de los objetivos en función de los resu ta os 
Eo, s "Sarán en fi astación permite elaborar un resumen de los aspectos sustantivos 9 
into Srma de conclusiones y sugerencias orientadoras en la toma de decisiones. 
:Om| 


es estará ¡an 

Ñ án , ió 

At Man uma visi Pañados de cuadros y gráficos con su debida interpretación, de m al 
Su al del Problema en concreto; además de establecer un análisis, del 


A isió da. 
de solución que permitan posteriormente tomar una decisión adecual 


ÓN Te, 
ativas 
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en el cual el investigador se pone en contacto con los objetos o elementos some- 
“o, con el propósito de obtener los datos o respuestas de las variables analizadas. Los 
lección son diversos y dependen de las posibilidades de acceso o contacto con 
s investigados, del tamaño de la población o muestra, de la oportunidad de obtener 
supuesto y de las exigencias del tiempo. Métodos de recolección son, por ejemplo, la 
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Ejemplo 


Informe de la venta de cuadernos 
en el trimestre enero - marzo 


enero: 2000 
febrero: 4200 
marzo: 5800 


5» RECOLECCIÓN 


DE DATOS 
El trabajo de recolección de datos se puede 
realizar mediante dos modalidades: 


técnica de investigación documental o bi- 
bliográfica 


técnica del trabajo de campo 
Por su parte, el trabajo de campo puede 
realizarse de dos maneras: 


- observación y la exploración en el te- 
rreno, que consiste en el contacto di- 


recto del investigador con el objeto de 
estudio. 


- encuesta y entrevista, que consisten en 
el acopio de testimonios orales y escri- 
tos de personas vivas. 


5.1 


Como ya se mencionó anteriormente, el uso 
de tales técnicas depende de muchos aspec- 


tos, por lo que a continuación detallamos las 
técnicas más frecuentes. 


5.1.1. € 


erv 
En el proceso de investigación, es la acción de 
mirar con rigor, en forma sistemática y profun- 
da, con el interés de describir la importancia 
de aquello que se observa. La observación es 
el método básico que se utiliza para adquirir 


— | 


información acerca del mundo que nos rodea 


y, por lo tanto, constituye la técnica Primordial 
de la investigación científica. 


. nica de ial ¿ 
La técnica documental es un tipo de Obser- 
vación que recopila o busca sus datos en do- 
cumentos, fuentes escritas o gráficas de todo «7 
tipo. Entre estos tenemos los siguientes: 


Documentos académicos. Constituidos 
por la bibliografía más importante para co- 


nocer el estado del conocimiento de una ,..-: 
ciencia, L 
Actas e informes. Las actas son documen- 
tos que recogen lo ocurrido en el momen- . 
to mismo en que está pasando, en tanto Á 
que los informes son documentos escritos ** 
después de ocurrido el acontecimiento. 


Documentos personales. Son las autobio- ** 
grafías, los diarios, las cartas, las historias':,. 
de vidas y los estudios de casos. 


Fotografías, planos, videos, etc. 


La entrevista es un diálogo intencionado entre, 
personas. Es una situación de interrelación o” 
diálogo entre personas. Es una técnica en la * 
que una persona, llamada entrevistador, en-, 
cuestador o empadronador, solicita al entre: 
vistado que le proporcione algunos datos € 
información. El éxito de la entrevista como téc, 
nica de recolección depende de la eficienciá, 


del trabajo del entrevistador y de las preguntas' 
adecuadas que haya considerado para el estu ' 
dio o investigación. ] 


to de preguntas sistemáticamente elaborada 
que se formulan al encuestado o entrevif 
tado, con el propósito de obtener los dato] 
de las variables consideradas en el estudi 


andolaspreguntasscorganizanyseimprimen, 
ji el formulario cédula, que es el ins- 
e A 
LAN que se utiliza para registrar las res- 


pestas O datos. Posteriormente, este será uti- 
kndo para el almacenamiento de los datos en 


un medio mecánico. 


¿Cómo se prepara un cuestionario? 

La preparación y presentación del cuestionario 
suponen elaborarel formulario, que es el diseño 
de los documentos en los que se registran los 
datos referentes a la unidad de investigación; 
además, permite obtener los datos para 
llenar los cuadros estadísticos establecidos. 
Su preparación se efectúa durante la fase del 
planeamiento de la encuesta, después de que 
estén definidos aquellos aspectos que son 
fundamentales para conseguir información de 
buena calidad y fácil de procesar. 


S 
Obre las formas y clases de preguntas se tie- 
Tenlas siguientes: 


a | *eguntas abiertas 
Llamadas tambié: 
Preguntas que el í 
Propio Vocabulari 


“Mativa, conjunt 


n ilimitadas, son aquellas 

nvestigado responde con su 

O, sin que se le dé alguna al- 

'O de palabras o frases. 

templos 

* Dese 

> A emente las tareas que realiza 
que ocupa, 

Anote la temátic; 


zadas a de las revistas especiali- 
. . "QUe usted cono: 
¿Cute ce, 
Son los 
y Cursos á 
¿Qué Que más le agradan? 
e Programas 


de televisió 
ú visión 
Ñ Qué Actividad suele ver? 


Qué o tas h, realiza los fines de semana? 
Mes a leído ADE y 
] E es? en los últimos seis 
Mé Opina 
tual Pinión y 


€ me; A 
lerng? rece la política del ac- 


“Qué on; 
“Pina dej TLC» 


b. 


Preguntas cerradas dicotómicas 


Son aquellas preguntas que solo pueden 
responderse con un SÍo un NO, o simplemente 
cuando solo presentan dos alternativas. 


Ejemplos 


C. 


Sexo 


Masculino ( ) Femenino ( ) 


¿Trabaja actualmente? 
Ss () No () 


¿Está usted de acuerdo con el aborto? 
Ss () No () 


¿Ha viajado al extranjero? 
Sí ( ) No () 


Nacionalidad 


Peruana ( ) Extranjera ( ) 


¿Cuenta en su domicilio con el servicio de 
internet? 


Ss () No ( ) 


Preguntas ce 


as de elección múltiple 


Son aquellas que proponen un conjunto de 
alternativas en la respuesta. 


Ejemplos 


Edad 

Menor de 20 años 
De 20 a 29 años 
De 30 a 39 años 
De 40 a 49 años 
De 50 años a más 


DADA” 
UAT ES 


¿A qué se debe que seamos un país poco 
desarrollado? 

(_ ) Poco esfuerzo de sus habitantes 

(- ) Dominio de los países desarrollados 
(_ ) Falta de conocimientos y tecnología 
(_ ) Errores de los gobernantes 

(_ ) Herencia colonial 

( ) Otros 
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* ¿Qué cosa buena para el país quisieras que 
ocurra en el siguiente año? 
( ) Más inversión y trabajo 
( ) Menos pobreza 
( ) Menos corrupción y delincuencia 
( ) Aumento de salarios 


( ) Mejora de la educación 


Son preguntas abiertas cuyas respuestas se 
expresan con una palabra o cantidad. 


Ejemplos 

» ¿Cuál es su estado civil? 

+ ¿Cuál es su ocupación actual? 

+ ¿Cuál es su lugar de nacimiento? 

+ ¿Cuántos hijos tiene? 

+ ¿Qué grado de instrucción tiene? 

» ¿A cuánto asciende su gasto diario? 


e. Preguntas con respuesta en grado 


inten A 
Sus respuestas indican un grado de intensidad 
dentro de una escala creciente o decreciente, 
ascendente o descendente. 


Ejemplos 
» ¿Está usted de acuerdo con la política eco- 
nómica del gobierno? 
Muy de acuerdo 
De acuerdo 


En desacuerdo 


DNA 
uuu 


No responde 


+  ¿Quéle parece el servicio que se brinda? 


Muy bueno () 
Bueno 0) 
Regular (3) 
Malo (0) 
No sabe, no opina  ( ) 
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» ¿Cómo calificaría la situación económica 
en nuestro país? 
Muy buena 


Buena 


Mala 
No sabe, no opina 


0) 
O) 
Regular () 
Ey 
0) 


La encuesta o investigación estadística es 
una técnica de recolección de datos en la 
que se obtiene la información tal como se 
necesita, preparada ex profeso y con objeti- 
vos estadísticos. Permite observar y registrar 
Características en las unidades de análisis de 
una determinada población o muestra, deli- 
mitada en el tiempo y en el espacio. En toda 
encuesta se hace uso de un cuestionario, 
cuyas respuestas se registran en el formulario 
o cédula. 


Cuando una encuesta está dirigida a la totali- 
dad de elementos de una población, se llama 
censo; en tanto, cuando está dirigida a una 
parte representativa (muestra de una pobla- 
ción) se llama encuesta por muestreo. 


Hay cuatro maneras de obtener los datos y la 
información con la técnica de la encuesta: 


+ Con una entrevista o diálogo con el en- 
cuestado sobre la base de un cuestionario. 


+ Por empadronamiento, así el empadrona- 


dor pregunta o encuesta al empadronado y 
registra los datos en el formulario. 

+ Por correo, cuando se envían los formula- 
rios por correo al domicilio del empadro- 
nado o unidad de análisis. 


s se 


+  Porteléfono o fax, cuando las pregunta: 
formulan telefónicamente. 
Veamos un ejemplo de encuesta. 


yr pp A 
Estudio: PERFIL SOCIOECONÓMICO Y ACADÉMICO 


DEL ESTUDIANTE UNIVERSITARIO 


ta es estrictamente confidencial, tiene como finalidad recolectar datos sobre aspectos 

es] Ej E di 

Esta enc ómicos, familiares y académicos del estudiante, a fin de disponer de un Marco de refe- 
jo econ » ¡ A ñ 

socio ES rtanto, agradecemos responder con la mayor sinceridad y seriedad. Coloque una “ 

rencia; PO! Ñ 

elparéntesis de su respuesta. 


x”en 


CÓDIGO o MATRÍCULA: ANO o CICLO: 
Especialidad: 


, DATOS GENERALES 
1.1, SEXO: 1.2, EDAD en años: 


1.3. ¿En qué distrito vive o reside 


Hombre () Fecha de nacimiento: actualmente? 
Mujer () 

14. LUGAR DE NACIMIENTO: 1.5. ESTADO CIVIL: 
Provincia: Soltero €.) Casado () 
Departamento: Viudo () Divorciado ( ) 
Distrito: Conviviente ( ) Separado ( ) 


l_ ANTECEDENTES EDUCATIVOS DE LA SECUNDARIA 


21.¿En qué colegio terminó la educación 


2.2.¿Dónde está ubicado su colegio? 


Secundaria? Distrito: 
: Estatal (-) No estatal () Jl Provincia: 
3.¿Cuá ; itió 
Vándo (fecha) terminó la educación | 2.4.¿Qué año de estudio repitió alguna vez? 
Secundaria? 


019). (0) 6) (439 69) 


nai 
m : 
ue las tres 2.6.¿Qué asignaturas desaprobó alguna vez en se- 


Wnlos asignaturas que más le 
al 
i an durante la Secundaria, 


cundaria? 
2 l 
3. zi 
7.0 . a 3. 
¿Qué a la profesión que pensó estudiar? Ss() NO () 


ÓMICOS DEL ESTUDIANTE 


' en algo? 3.2. ¿Qué hace o qué cargo desempeña? 
Dónde? NO () 


O 
Sos y," Cuántos 


Soles 
O Mensuales? SS 


: me ómica- 
tima sus | 3.4.Si no trabaja, ¿de quién depende económic 


mente? 


a1500 () deso a 1000 
de 1501 a 2000 
Más de 3000 


- : , 44 
3.5. ¿Cuándo (año) empezó a trabajar por primera vez 
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IV. ASPECTOS ACADÉMICOS UNIVERSITARIOS 


4.1. ¿Cuándo postuló por primera vez a una universidad? 


4.2, ¿Cuándo ingresó por primera vez a esta universidad? 


— 


4.3. ¿En qué asignaturas O Cursos está matriculado actual- 


4,4, 


¿Qué asignaturas de semestres o años anteriores le 


falta aprobar? 


mente? 
L A 
2. 2. 
3, 3. 
F o, E n PEA 
d. 4.5. ¿En qué ciclo o año de estudios está matriculado 
5. ahora? 
6. 
4.6. Indique cuánto estima que gasta al mes en 4,7. ¿Ha seguido otra profesión? 
Derecho de enseñanza: S/ Ss() NO() 
Material de enseñanza: S/ ¿Cuál? ... 
Pasajes, refrigerios, etc.: 5/ 4.8. ¿Cómo calificaría la enseñanza que viene recibiendo 
Total y 
en la facultad? 
Muy buena ( ) Buena ( ) 
Regular 6.3 Mala () al 


Y. ASPECTOS SOCIOFAMILIARES 


5.1. ¿Cuántos miembros integran su familia? 


5.2. 


¿Vive actualmente con sus padres? 
Conambos ( )  Conuno de ellos ( ) 


Con ninguno (-) 


5.3. Nivel educativo de sus padres 


5.4, 


Señale en qué intervalo se encuentran los ingresos 


mensuales de sus padres. 


Padre Madre 
Primaria incompleta 0) (0) Soles Padre Madre 
Primaria completa () () menos de 1000 () 0) 
Secundaria incompleta — () 0) 1001-1500 EJ 0) 
Secundaria completa (0) O) 1501-2000 (e (9) 
Superior incompleta 0) () 2001-2500 () 0) 
Superior completa EJ () 2501-3000 (3 (9) 
3001-3500 6.) (0) 
más de 3500 (4h) (4) a 
5.5, Actividad económica de sus padres 5.6. La casa donde vive actualmente es 
Padre Madre Alquilada ( ) Compra venta ( ) 
Comercio ambulatorio () () Propia ( ) 
Obrero () () 
Empleado público () () 5.7. Su familia tiene 
Empleado privado () EY Equipo de sonido () 
Empresa propia () () Automóvil 0) 
Profesional independiente ( ) 7 Televisor plasma () 
Agricultor () 0) Computadora 0) 
Trabajador eventual (0) () Internet () 
Observaciones y comentarios: 
Fecha: Responsable: 
768 


as o 


NIZACIÓN Y PRESENTACIÓN DE LOS DATOS 
6 ORGA al recopilación de antecedentes con fines estadísticos, se obtiene una gran can- 
Cuando Se ci algunas veces estos están en su forma natural o empírica (fuentes primarias) y otras 
pida de pe alle en tablas, cuadros y gráficos (fuentes secundarias). Los datos pueden estar 
ya están E incorrectos, desordenados, pero en todos los casos constituyen los datos básicos 
rn En estudio, además permiten conocer y analizar el comportamiento y las característi- 
e elementos de una población. 


trabajo estadístico siempre se dispone de muchos datos que definitivamente tienen que ser 
icados, ordenados y presentados adecuadamente, de tal manera que facilite la comprensión, 
scripción y el análisis del fenómeno estudiado y sea posible obtener conclusiones válidas para 


ara 


cas 
En el 
casi 


la des 
latoma de decisiones. 


En el trabajo estadístico, lo que se tiene disponible en un primer momento es un material nu- 
mérico, producto de la observación o recopilación de datos que son categorizados, ordenados, 
rocesados y presentados en cuadros o gráficos. Hay un proceso de resumen estadístico que se 
concreta con el cálculo de indicadores. 


Hay dos formas de presentar ordenadamente los datos estadísticos: 
* Enforma tabular, como son los cuadros y tablas estadísticas 


* Mediante gráficos y diagramas 


Fundamentalmente, se usa la forma tabular; los gráficos se utilizan complementariamente para 


ilustrar mediante figuras el comportamiento de las variables y facilitar la comprensión de los 
fenómenos estudiados. 


S1.CUADRO ESTADÍSTICO 


En A 
general, un cuadro estadístico completo consta de ocho partes. Veamos cuáles son. 
ATA 


Méro del e 
"Sel código o ele 
“umento. El nú; 


mento de identificación que permite ubicar el cuadro en el interior de Un 

Mero se anota junto con la palabra “cuadro”. 

Elo 
la des; i 

cripció á í 

mea q resumida del contenido del cuadro. La redacción del título debe ser breve, Sn 

utero, » de modo que se pueda deducir sin ambigúedad qué tipo de información contien 

Uni 

to Completo q 
¿Qué y inci 

¿Qué defi rincipal. 

Dor jo hay en el cuadro? Se refiere al hecho observado o la característica princip: 


] 1 S A años a más, 
'endas particulares, población económicamente activa de 15 


lebe indicar lo siguiente: 


nic. Mplo, viv 
' AdOreS eco, 


Dónde? sa "micos, alumnos matriculados, etc. 
emplo tefiere al lu 


» del Perú 
a ciudag e de 


nformación. Por 


4 . . SA i 
gar geográfico o institución a la que corresponde la til Cahuide S.A, 


. h del departamento de Tacna, de América, de la empresa tex! 
rujillo, de] sector minero, etc. 
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y MÁS AÑOS D IVEL EDUCAT 
993, 2007 Y 2017 


ÓN CENSADA DE 12 


LO CONYUGAL, 1 (Absoluto yP 


IVO, SEGÚN 


orcentaje) 


> no | Superior Maestria! 
universitario Doctorado” 
Conviviente | 6 1957 100,0 17.9 02 13,6 11,2 0,7 
| 
Separado/a o68a3 | 1000 | 55 | 03 | 2 14 13,1 0.1 13,8 11,6 1,0 
Casado/a | 5959966 | 100,0 | 63 D2: | 255 A 14,7 18 ae 
. $ ¡e 
Viudo/a gaoa37 [100,0 | 27,3 | 0,1 40,4 20,2 0,0 5,2 6,3 06 
| 
Divorciado/a | 209707 | 100,0 | 3,1 23 25.7 
| ON) 12,3 25,7 0,1 19,7 32,8 6,1 
| 
Soltero/a 8922073 | 100,0 | 18 ; | 
: 0118] 02 13,1 49,5 : 
2, 49,5 os 2 
| 3 13,0 21,0 1,0 
Total 23196391 |100,0 | 4,7 | 0,2 | 20,3 4 
a , 2,8 0,2 13,4 16,9 1,5 
prende a personas que tienen un ti ete 
cd A tipo de discapacid, if 
entes «operdotadis/ós q Gonatentos especificos pacidad que dificulta un aprendizaje regular, ninas/os y adoles- 
Estudios de especialización que se pueden real Es 
os E s en realizar una v j 
hue Neta, una vez concluidos los estudios del pregrado, CON una dura- 
xcluye a la población q IS 
que no especificó su estado civil o e 
conyugal. 


Fuente: INEI- i 
Censos Nacionales de Población y Vivienda 199; 
la 1993, 2007 y 2017 


pa — EC 


3. Concepto o encabezamiento 
6.103. 


scripción de las, filas y columnas de un cuadro estadístico, 

Es en superior del cuerpo del cuadro. Indica las variables y sus 
a Ñ ' 

me indicar un periodo de tiempo. 


El encabezamiento se Ubica en 
categorías o intervalos, también 


Vúmero de cuadro ——> Cuadro 2 


Título ——> 


PERÚ: POBLACIÓN CENSADA Y CENTROS POBLADOS SEGÚN 


REGIÓN NATURAL 
CANTIDAD DE | VIVIENDAS PARTIGULA- 
romanos + | REGIÓN NATURAL CENTROS 
Chala 6153 48,8 
Yunga marítima 5960 528 684 ll e 
Yunga fluvial 4383 249 360 2,5 
Quechua 25 042 2 017 906 20,0 
ió Suni 20500 1.015 187 10,0 
Puna 19 984 2,3 
Janca 479 0,1 | 
Rupa Rupa * 6849 55 | | 
Omagua 5572 pS 5,6 
Total 94 922 10 102 849 100,0 
Notade pie —, [1 Zona delimitada por criterios geográficos, en este caso, el piso altitudinal. 


Porejemplo, en e 


J cuadro 2, los conce 
nueve Catego, 


ptos se refieren a las regiones naturales del Perú, clasificadas 
rías. 


64, 
” 4, Cuerno del cuadro 
el Contenido Numérico del 
| lia 
| as O variables ind; 
ción de OS elemento, 
“comen, 
de y dable Colocar la 


el cuadro. 


i las 
Cuadro, la parte en la cual se colocan los datos pri 
i i : i enta la 
icados en el encabezamiento o en los conceptos; es decir, pres 
5 según la clasificación en categorías de las variables. 


a inferior 
5 cifras de los grandes totales en forma horizontal y en la parte ini 


t , 
Sus 3 88 pie y 


* página o 11 
a acta 9 amadas 
'OS e 


r . daa tos están O NO 
Sal “Y algunos términos o siglas y también para indicar qué elemen! 
Algunos q 


e los Conceptos del cuadro. 
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6.1.6, Fuente 
Es la indicación al pie del cuadro que sirve para nombrar la publicación, entidad, estudio o fuente 


del cual se obtuvieron los datos utilizados. 
La identificación de la fuente permite, si fuera el caso, comprobar la información u obtener infor- 


mación complementaria. 


idad de medid 
Se escribe debajo del título original y se usa cuando se abrevia la escritura de las cifras y para 


expresar en qué unidades está expresada la variable. 


6.1 r 
Es una indicación que se coloca debajo de la fuente y sirve para mencionar al responsable que, 
utilizando datos originales o de la fuente, elaboró el cuadro estadístico final. Indica, además, la 
responsabilidad de la población del cuadro. A veces resulta útil indicar la fecha de elaboración. 


Ejemplo 
Número de cuadro » Cuadro 3 
pa LA LIBERTAD: MATRIMONIOS REGISTRADOS POR AÑO DE 
INSCRIPCIÓN SEGÚN PROVINCIA (2007 - 2013) 

MESES 5 E = TA 
Encabezamiento. o | NO DE INSCRIPCIÓN VARIACIÓN 
incas PRO ] | ; 2012-2013 
y _AAAAAAAHHZZÍAS 5 ÓN A A AA AAA el 

Prujille | 2724 | 3058 | 2782 1309 | 3136 | 2189 Ya? 
Ascop Lazr [amó | asi] az | 67 | sta | 473 e] 

[Bolivar 2 y 16 y 37 | 15 -22 

Chepen 281 M6 [376 | 274 |o340 | 286 | 249 37 

Inicán | 20 06 | 61 137 sm | 52 5 

lOluzco 190 260 | 307 | 208 | 298 | 200 | 213 77 

Cuerpo Pacasmayo 349 | 370 | 322 | 364 | 435 | 384 -83 

Palaz 128 Le eos INE -59 

Sánchez Carrión —| 221 | 249 | 285 | 259 Laos | aro | 18) 

Santiago de Chuco | 153 | 193 | 113 [109 | 152 | 121 [134 -13 

Gran Chimú loo | o2 02 ls Los | os | 53 -42 

| 
Virú 508 | 41 | 378 | 373 | 577 | 478 | 436 ía 
Total 5393 | 5567 | 5307 | 4138 | 6331 | 6010 | 4530 | 1480 


Fueple — > Fuente: Registro Nacional de Identificación y Estado Civil-Reniec 
Elaboración > Elaboración: Oficina Departamental de Estadística e Informática La Libertad 
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a ao de distribución es 
¡a tabla de frecuencias O de ' 
na tabla de trabajo eStadÍstico que presenta 
a distribución de un conjunto ea elementos 
agrupados O clasificados en las diversas cate- 
gorías de la variable. ) 
En estas tablas, como producto de la operación 
de tabulación, se observa cuántos elementos 
frecuencias o repetición) hay en cada catego- 
fía, valor o intervalo de la variable. 

La tabla de frecuencia constituye la agrupación 
de elementos que tienen características comu- 
nes, Estas tablas presentan diversos tipos de 
frecuencia (absolutas, relativas o acumuladas). 


bles cuantitativas 
Realizadas las observaciones O la recopilación 
de datos, denotaremos la variable por X y los 
datos originales Por Xi; Xa;X; ...; A; además, 
A, representa la ¡-ésima observación de la va- 
fiable con 

An 
Esto quiere decir lo siguiente: 


X¡=dato de la Primera observación 
Xo=dato de la se 


gunda observación 
Xi=dato de la 


tercera observación 


%s 2050 ó 
1a=dato de la T-ésima observación 


Bes 

e A 

lero... 50, el Subíndice es un número en- 
O que exp, 

Mis 


Ñ » N=6 constituye el 
Ss ¡ N A 
must vaciones realizadas, es decir, 
nara e Seis elementos, 
Mancia A Construir una tabla de fre- 
ie; H . 
> re realizar dos operaciones: 


lación. 


A 


Clasificación 


tervalos de clase. 


Tabulación 
Consiste en distribuir 
blación en la respecti 
Aquí se contabiliza e 
cada categoría, es d 
veces se repite (frec 


los elementos de la po- 
va categoría o intervalo, 
uántos elementos hay en 
ecir, se determina Cuántas 
uencia) cada valor. 


a. Tabla de frecuencias de variables 
cretas 
Es 


aquella tabla cuyos intervalos toman valo- 
res enteros, generalmente Positivos, 


Aplicación 1 

En la siguiente muestra de 20 pequeñas em- 
presas, se considera el número de trabajado- 
res por empresa. 

6; 6; 44,33, 4,4; 5; 5; 4; 5; 6,2453; 4;6;5;3 
Con estos datos, determine la distribución 
(tabla de frecuencia) de las empresas según el 
número de trabajadores. 


Resolución 
Reconocemos los siguientes elementos: 
Población o muestra: 20 empresas (n=20) 
Variable: 

X=número de trabajadores por empresa 


- Datos: 


X; (i: 1; 2; 3;... ; 20) 
Esto significa que hay 20 datos cuyos valores 


son los siguientes: qn 
X =6 X,=6 X3=4 Xi=4 A; 


X¿=3  Xp=4 X¿=4 Xo=5 a 
X=4 Xp=5 Xy=6 Xu=2 X15" 
¡Ui 1 Xap=3 


=5 
Xij6=3 X¡7=4 X16=6 Xp 
i e la tabla de frecuencias, 
primero se 
s valores de 


Para la construcción d : a 

tal como se indicó E .- 
i ni 

clasifican o determinan los dis! 


amos. 
X; y luego se tabula. Ve a 


A 


Clasificación 

Se identifican los distintos valores de A. 

Primero se ubican el mayor y menor valor de X;. 
Mmín=2 Y Apnóx=6 


Esto quiere decir que los valores de la variable 
van de 2 a 6, y que al final se obtienen 2; 3; 4; 5 
y 6 empleados. 

La variable original X; tiene cinco valores dis- 
tintos, los cuales se denotan como y). 


Así resulta que 
yi=2  yo=3  y=4  y=5  y5=6 


En este caso, 

y; (i: 1;2;3; 4; 5) 
Sea m el número de valores distintos de X; 
> m=5 


En general, 
y¡(: 1; 2; ...; m); además m<n 


En la aplicación, 
n=20 y m=5 


Es decir, los y; son menos que las AX. Esto con- 
duce a una reducción de datos. 


Tabulación 

Se determina cuántas empresas hay en cada 
una de las cinco categorías, es decir, cuántas 
veces se repite cada valor de y,. 


El número de veces que se repite cada y, se 
denomina frecuencia absoluta o repetición, y 
se denota por f.. 


En la aplicación, como se trata de una Muestra 


muy pequeña, se puede tabular usando rayitas 
o tarjados (véase cuadro 4). 


En ningún caso, la construcción de una tabla 
de frecuencias supone pérdida de informa- 
ción. Al final, la suma de las repeticiones o 
frecuencias debe ser igual al húmero total de 
observaciones o datos originales, 

Finalmente, construimos la tabla de frecuen- 
cias con los datos dados. 
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Cuadro 4 


DISTRIBUCIÓN DE 20 EMPRESAS SEGÚN EL 
NÚMERO DE TRABAJADORES (2018) 


eces que se repiten los 
ralores de la variable 


Tabula 


1 Repeticiones o 
n rayitas | frecuencias absolutas f, 


| f=1 


Fuente: Registro de pequeñas empresas. Julio, 2018 


Las dos columnas de la tabla que hemos cons- 
truido constituyen las columnas básicas de toda 
tabla de frecuencias, a partir de las cuales se pue- 
de determinar otros elementos o frecuencias. 


vencias de variables conti- 


Sean Xy; Xo; Xg;...; X,, los datos originales, en los 
que Xi(i: 1; 2; ...; n) es la ¡-ésima observación y 
n es el número de observaciones. 

Para construir estas tablas se deben realizar las 
operaciones de clasificación y tabulación. 
Considerando que la variable continua toma 
valores racionales, se acostumbra presentar 
los datos utilizando intervalos de clase. Por lo 
tanto, la clasificación consistirá en determinar 
el número de intervalos (X) y la amplitud de 
cada intervalo (w). 

En todo conjunto de valores de la variable Xi 
es posible conocer el máximo y el mínimo 


valor de X,. 


donde R es el recorrido de la variable. 


PP 


el recorrido es un gran segmento. 


Gráficamente, 


é se puede dividir en un número 
¿Qué 


arbitrario de intervalos o segmentos? 


Sea K el número de intervalos, entonces la 
amplitud de cada intervalo (1w) es 


recorrido total —Fmáx Mín 
número de intervalos K 


w: 


El punto medio de cada intervalo se llama 
marca de clase y se denota por x; (í: 1; 2; ...;K). 
Ejemplo 

Sea Xin =8 Y Xmax=32 

24 


a 


8 


O PK máx Xi =2-8=24 


Luego si se divide 


' en 6 intervalos, resulta que 


amplitud de cada intervalo es 


at 
6 "pg 
Crá 
as los 6 intervalos son de amplitud 4. 
I h, ¡e 1 
2 3 4 


l5 


¡sidera ns Ñ 
“amplitud o lon 
Sempre £s igual: 


5 desigy, ls p 
e 

En amplitud 
A Seneral, y 
0S de int 


gitud de los intervalos no 
; Pueden utilizarse amplitu- 


sro siempre relacionadas 
de intervalo corno unidad. 


egún la amplitud, hay tres ti- 
tn €rvalos: 

ervalos de; 

b, nera de igual amplitud 


$ '0S de diferen > 
Mtervalos abiertos te amplitud 


Ejemplos 
(a) 
Pesa 
(ka) 
20,1 -30 menos de 500 
30,1 -40 501 - 1000 
40,1 -50 1001 - 2000 
50,1 - 60 2001 - 3000 
60,1 -70 3001 - 4000 
4001 a más 


El número de intervalos (K) es arbitrario; 

sin embargo, es recomendable tener pre- 

sente los siguientes criterios: 

* naturaleza de la variable 

* número de valores observados 

* recorrido de la variable 

* sensibilidad de la variable (unidad de 
medida) 

» objetivos del estudio que usa la infor- 
mación 

El número y la amplitud de los intervalos 

de clase de una tabla exigen estar en rela- 

ción con la naturaleza y el contexto del es- 

tudio. Sin embargo, algunos prefieren de- 

terminar el número de intervalos mediante 

la fórmula propuesta por H. A. Sturges. 


ii A 
K=1+4-3,322 log n ) 

donde n es el número de datos. 

Para facilitar los cálculos, se recomienda 
redondear la amplitud de los intervalos al 
número entero más cercano e inmediato 
superior. Esto significa que el cociente R/K 
es exacto. En muchos casos será necesa- 
rio ampliar ligeramente el recorrido, de 
modo que 


Amáx A mnín 
Amáx" mín 


L= 


K 


nor nú- 
tenga un valor exacto y con el pa d 
mero de decimales; nunca se re 


amplitud del recorrido. 
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5. Definidos los intervalos, cada uno de ellos 
se denota por (L,-L), donde L; es el límite 
inferior y L, es el límite superior del inter- 
valo. Entonces la marca de clase (x) se 


calcula como 


6. Los extremos de un intervalo deben estar 
perfectamente definidos, de modo que no 
exista duda o ambigijedad en el momento 
de la tabulación. Un valor de X; debe perte- 
necer a un único intervalo. 
Denominaremos el intervalo como [£;-L,), 
que significa que es cerrado por la izquier- 
da y abierto por la derecha. Por ejemplo, si 
la variable es discreta y entera, el interva- 
lo [6; 9) o [6 - 9) significará que la variable 
puede tomar valores como 6; 7 u 8. 


Aplicación 2 

Los sueldos mensuales (en soles) de 60 em- 
pleados de la empresa Pirámide S. A., en el 
año 1998, son los siguientes: 


440 560 335 587 613 400 424 466 565 393 
453 650 407 376 469 560 321 500 528 526 
569 430 618 537 409 595 550 432 591 428 
440 340 558 455 560 607 382 667 512 492 
450 530 501 471 660 469 364 634 580 450 
574 500 462 380 518 480 625 507 645 382 


Agrupe los datos en una tabla de frecuencias. 


Resolución 
Identificamos los siguientes elementos: 
Población: empleados de la empresa Pirámide 
S.A.;n=60 
Variable: X=sueldo mensual en soles 
Datos: X;=sueldos mensuales en soles 
Xi: 1; 2; 3;...; 60); n=60 trabajadores 
En este caso, es fácil advertir algunos datos. 
X,=440; Xjp=393; Xoy=591; 
X14=471; Xop=382 


Clasificación 

Se define el número y la amplitud de los 

intervalos de clase. Se sugiere seguir los 

siguientes pasos: 

1. Determinar el valor máximo y mínimo de X; 
El sueldo más alto Xynax y el sueldo míni- 
MO A pin SON 

X=Xmáx=5/667 ; XA= mín =5/321 


Además, el recorrido es 
R=X máx Xmin=867-321=346 


2.* Elejir el número de intervalos (K) 
La diferencia entre el sueldo mayor y me- 
nor es 346 soles. Si aplicamos la fórmula de 
Sturges, se tiene 
K=1+3,322 logn 
K=1+3,322 log60=6,9 


=> K=7T intervalos 


3. Determinar la amplitud de los intervalos (w) 
Dado que K=7, 


kia 0012! 494255 


> w= => 
K 

Como este cociente no es exacto, se reco- 
mienda redondear, por ejemplo a 50; esto 
significaría ampliar ligeramente el recorrido 
R, de manera que la amplitud w pueda ser 
un número sencillo como w=50. Aquí el fe: 
corrido 346 se puede ampliarse a 350, que 
provoca una modificación de los extremos. 


Gráficamente 
Au anaeseS q Amas 
320 670 
E] H—"" 
321 667 
o B4g ===" Amas 
Luego ' 
: , 670-320 350 _;p 
Ww=X máx” a 


Construir los intervalos A . 5. El punto medio de cada intervalo es la | 
4. cen w=50, el recorrido se divide en 7 in- marca de clase que se denota con. X¡ en la | 
tervalos O segmentos, CUYOS EXtremos son cual encontraremos lo siguiente: 
Ñ 3204370 | 
nh ko oh kb 4. kh 0 =345 
ra + + + 
50 10 470 520 570 6%, 670 370+420 . | 
L da Li ts ly Lo bl; X= — y 239 | 
El extremo inferior del pomer InISIvalo eS as | 
Ly=320 y el extrerno superior del último in- 
tervalo es L¿=670. PE e 
Comolos extremos, según el gráfico, perte- 2 
necen a dos intervalos, es necesario preci- : g22Dieo10 E 
sar a qué intervalo pertenecerán. Téngase 2 
presente que un valor de X; debe pertene- pr 570+620 _ 
cera uno y solo uno de los intervalos. e 2 _ 
y a 620+670 
Hay dos formas de expresar los intervalos: q =645 


Primera forma  S e 
egunda forma 6. Finalmente, organizar la tabla con el primer 


IL; L,) L;-L, elemento que es la variable y sus categorías. 
(320,370) | 1, | 320- 369,9 Intervalo de clase | Marca 
[370,420) | 1, | 370-4199 Uri, 
1420, 470) | 1, | 420-4699 1320; 370) 
1470520) | 1, | 470-5199 code | 


[420; 470) 
[470; 520) 
[520; 570) 


1520,570) | 1, | 520-5699 
1570,620) | 7, 570 - 619,9 


1620; 670 
lr. | l | 620-669,9 1570; 620) 
app [620; 670) E 
Mera fo 4 Ll = 
temático, ide Ma se usa un concepto ma- 


intervalo abierto e intervalo Otra forma de plantear la atabla anterior es la 


= Ual [L;; L.) o [L;-L,) significa siguiente: 
b errado por la ¡ 
Orla dere, , 


erado, en el 


cha, es deci zquierda y abierto Intervalo de clas Me (x)) 
Incluido el lór en cada intervalo (320: 370) 

58 emo inferio, 320; : 
re : r (L;), pero ng 

segu o Superior (L,), ae 1370; 420) 

: E éri 20; 470) 

tia Ática ' a, numéricamente, es (420; in » 

ente los... PUEStO que indica directa- 1470; 520) 


, S y, 
in alo es 5 
leva res “OmPrendidos en cada [520; 570) 


E Capítulo, Usaremos pre- [570; 620) 
Primera forma. | (620; 670) 


Í En 
O 
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Tabulación 


| 


Definidos los intervalos de clases o categorías, se distribuyen los empleados según el sueldo en cada 
uno de los intervalos, es decir, se contabiliza (tabula) cuántos elementos o empleados se encuen. 
tran comprendidos en cada intervalo. Luego de tabular los 60 valores, se tiene el siguiente cuadro: Í 


139 
166 


| 
| 

| 450; 453: 455; 162; 
| 4180; 492; 500; 50( 
| 

| 


28; 530; 537; 


560; 560; 565; 561 


le: 1570;620) 
1: 1620:670) | 
| K=7 


: 440; 440; 450 


13; 100 


169: 469 


574; 580; 587; 591; 395; 607; 613: 618 8 
625: 634; 645; 650; 660; 667 6 


n=60 


y 
Cuando se cuenta con un medio mecánico, bastará con digitar cada uno de los datos. El programa | 


se encargará de la tabulación correspondiente en el número de intervalos indicado. 
La frecuencia representa el número de empleados en cada intervalo según el sueldo. 


De este modo se obtienen las frecuencias o repeticiones (f,) y resulta el cuadro 5, en el cual se 
aprecianlos intervalos, las marcas de clase (x;) ylas frecuencias absolutas (f) con K=7 intervalos. | 


Cuadro 5 


DISTRIBUCIÓN DE 60 EMPLEADOS DE LA EMPRESA PIRÁMIDE $. A. 
POR SUELDOS MENSUALES, 2018 


Intervalos |L, ;L,; 


[320 ; 370) 
1370; 420) 
[420 ; 470) 
1470; 520) 
[520 ; 570) 
[570 ; 620) 
[620 ; 670) 


Marca de clase (x/) 


US de trabajadores (1) 


395 . 8 


445 14 
495 9 
545 11 
595 8 


A 


co intervalos, la tabla de frecuencia es 
n 


1390; 460) 


1460; 530) 
| (530,600) 565 13 


| 1600:.670) 635 


Kes | n=60 


¿Las tablas de frecuencia con intervalos se 
usan solamente para variables continuas? 


No, las variables discretas también se pueden 
presentar en tablas con intervalos, como se 
aprecia en el cuadro 6. 


Cuadro 6 


DISTRIBUCIÓN DE. 115 FAMILIAS DE LA 
CIUDAD DE TRUJILLO SEGÚN EL NÚMERO 
DE HIJOS POR FAMILIA, 1998 


N2de hijos Marca N.2 de 
de clase familias ; 
pe x á 
leg 1 44 
E 4 50 
16 
5 
; n=115 
otr a 
as e las variables discretas también 


Lom ge; Presentar sñ 


E dia 
Yustra con las es ablas sin intervalos, 


dades en el cuadro 7. 


Cuadro 7 


DISTRIBUCIÓN DE LOS ALUMNOS 
DEL CEP GODOFREDO GARCÍA 
SEGÚN EDAD - JUNIO 2017 


5 3 
6 18 
7 12 
8 9 
9 + 
10 1 
11 6 
12 7 
13 14 
1 10 
15 8 
16 13 
K=12 n=111 | 


Fuente: Fichas de matrícula (2017) 
Elaboración: Estudios y Ediciones CV. 


Un atributo es una propiedad O caracterís- 
tica; por tanto, si se eligen n elementos para 
determinar los elementos que poseen la pro- 
piedad A, es posible distinguir dos grupos, los 
que tienen la propiedad A y los que no la tie- 
nen. Por ejemplo, consideremos la propiedad 
o atributo “estado civil” (variable cualitativa); 
si C significa “casado”, se puede designar a Ss 
como “no casado”. Además, numéricamente, 
la cantidad de casados más los no casados es 
igual al número total de elementos. 


Ejemplo % 
Se encuesta a 20 personas sobre su estado civil 


.y se obtuvo lo siguiente: 


C,S,C,C,S, S, €, C,S, C, C,S,C,C,S S,C,C,S,€ 


Entonces, se tiene 


Casados 


Solteros 


40% 


Lumbreras Editores 


Veamos cómo se construyen las tablas de fre- 
cuencias de estadísticas de atributos. En este 
caso también se designan los datos originales 
por Xp; XAy a. Xi, 

Ejemplo 

Las nacionalidades de los participantes en el 


Seminario Internacional de Pedagogía, realiza- 
do en Lima, fueron las siguientes: 
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X|=C Xy=B— Xi=P X¡=E X;= 
Aj=Pa X¡=P  X¿=V  Xy=C  Xp=B 
Xy=P.  Xp=Ch Xy=P Xp=C Xp=E 
Xg=P— Xp =B Xpg=B Xiy=V Xoy=Pa 
X2i=Ch Xo=B Xo3=P  Xo=C Xo=C 
X=E — Xa=P  Xa=P  Xa=P X= 
Xg=P Xap=V  Xa=Ch Xy=C Xy=P 
X3=V 

donde 

-  B: boliviano -  C: colombiano 
- E: ecuatoriano - Pa: paraguayo 
-  P: peruano - Ch: chileno 


-  V: venezolano 


Como resultado de la clasificación y tabula- 
ción, se tiene el siguiente cuadro: 


Cuadro 8 

DISTRIBUCIÓN DE LOS PARTICIPANTES EN EL 

SEMINARIO INTERNACIONAL DE PEDAGOGÍA 
SEGÚN NACIONALIDAD, AGOSTO 2017 


Nacionalidad Í 
Bolivianos 5 
Colombianos 6 
Chilenos 3 

- Ecuatorianos 3 
Peruanos 12 
Paraguayos 2 
Venezolanos 5 

K=7 36 


6.3. ELEMENTOS DE UNA TABLA DE FRE. 
CUENCIAS 


Valor de la variable o intervalo de 
clase (!;) 

Resulta de la clasificación o categorización de 
la variable y se representa por lo 


2, Frecuencia absoluta (f) 
Es el número de veces que se repite un deter- 
minado valor de la variable. En el caso de in- 
tervalos, es el número de observaciones com- 
prendidos en dicho intervalo. 
Se representa por f, con (i: 1; 2;....; K); donde 
K representa el número de valores distintos 
que toma la variable X; o el número de interva- 
los considerados (XK < n). 


relativa (hy) 
Es el cociente h representado por h, con 
n 


(í: 1; 2;...; K), donde 


f tre cue 


1 absoluta O repetición 


| 0] número yde obs 


e ¿ uta acumulada (F/) 
Hesulia de acumular sucesivamente las pe 
cuencias absolutas y se representa por £; 


MO 


Fa=f  +f¿=F; +fa 
Ey=f +f)+f3=Fy +! 
Fi=h + +f34fy=F3+fa 


Ep=f Ho Hg. =p ex 


/ 
! 


Pp —— A 


35 Frecuencia relativa acumulada (MH; 
635 


de acumular o sumar sucesivamente las frecuencias relativas, Se re 
a 


ht aer 
pa .;K), tal como los siguientes: 


(5152; 
H =h 
H=hy+hy=H+h> 


presenta por 


Hy=h +hy+h3=H7+h3 
Hj=hy +hy+h3+h42H3+h4 
Hi=hy+hy+hg+hy+h5=H4+h; 


H¡=hy+hy+hyt...+h=Hp ¡+hy=1 


Considerando estos elementos, se construirán las tablas de frecuencias (cuadros 9 y 10) corres- 
pondientes a los ejemplos. Observando estas tablas, puede deducirse qué condiciones cumplen 
los elementos de una tabla de frecuencias, las que se pueden enunciar como propiedades de las 
frecuencias, Ml 


6.3.6, 4 le e 


lase 


Esel punto medio de cada intervalo. 


Cuadro 9 
DISTRIBUCIÓN DE 20 PEQUEÑAS EMPRESAS, 
SEGÚN EL NÚMERO DE TRABAJADORES, 2017 
M2... S = 
5 FtAta 
152 f,=1 h,=0,05 F=1 H,=0,05 
l)= 
| eS f,=4 h,=0,20 F,=5 
| lo= e 
354 f,=7 ha=0,35 F,=12 Hy=0,60 
lis5 5 
de (135 h,=0,25 E=17 Die 
L=8 
L d , .=1,00 
| f5=3 h5=0,15 F5=20 dl il 


n=20 1,00 


Vente; 
Bat Regist o 
aci; o Pequeñas e si 
Estudi Le <Mpresas, julio 2018 
Ones R.A. 


y edicion, 
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Cuadro 10 
DISTRIBUCIÓN DE 60 EMPLEADOS DE LA EMPRESA PIRÁMIDE S. A. SEGÚN SUELDOS 2018 

z | F Frecuencia 

Intervalo Marca d 1 ] | relativa 

JE E l | l acumulada 

| | E) (5) 

320; 370) =345 fipi | hy=0.067 | F=4 H,=0,067 

: 420) £,=8 | h,=0,133 | H,=0,200 

: 470) f=14 | ñ=0,23 | H350,434 

| 520) | í=9 | hj=0,150 | H,=0,584 

1520; 570) | f=31 11¿=0,183 115=0,767 
1570; 620) | fi=i fj=0,133 | H5=0,900 | 

1620; 670) | lo f=6 1,=0,100 | H,=1,000 

| 
KE=VP n=60 l 1,000 
! 


AS 


Fuente: Registro de pequeñas empresas, julio 2018 Elaboración: Estudios y ediciones CV. 


Propiedades 
1. Las frecuencias absolutas (£,) y la frecuencia absoluta acumulada (F,) son números enteros no | 
negativos y no mayores que /?. 


' > 
0sf<n | | O<fjsn | 


2. Las frecuencias relativas (h;) y la frecuencia relativa acumulada (41,) son, por lo general, deci- 


males no negativos y no mayores que la unidad 


A RE aa 


3. La suma de todas las frecuencias absolutas es igual al tamaño de la muestra. 


k 
LH += Dl =0 


j=l 
p 
4. La suma de todas las frecuencias relativas es igual a la unidad. p 
i 
K S 
hy+hy+hg+.. +hy= 2h =1 
j=1 
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última frecuencia absoluta acumulada 
de ¡gual al tamaño de la muestra, puesto 
es! 
we incluye a todos los valores. 


La última frecuencia relativa acumulada es 


q 


igual ala unidad. 
(ar) 


7. Toda frecuencia acumulada (absoluta o re- 
lativa) es mayor o igual que una anterior y 
menor o igual que una posterior. 


KSF¡ SF,SF3S...SFy ¡SFy=n ] 


[M=H <H)<H3S...SH,, 1 SH, =1 ) 


54. REPRESENTACIÓN GRÁFICA 

Un gráfico estadístico es la representación de 
un fenómeno estadístico por medio de figuras 
e (puntos, líneas, rectángulos, parale- 
Lc Se cuyas dimensiones son propor- 
Po a alud: Be los datos representa- 
la 0% un auxiliar del cuadro estadístico 

e, sino que lo complementa. 


Sa, Repres 


o ación gráfica de variables 
05 eje, : 
Me de variables cuantitativas. 
empresa A Jos delos 60 empleados de una 
2 Paso, e a Cuantitativa discreta), 
$ (Varia 5 60 empleados de una empre- 
* cuantitativa continua) 
barras 
An rán 
Unos qe y 05 datos pe 


“rama de 
*pres E 
Entaci 

Ca Se usa cuando se 
TO Pocos valores dis- 


able. Dic A 
os y 40 en ho diagrama se ela- 


el ej . 
Wade cy 0185 de 1 le de las abscisas los 


sá 
Pt Variable Y sobre cada 
a a Una línea Perpendicular 
dely € frecuencia (absoluta 
*SPondiente 


sl 
'Or Co; 


A 


Grafiquemos el ejemplo 1. 


Á número de 
empleados 


número de 
hijos de 60 
empleados 
= = - > 
1 és 3 


Este diagrama no tiene uso si la variable es 
continua. 


b. Histos na 

Es la representación gráfica de una distribu- 
ción de frecuencias agrupadas en intervalos 
de clase, mediante una serie de rectángulos 
contiguos que tienen sus bases sobre el eje 
horizontal, con centros en las marcas de clase 
y de longitud igual al tamaño de los intervalos 
de clase, mientras que las alturas son propor- 
cionales a la frecuencia (absoluta o relativa) 
tomadas sobre el eje vertical. 


Grafiquemos el ejemplo 2. 


A número de 
empleados 


30 —==== * 


poligono de frecuencias 


70 80 90 pesosdelos 
60 empleados 
por intervalos 
(en kilogramos) 


783 


784 


En el diagrama anterior se observa lo siguiente: 


+ — Notiene uso si la variable es discreta. 

+ Los polígonos de frecuencias absolutas O 
relativas se obtienen uniendo los puntos 
medios de las bases superiores de los rec- 
tángulos en el histograma de frecuencias 
absolutas O relativas, respectivamente. 
También notamos que se ha agregado un 
intervalo de clase, de cero observaciones 
en cada extremo de la distribución, lo cual 
permite al polígono alcanzar el eje horizon- 
tal en ambos extremos. 

+ El área encerrada por los rectángulos del 
histograma coincide con el área encerrada 
por el polígono de frecuencias. 


Es la representación gráfica de una distribu- 
ción de frecuencias absolutas o frecuencias 
relativas acumuladas. 


Grafiquemos el ejemplo 2. 


A número de empleado 
acumulado 


ojiva —+ 


pesos de los 
60 emple 
por inte 
(en kilogramos) 


dos 


los 


En el diagrama anterior se observa lo siguiente: 


» Este diagrama se genera de manera similar 
a un histograma, con la diferencia de que 
las alturas de los rectángulos correspon- 
dientes a cada intervalo de clase son fre- 
cuencias absolutas o relativas acumuladas. 


+  Laojiva es la representación gráfica de una 
distribución de frecuencias absolutas o fre- 
cuencias relativas acumuladas. 


lar 


Este sistema de representación, conocido 
también como gráfico de sectores o de pastel, 
se emplea, principalmente, con fines compa- 
rativos cuando se quiere mostrar los diversos 
componentes de una serie de valores de la va- 
riable comparada con el total. 

Para construir el gráfico de sector se utiliza una 
circunferencia, que tiene un círculo que se di- 
vide en sectores, y esta división es tal que sus 
medidas angulares centrales y la superficie del 
sector circular son proporcionales a los valores 
de la variable que representa. Al total le corres- 
ponde el círculo completo, es decir, los 360” de 
la circunferencia. 


(n.” de datos) DP (ángulo) ) 


Del ejemplo 1, para los empleados que tienen 
4 hijos se tiene que 


= x=12* 
Grafiquemos. 


empleados con 2 hijos . 
, qe empleados con | hijo 


10% 


Ó empleados con + hijos 
r 20% 
empleados con 3 hijos 
15% 


Total = 60 empleados 


Este diagrama no tiene uso si la variable es 
continua, 


a — 


e, Pictograma 
. esentación por medio de simbolos 


sugiere la naturaleza de 
n tomar como unidad un 


Es la repr: 
y que por su forma 


los datos. Consiste e 
símbolo arbitrario para el que se debe fijar 


previamente el valor que se le asignó como tal 
unidad. 


Del ejemplo 1, tornamos la siguiente unidad: 
1 =3 empleados 


Entonces se tiene que 


* empleados con 1 hijo: ñ Ñ 


nooo on 


empleados con 2 hijos: TOA 


OOO 


empleados con 3 hij MNTOTO 
os 
E DARE 


- Mpleados con 4 hijos: | Ñ 
12 IN 


:ción gráfica de varia- 


Sama de p, 


úrras 


Mos 
ón de] Y grafiquemos el grado de instruc- 
Empleados de una empresa. 


mero de 
plo, 


ados 


grado de 
Instrucción 


A Superior 


St 
nda 


b, Diagrama circular 


Grafiquemos el ejemplo anterior. 


Secundaria 60% Primaria 10% 
AT 
A 1367 . 
ria j 
10% q 
PSA superior 30% 


e. Pictograma 
Consideremos los siguientes datos: 
n.* de empleados 
procedentes de la Costa ) 


n.* de empleados -3 
procedentes de la Sierra ) 


a n.? de empleados =10 
procedentes de la Selva) 


Tomando como unidad Ñ =10 empleados, se 
tiene lo siguiente: 


+ empleados provenientes de la Costa: 1 


e... 


+ empleados provenientes de la Sierra: y 1 1 


+ empleados provenientes de la Selva: ñí 


7» MEDIDAS DE POSICIÓN 

Dado un conjunto de datos, se sabe que el pro- 
medio de ellos es un valor que representa el 
centro del conjunto de los valores dados, por 


] en 
lo que afirmamos que los promedios son m 
didas de centralización. 


ETICA (MA 


7.1. MEDIA ARITH h dde 
Se le conoce también como media O Pr 


dio aritmético; este es el promedio más e 
por todos nosotros y el más fácil de a ms 
Podemos determinar, por ejemplo, el E e 
medio, el precio medio, el rendimiento pi 
la temperatura media, etc. La q a pa 
ca se utiliza tanto en datos nO tabulado: 


en datos tabulados. 
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7.1.1, Para datos no tabula 
Dado un conjunto de N números 


4); Az; Ag; ...; Ay 


la media aritmética se define como 


=_ (+0) +03... + Uy 
AE 


Ejemplos 

+ Los gastos diarios en movilidad de una per- 
sona son 3; 2; 5; 4; 6; 3. Su promedio de 
gastos en movilidad será 

34245444643 

> 6 

+ Las notas de un alumno obtenidas en 
6 materias son 11; 13; 14; 14; 16; 16. Enton- 
ces su promedio será 


- 11+13+14+14+16+16 
2 214 


=3,83 


A] 


7.1.2. Para dat 
Sean Xy; Xy; X3; 
los K intervalos de una distribución; además, 
Ei fas fai «. fg son las frecuencias absolutas de 
los N intervalos, respectivamente. Entonces la 


...3 Xg las marcas de clase de 


media aritmética se define como 
ES Xf  HX9XF¿4xX3XE3 0 XX 


(5 


reemplazamos en (*). 


fa 


E f, f. 
Ex oct 
Ñ n 


> X=X XA +X2Xh9+xX3Xhg+...+X¿XMg 
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De ahí se tiene que 


Ejemplo 
La siguiente tabla corresponde al ingreso men- 
sual promedio, en soles, de cierto número de 
familias. 


40% 
36% 
14% 
10% 


1300; 500 


| 

t 
a 
| 100 | 40 
| 


1500: 700) | 600 | 36 
1700; 900) | 

| 

| 


| 900; 1100) 


400x40+600x36+800x14+1000x10 
100 


x=4(40)+6(36)+8(14)+10(10) 


> x= 


x=588 
Otra forma 
x=Ehx; 
x=40%(400)+36%(600)+149%(800) 
+10%(1000) 
x=588 
7.1,3, Caracteristicas de la MÁ 
los datos, 


1. En su cálculo intervienen todos 
por lo tanto, dichos datos se ven alterados 
por la variación de cualquiera de ellos. al 
particular, la variación de los valores extre 
mos producen grandes modificaciones: 


ción 
2. Es la media más utilizada en compare 
demás la MA eS 


con la media geométrica, a q 
más adecuada cuando se trata de Pi 
diar incrementos porcentuales. 


edia aritmética ponderada es bastan- 
de mn cuando se considera que los distin- 
te Úl 


valores promediados tienen una impor- 
os 


tancia desigual. 


xi MEDIANA (Me) 
s 29 valor que divide el total de observa- 


ciones (1), debidamente ordenadas o tabula- 
das, en dos partes de igual tamaño. La media- 
na dependerá de la cantidad de datos, mas no 
de los valores de estos. 


7.21. Para datos no tabulados 


Para datos obtenidos de una muestra, se tie- 
nen dos casos: 


Caso 1 


Cuando se tiene un número impar de datos, la 
mediana será igual al valor del término central. 


Ejemplo 


Setiene los números de hijos de siete familias, 
los cuales son 5; 1; 6; 1: 9; 1,4 


Ordenamos los datos. 


111: B)45;6 
Notamos que el q. 


Cuarto dato es la 
% Me=2 


Caso 2 


ando Se tiene y 


na Ss igual a 
os Centrales, 


ato central es 2, por lo que el 
mediana, 


IN Número par de datos, la 
la semisuma de los dos tér- 


n AS Cant; 

Ea a de alumnos que asis- 
o e As 

5: 2; 20:21;30. da en los últimos seis 


Para da 


tabulados 

Cuando se tengan datos clasificados por una 
cantidad de intervalos, se tiene que hallar el 
dato que divide en dos partes de igual tamaño 
la muestra y, para ello, nos ayudaremos de la 
proporcionalidad. 

Se tiene una distribución de K intervalos de an- 
cho de clase común con frecuencias absolutas 
Er fo; Fa; ..; fz, en donde F¿=n, 


donde 

- —n: total de datos 

- ww: ancho de clase común 

- — x: cantidad de datos dentro de un intervalo 


Notamos que la mediana se encuentra en el 
¡-ésimo intervalo, por lo que en ese intervalo 
se tiene que 


Rp 
y 1 e 
> 
pg! 
===> 
po L 
Ln Xx z L, 


donde 

- — L;,: límite inferior del intervalo en el que 
está la Me 

- — L;¿: límite superior del intervalo en el que 
está la Me 


Por proporcionalidad diremos que 


787 


Finalmente, se obtiene que 


Aplicación 3 
Halle la mediana de los siguientes datos 
clasificados: 


| 130: 40 


| (40:50) 


| 160; 70] 
| 


| 
| 150: 60 | 6 17 


Resolución 


Acomodamos los datos de la siguiente manera: 


1:20 30 10 50 60 20 
Hr 
Me 
Rio— 


ancho 
de clase 


Por proporcionalidad se cumple que 


h > x=8 
Me=40+x=48 
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Otra forma 


la 11055 
| 6 | 17 085 
3 | 20 | 100 


n=20 


Determinamos primero el intervalo de la 
clase mediana. Este es aquel primer intervalo 
cuya frecuencia relativa acumulada es igual o 
excede a 0,5. 


Aplicamos la fórmula. 


Me=Ly +wx 


> Me=40+10x|2 


Me=40+4+8 
Me=48 


En el caso de la mediana, encontramos un alar 
que divide en dos partes de igual tamaño la dis- 
tribución, pero también la podemos gividis en 
4; 10; 100 partes que tengan el mismo tamaño. 


1. Utiliza menos información que la media, 
ya que solo depende del orden de los da- 
tos; sin embargo, su mayor ventaja es que 
no se ve influida por los valores extremos. 

2. Larelación entre la media y la mediana de- 
termina la simetría de la distribución. " 
Me < X : La distribución es asimétrica posiliva- 
Me = x: La distribución es simétrica. Re 
Me > Xx: La distribución es asimétrica m 

gativa. 


pr — 
7,3, MODA (Mo) 
gsél valor que se presenta con mayor frecuen- 


cia en un grupo de datos. 


Tenga en cuenta lo siguiente: 

+ Ala distribución que tiene una sola moda 
sele llama unimodal. 

+ Aladistribución que tiene dos modas se le 
llama bimodal. 

+ Aladistribución que tiene más de dos mo- 
das se le llama multimodal (trimodal, te- 
tramodal, etc.). 

+ Enelcaso de que ningún valor se repita más 
que los otros, se dice que no existe moda. 


1,3,1 Gata me y 100S 
Cuando se tengan datos no clasificados, solo 
se llene que ver cuál se repite más. 


Ejemplos 
* Sean las edades de 9 personas: 17; 18; 16; 
15; 18; 16; 18; 15; 17. Entonces se dirá que 
la edad 18 es la que más se repite (3 ve- 
ces). En este caso, la distribución es uni- 
Modal; por consiguiente, Mo=18. 


Pa notas, en el curso de Matemática, 
eb o 17; 11; 12; 12; 16; 12; 13; 16; 
ra - ee se dirá así que las notas 12 y 
le e en la misma cantidad de veces (Bve- 
E En este caso la distribución es bimodal. 


Se tie; 
Ne el nú E 
A el número de infracciones cometi- 
Por una person 


a en estos siete últi 
MESES a, e últimos 
Pistas e de su automóvil en las auto- 
; e de Lima: 12; 1; 5; 10; 3; 
$5 Se dirá que no existe un dato 


QUe Se ren; 
e A 
Ste ca, Pla más que otro, por lo que en 
, SO NO existe Moda. 
22.p j 
Para dl 
Cúando hi tabulados 
a . 
Mid gan datos clasificados en una 
Oda, alos, Para poder ha- 
ler ccesario construir el histo- 


-Pución e identificar la clase 


modal (aquella clase con mayor altura). Tenga 
en cuenta que la distribución puede ser multi- 
modal. Veamos. 


1 clase modal 


donde 


Lp: límite inferior de la clase modal 

L;: límite superior de la clase modal 

w: ancho de la clase común 

f,, : frecuencia de la clase modal 

f,, _,: frecuencia de la clase inmediata ante- 
rior a la clase modal 


fn+1: frecuencia de la clase inmediata pos- 
terior a la clase modal 


Se observa que 


Realizamos semejanza con 


Mo=L¿+xX 


los triángulos 


sombreados. 


Finalmente, se tiene que 


siendo di¡Sfifa=1 2 


Ta 
Mo=LyH0X| 7d, | | 


Aplicación 4 
Sea la siguiente tabla con datos clasificados: 


Í, 


[0; 40) 6 
[40; 80) 5 
[80; 120) 1 
[120; 160) 9 
[160;200] | 6 | 
Halle la moda. 
Resolución 
Graficamos. 
Af 
E 
y dis is] y 
1 1 
1 1 
8 ñ 1 
E 1 1 
T J 1 
1 ro 
Di ¡ A 
E 7 
: 10 41 ; ' 
+ 1 E ' ' 
' ' Ñ " ' 
34 ' 1 1 ! 1 
' ' 1 ' ; 
27 ; ; ¡ ' : 
' 1 ñ ' ' 
1+ 1 1 ' 1 ' 
' ' ' ' ' 
! ; ! : - 
0 40 80 120 160 200 
clase modal 


A partir del gráfico se tiene que 


*  d¡=9-4=5 
*«  d,=9-6=3 
*  w=40 


Y dy 
> mo=torw| 7) 


5 
=120+40| -— 
id [ 5+3 | 
Mo =145 
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Aplicación 5 

Se tienen los siguientes datos: 

9; 9; 10; 10; 11; 12; 13; 14; 14; 14; 16; 20 
Halle x + Me +Mo. 

Resolución 


Debemos hallar independientemente x; Me y 
Mo. 


Veamos. 

- 9+9+10+104+11+12+13+14+14+144+16+20 
x= 12 

> x=12,6 


Dado que el número de datos es par y están 
ordenados, entonces 
12+13 
le= =12 
e 3 E 
El valor que se repite con mayor frecuencia es 14. 
> Mo=14 


- x+Me+Mo=39,16 


Aplicación 6 

Las edades de seis personas presentan como 
media 22,5; además, como moda y mediana 
presentan 19. ¿Cuál es la máxima edad que po- 
dría tener alguno de ellos si ninguno es menor 
de 14 años? 


Resolución 
Sean las edades 14<a<b<c<d<esf, de las 
cuales fes máximo. 

Por dato 
a+b+c+d+e+f 
6 
> a+b+c+d+e+f=135 


x= =22,5 


Como Me=Mo=19 y f tiene que ser gr 

el 
entonces el resto de valores deben $ 
mínimos. 


ab ecdef 
O 
14+14+19+19+19+f=135 


Fmnáximo =50 


-— 
pecación un examen rendido por 10 alum- 
o e: 7,7, 8,9; 11; 12; 14; 14 y 15. Si 
sl on la nota debe ser mayor que la 
cn inediana, ¿cuál es el tanto por cien- 
qa aprobados en dicho examen? 


Resolución 
Primero hallemos x (media). 


- 6474+7+8494+114124144+14+15 
j= 
10 


> 1=103 


Como la cantidad de datos es par, entonces 


9+11 
Me====10 
2 1 


Por consiguiente, aprobarán todos los que ten- 


gannotas mayores a 10,3. Se observa entonces 
que habrá 5 aprobados. 


“+ %de aprobados= x 100%=50% 


Aplicación g 
Las Sstaturas, en cen 
Se muestran 
determine lo 
L ¿Ona 

os Por ciento tiene una estatura com- 

ps ¡da entre 159 <M y menos de 170 cm? 
y Ván| . 

las personas tienen una estatura 


CMS SS my 175 emp 
- ¿Qué tan 


tímetros, de 200 personas 


en la tabla adjunta. Según ello, 
siguiente: 


A 


Resolución 


IL 


Para este caso basta con a 


nalizar los sj- 
guientes intervalos: 


ha 36 y 54 


1 
150 L 


En dicho intervalo hay 
364+54=90 personas 


Como deseamos saber qué tanto por cien- 
to representa, tendremos 
90 
omnX100%= 
200 0%=45% 
Como la variable es continua, obtendría- 


mos el mismo resultado si la pregunta fue- 
ra entre 150 cm y 170 cm. 


Por lo tanto, la respuesta es 45%. 


Cuando los valores no se encuentran entre 
los límites inferior o superior de alguna cla- 
se, formamos una proporción. 

Veamos ahora para estaturas entre 155 cm 
y 175 cm. 


4 
97 


48 


iso 1 160 170 1 180 

: 155 175 
Observamos que tanto 155 como 175 se 
ubican en la mitad de su respectivo inter- 
valo, por lo cual se acumulará hasta dicho 
punto la mitad del total de datos corres- 
pondientes a dicho intervalo. En pea 
gráfico anterior tendremos lo siguiente: 


18 18 54 E 1 
! + A 180 
150 160 170 Ñ 
175 
155 
Hh—— y A] 


> x=18+544+24 


as es 96. 
Por lo tanto, el número de person 
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| 


II. Ahora veamos para todo el intervalo com- 
prendido entre 152,5 cm y 187,5 cm. 

| | | | | 
150] 160 170 180 


152,5 187,5 


Ñ 


Vemos que 152,55 divide al intervalo 
[150-160) en la relación de 1 a 3, enton- 
ces de la misma forma se distribuirán los 
datos en dicho intervalo. 


1x9 1x9 


También 187,5 divide al intervalo 
[180-190) en la relación de 3 a 1, enton- 
ces de la misma forma se distribuirán los 


datos en dicho intervalo. 


180 V 100 
187,5 
ku —— 
Finalmente, 
27 54 18 21 
a Y pr 
y | | 


150 160 170 180 190 
187,5 


HH 2745444824158 ———| 


Luego, el tanto por ciento con estatura entre 
152,5 cm y 187,5 cm será 


153 


200 * 100%=76,5% 


Por lo tanto, el porcentaje es 76,5%. 


Aplicación 9 

Dado el siguiente histograma, en. el cual el área 
de la región sombreada es aacb u?, calcule la 
mediana. 
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Resolución 


Del gráfico se obtiene que el ancho de clase 
es 18. 


Entonces 


Además, 
4b < (c+ 2b) < ab < ac <b0 


De lo anterior, se deduce que 


a<b y 2b<c<10 (0 
Por dato 
área=aacb 


5 
Como área= Y fu 
í=1 


> 18(4b+ac+b0+ab+c+2b)=aacb 
18(175+20a+2c)=aacb 
Luego, 
aacb=2 => b=2 o b=4 
Además, se verifica que 
aacb=9 > 2a+c+b=9 (0) 


Mp 


b. 
mbos valores de 

pr mos con al 

Verifique 


. sib=2 
> a=l;pues a<b 
¿=5 (en 
+ Sib=4 
>c=9 (enI) 
a=7 (enIl) Nocumple, ya que a<b 
> a=l; b=2; c=5 


Reemplazamos en la tabla de frecuencias. 


(a | Í Fi 
12-30 [8 hs 
130-48) | 15 23 
48-66) 20 43 

| - 
[66- 84) 12 | 55 
184-102] 9 64 
Nos piden la mediana. Sabemos que 
32 93 
n pl, 
EF 
Me=L_ + w 
8 18 ERES 
20 
3 Me=5$ 1 
Aplicación 40 
Set ds . 
, Me el siguiente histograma, en el cual a y 
enteros Positivos. 
, 


Da bs 


db+9y 
Maso, al 
db 


Su 


A 


Si la mediana es 42 y el área del Polígono de 
frecuencias es mínima 

del total de datos se en: 
[29 - 53]? 


, ¿qué tanto Por ciento 
cuentran en el intervalo 


Resolución 
Del gráfico obtenemos la siguiente tabla: 


(20-32) | 4b+2a Ta+db 


[32 - 44) 4b | 7a+8b | 
| [44-56 6b+a 


| 156-68] | 4a+2b | 


8a+14b 


12a+16b 


Se sabe que el área es mínima. 
(área)=wxn 
(área)=12(12a+16b) 
(área) =48(3a+4b) 


Entonces el área será mínima si a y b son mí- 
nimos. 


Además, 
Me=42 


De la tabla, se tiene que 


6a+8b 7a+4b 


Ahora calculemos cuántos datos hay en el in- 
tervalo [29 - 53]. 


44+12+15=31 
A 
16; 20 
pH PEO - AA 
3x4 1x4 12 3X5 


Por lo tanto, en el intervalo [29 - 53] se tienen 
31 datos, los cuales, en tanto por ciento, 
representan 


31 = 
55X100%=43,05 % 
72 b: () 


CION 


El uso de las tres medidas de posición anterior- 
mente definidas no debe hacerse con exclusi- 
vidad una de las otras. En muchas ocasiones 
será más preciso elegir entre ellas la más ade- 
cuada, dependiendo de los datos a analizar. En 
realidad se trata de tres medidas para tres dife- 
rentes aspectos, aunque relacionados entre sí. 


Distri 


+ Si la distribución es unimodal, su repre- 
sentación gráfica será en forma acampa- 
nada, y en el punto central coincidirán en 
valor la media, la mediana y la moda. 


A A 


+ Si la distribución es bimodal, su repre- 
sentación gráfica será en forma de doble 
campana. En este caso, en el punto cen- 
tral (entre las dos campanas) coincidirán 
en valor solo la media y la mediana. 
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» o 
1 es lrimodal, su represen- 


1 forma de tres cam- 
en el punto central (de 
oincidirán en valor la 
mediana y la segunda moda. 


Si la distribución es unimodal, su representa- 
ción gráfica será también en forma acampana- 
da, pero con sesgo hacia un lado. En este caso, 
las tres medidas toman valores diferentes y la 
mediana queda comprendida entre la moda y 
la media. 

Tenemos los siguientes casos: 


Caso 1 

Si la distribución es más alargada para valores 
grandes de la variable (asimetría a la derecha 
O positiva), entonces la situación general es la 
siguiente: 


Mo < Me 


PH 


2 
aa ción es más alargada para valores 
1 


ueños de la variable (asimetría a la izquier- 
Lo negativa), entonces la situación general 
El 


esla siguiente: 


Me Mo 


== 


| x<Me<Mo 


» Nota 


De lo anterior se puede concluir que 
cuando la población tiene un sesgo, la 
mediana es la mejor medida de la ubica- 
ción, puesto que siempre se encuentra 
entre la Moda y la media. 


Propiedad 
Sila distribución es 
Ca y Unimodal, se 
la siguiente relació; 


moderadamente asimétri- 


cumple aproximadamente 
n: 


d Me 


D A 
Deer IDAS DE DISPERSIÓN 


an e 

5 repecto Srado de alejamiento de los da- 
Peneral ent * Una medida de posición que, 
na $ Ss la media aritmética (x). Nos 
SS que ti de lo agrupados o disper- 
Amon Os datos Y, Porlo tanto, miden la 
dad de estos, ] 

Vatiar: . PATte . 
An más e diaremos las medidas de 
va a Pe tales como la varian- 

Ción estándar (0). 


8.1. VARIANZA y DESVIA 


CIÓN ESTÁNDAR 
PARA DATOS NO AG 


RUPABOS 


. 2 22 
La varianza (o ) de una Población representa 


la media cuadrática de la diferencia de cada 
uno de los datos con la media; se calcula como 


donde 
- 0”: varianza de la población 
-  x: elementos de observación (datos) 
- — x: media de la población 
n 


: número total de elementos de la población 


La desviación estándar (0) es la raíz cuadra- 
da de la varianza y, a diferencia de la varianza, 
esta medida es más significativa y de mejor in- 
terpretación, ya que la varianza se mide en el 
cuadrado de la unidad de la variable y la des- 
viación se encuentra en las mismas unidades 
que la variable. j | 


La desviación se calcula como 


bd [2 7 
Ma 


ca a de pu- 
Se muestran los resultados de la and ps 
reza de ciertos compuestos 4 hacer de 
sis de control de calidad en cierta emp. 


insumos químicos. | 


0,04 4 7% % 0 22% 
% 0,14% 0,1 pi . y 

» : 

0,06% 0,14% 0,17% pa ce 


0,12% 0,15% 0,18% 
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Lumbreras Editores 


Determinemos la varianza y la desviación estándar del tanto por ciento de impureza de COMPuestos 


Observación Media Desviación lineni | Observación 

(9) 1)=2,49/15 (xx) | al cuadrada (x) 
0,04 0,166 | -0,126 | 0,016 | 0,0016 
0,06 0,166 -0,106 | 0,011 | 0,0030 
0,12 0,166 -0,046 0.002 0,0144 
0,14 0,166 | -0,026 | 0.001 | 0,0196 
0,14 0,166 | 0,026 0,001 | 0.0196 
0,15 | 0,166 | 0.016 0 | 0.0225 
0,17 0,166 | 0,004 0.000 0.0289 
0,17 0,166 | 0,004 0.900 | 0.0289 
0.18 0,166 | 0.014 0.000 | 0,0324 
0,19 0,166 0,021 0.001 0,0361 
0,21 0,166 0,014 0,092 0,0441 
0,21 0,166 0,044 0,002 0,0441 
0,22 0,166 0,051 0.003 0.0484 
(0,24 0,166 | 0,005 
0,2 0,166 081 0,007 

LL a — —_—_—_—_—__ — —— - — —— 

Y (xx) =0,051 Y 1 =0,4643 
Luego, 
—Y 
Y (x-x) 2 A 
e: o 
0,051 0, ee 
0= 0 == (0,166)? 
15 
0=0,0034 0=0,0034 
o=40,0034 
=>  0=0,058 


Significa que el error por dispersión con respecto a la media (x) es de 0,058. 


» Nota 


Cuando los valores tienden a concentrarse alrededor de su media, la varianza será pequeña; y 
los valores tienden a distribuirse lejos de la media, la varianza será grande. 
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Ab 


á CÁLCULO DE LA VARIANZA Y LA DESVIACIÓN ESTÁNDAR PARA DA 
82 


TOS AGRUPADOS 
enga presente las siguientes relaciones: 
en 


¿A Na 
o = ——»= ——- 


donde 
0: varianza de la población 
o: desviación estándar de la población 

+ fr frecuencia de cada una de las clases 

* xi punto medio de cada clase (marca de clase) 
x: media de la población 


N: tamaño de la población 


Ejemplo 
Determi . OS . , 
IS la varianza y la desviación estándar de los ingresos (S/) o ventas en 100 restaurantes 
* comida rápida situados en cierto distrito de Lima. 
Punto medio Frecuencie 
bx) (6) 4 e) diz ' 
700-790 | 
80 A ! 3000 1250 -500 | 250000 | 1000000] 
0-899 | DE | 
1500 “00 y 5950 250 -400 | 160000 | 1120000 
0-9 | . ] 
11009 | | 2 8 7600 1250 -300 | 90000 720 000 
Y- 1099 
100. yy 1050 10 10500 250 -200 40000 400000 
-1109 
| ' : 5 20 000 
1200. 1999 YO 12 13.800 250 -100 10.000 120 00 
: ) 
21250 1250 | 0 0 Ml 
17 550 1250 100 10.000 130 000 
14 500 250 200 40000 400 000 
13950 250 300 90000 810.000 
11 550 1250 400 160000 | 1120000 
3500 1250 500 | 250000 500 000 
1850 1250 600 | 360.000 380004] 
a : 6680 000 
125 000 al 


O 
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Sabemos que 


En el cuadro se puede ver que 


Y fx,=125 000 
- 125000 
> x= 
100 
x=1250 


Ahora calculemos la varianza. 


, OY 
0 = ——_—— 
n 
2_ 6 680 000 
100 


0?=66 800 soles (al cuadrado) 


Finalmente, calculamos la desviación estándar. 


o=v66 800 
0=258,5 (soles) 


Aplicación 11 

Las notas de examen de 10 alumnos de un sa- 
lón de clases fueron las siguientes: 8; 9; 9; 10; 
10; 12; 14; 14; 15 y 17. Halle x+0*+0. 


Resolución 
Hallemos la media. 


Y 8+9+9+10+10412+14+14+15+17 
10 


Ahora hallemos la varianza (0?). 


1 me 
o Ex E 


1476 
2= 2 
lo] 10 (11,8) 
> 0=8,36 
798 


Finalmente, la desviación estándar será 
o=./0? =48,36=2,89 
x+0.+0=11,8+8,36+2,89=23,05 

Aplicación 12 


Determine la varianza del diámetro de los ejes 
de los automóviles según la tabla mostrada. 


| tro (en mm) Número de ejes 


Resolución 
Hallemos primero la x. Para ello agregamos la 
marca de clase x; en el cuadro dado. 


5,5(10)+6,5(15)+7,5(20)+8,5(30) 


X= 


10+15+20+30 
x=7,43 


Para facilitar el cálculo de la varianza, elabore- 
mos la siguiente tabla: 


5,5 3,7249 


6,5 0,8649 
0,0049 


1,1449 


7,5 
8,5 


a 


sabemos que 


2 
¿E=a) 


, 348675 _ 1 1989 
0275 


99, COEFICIENTE DE VARIACIÓN (CV) 
are medida de dispersión relativa (libre de 
unidades de medidas) que se define como la 
desviación estándar dividida por la media arit- 
mética. 


w=2 | o | cv=2x100% | 
x x ) 


El CV es una medida muy útil para comparar 
la variabilidad de dos o más series de datos 
que tengan distintas unidades de medida o 
distintas medias aritméticas, : 


Ejemplo 


Sila desviación estándar de las notas obteni- 
dsen Matemática Básic; 


dos horarios (HIyH2), h. 
concluir Que los alumn 
Presentan la Misma va, 
, Apersióny, Sila y 
+ horario H2 es 
ación TesPectiva so 


al, en cada uno de los 
a sido 14, no podemos 
os de los dos horarios 
riabilidad (mismo nivel 
del horario Hl es 16 y 


11, los coeficientes de 
n 


_— 


estudiantes del horario H1 tienen un rendi- 
miento más homogéneo conrespecto delos del 
horario H2. 

Aplicación 13 

Las notas del curso A tuvieron una media 
aritmética de 75 Puntos y una varianza de 
225. Las notas del curso B tuvieron una me- 
dia de 70 puntos y una varianza de 196, Si 
en ambos cursos las notas se aumentan en 
10%, ¿cuál de los dos cursos tendrá un coe- 
ficiente de variación mayor después de arre- 
glar las notas? 


Resolución 
Evaluamos para las notas del curso A. 


Media 15 | 110%75 


| 
esviación E >= 
Desviació: Vaz | 1109/2295 


estándar | 
Luego, 
-110%y4225 _ 1 _ 299 
110%75 5 


Evaluamos para las notas del curso B. 


Al inicio 


tiedia 


Desviación 


Jro6 | 1100196 
estándar 
Luego, 
— 110%/196 _ 1 _ 2096 
110%70 5 


Cursos 
Por lo tanto, las notas de ambos 
Ñ e ció, 
igual coeficiente de variació! 


e 


tienen 
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Breve historia de la estadística 


Desde los comienz 
han existido formas s: 
tica, pues ya se ulilizab 


para contar 
males o co 


as 
Hacia el año 3000 a.C. los babilonios 
ban pequeñas tablillas de arcilla p: 
copilar datos 
y los productos vendidos o 
mediante trueque. En el sigi 


an los datos de la población y la 


Los libros bíblicos de Números y Cróni 
primero contiene do: 
de las diversas tribus | ja 
al año 2000 a.C. Los griegos cl 
el 594 a.C. para cobrar impuestos. El Imperio romano fue 
gran cantidad de datos sobre la población, 


mas paries, trabajos de estadística. El 
y el segundo describe el bienestar material 
n registros numéricos similares con anterioridad 
lizaban cens uya información se utilizaba hacia 
primer gobierno que recopiló una 
superticie y la renta de todos los territorios bajo 
su conírol. Durante la Edad Media solo se realizaron algunos censos exhaustivos en Europa. 
El registro de nacimientos y defunciones comenzó en Inglaterra a principios del siglo xvi, y en 
-1662 apareció el primer estudio estadístico notable de población, titulado Observations on the 
London Bills of Mortality. Un estudio similar sobre la tasa de mortalidad en la ciudad de Breslau, 


en Alemania, réalizado en 1691, fue utilizado por el astrónomo inglés Edmund Halley como base 
para la primera tabla de mortalidad. 


cal 


En nuestros días, la estadística se ha convertido en un método efectivo para describir con exacti- 
tud los valores de datos económicos, politicos, sociales, psicológicos, biológicos o físicos, Y sive 
como herramienta para relacionar y analizar dichos datos. 

El trabajo del experto estadístico no consiste ya solo en reunir y tabular los datos, sino sobre todo 
en el proceso de interpretación de esa información. El desarrollo de la teoría de la probabilk 
dad ha aumentado el alcance de las aplicaciones de la estadística. 


5.05>. 
Adaptado de "Historia de la estadistica". En <https://www.estadisticaparatodas.85: 
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A, 


> Problemas resueltos 


problema 1 e Dd 
De una tabla simétrica de distribución de fre- 
Je Ul 


ias se sabe lo siguiente: 


cuencl 

hal + x=18 « f=30 + x¿=39 
r 

+ há fi=3x  * H¡=0,15 


Determine F¿+F>. 
Resolución 
Como H,=1, entonces hay 7 intervalos de clase. 


Dado que x3=18 y x¿=39 
> l8+3w=39 => w=7 


De esto, se obtiene que 


x=18-7=11 
Por dato" 
h=3x, > f=33 
Dado que la tabla es simétrica, 
> [=33=f, 
Además, como 
ñ 33 


0157 > n=220 
También fisf=30, 


Dado que hy=3h, 
7 ss f=10 
Luego, 


£5220-146=74 


damos 
la tabla con esta información. 
A 


Finalmente, hallamos Fa y Fa. 
+ F2=33+10=43 
+ F4=334+104+304+74=147 


F¿+F=190 


Problema 2 


Un profesor de matemática perdió las actas 
de promedios de las notas (de 0 a 20) de sus 
alumnos, pero recuerda que los promedios 
presentaban una distribución simétrica 
con 6 intervalos de clase de ancho de clase 
común; además, en sus archivos encuentra la 


siguiente información: 
6 
h,=0,045; h¿=0,36; x3=7,5; Dx¡= 54 
i=l 


Si para aprobar el curso se necesita obtener 
por lo menos 11 de promedio, ¿qué tanto por 
ciento de los alumnos desaprobó el curso? 


Resolución 
Sea w el ancho de clase común. 


Notas X | 


Sabemos que 


6 
x= 54 
¡21 
Es (15-20)+(75-0)+7,5+(1,5+0)+ 
(15420) +(7,5+310)=54 


w=3 


| 


Además, de los datos 
Es 1 e 
h1=0,045=35; hy=0,36==7 


Sea 22K el total de datos. 


Reemplazamos en la tabla, 


En 
37 8K 3 


a 


> >>» a=*x 


Luego, los aprobados son 


(Besar) axo22x 


1 

Mi=x922K 
3 

x%=25, 75% 


Por lo tanto, los desaprobados son 
100%-25,75%=74,24% 


Problema 3 


El siguiente histograma es el resultado de un 
estudio realizado en un taller de mecánica au- 
tomotriz respecto al tiempo de reparación de 
un motor. ¿Cuántas reparaciones se termina- 
ron en un tiempo mayor o igual a 13,5 horas? 


802 


N,” de reparaciones 


efectuadas 


100) AN 


Tiempo de 


reparación 
(horas) 


1 


A partir del histograma, tenemos que 


É pon 1, (horas) 
e, “130. 14 16 $ 
100 teparaciones 
a 05 
10072 > a=25 
Nos piden a+40+10. 
25+40+4+10=75 reparaciones 
Problema 4 
Se tiene el siguiente cuadro: 
N.2 de hijos N.? de familias 
0-2 300 
3-6 1200 
7-9 600 
10-12 300 
13 - 15 100 


¿Cuántas familias tienen entre 4 y 8 hijos? 


iS 
ión ] 
n. iable es discreta. 
os que la vari 
Observa 
En) . 
1200 1200 1200 1200 
E 
Ah 6 
A 
hay 900 familias 
Enl; 


600 600 600 


hay 400 familias 


, E de familias 


=900+400=1300 
con 4 a8 hijos 


Problema 5 


Én una encuesta realiza 
sobre la preferencia 
D,se obtuvo el sigui 


da a 1200 personas 
de los periódicos A,B,Cy 
ente gráfico: 


rió “add Personas quesinoprefieren 
ll 
0D, entonces Prefieren el periódico 


Onsi 
Sidere Que el 250 prefiere el periódico A. 


Polución 
Cliene 
Mlas sio: 
Pref “Sulentes Proposiciones: 
Pa as el Periódico p 
La Péllera 0 
rg non Periódico € 


lere iód; 
y Pica 6 el Periódico D, prefieren 


Entonces 


F= prefieren el Periódico D y prefieren el 
Periódico € 
Además, el ángulo central 


es DP al número de 
Personas. 


Ángulo central 


N.? de personas 


donde 


n(A): número de Personas que prefi 


¡eren el 
Periódico A 


n(B): número de Personas que prefieren el 
Periódico B 
90 30 360 


n(A) n(B) 1200 


Obtenemos que 
n(A)=300 
n(B)=100 


Por lo tanto, el total de personas que prefieren 
los periódicos C o D es 


1200-n(4)-n(B)=800 


Problema 6 

En una encuesta sobre el sueldo de 2001 per 
sonas se obtiene una tabla de distribución se 
métrica con igual ancho y con un e 
nimo de S/300. Además, se pode que Ad 
h,=0,20; x3=500 y H;=1. AS pers 
tienen un sueldo menor que 5/540? 


Resolución pci dugito 
Para obtener la tabla de ea gil 
cuencias, debemos tener presente q 

, 
simétrica. 
Como H;s=1, significa 
tervalos. 


que la tabla es de 5 in- 


Sea w el ancho de clase. 


300 100 


E 10 +10+5=200 > w=80 


Completamos los valores del cuadro. 


L PS | U UN 
[300 - 380) | 30 | 015 [== 
(880-460) | Lao To20 | 
(460-540) | 60 | 030 E 
540-620) | | 40 loz 7 
[620 -780] 30 | 015 [— 
y —rotal | 200 a E 


Por lo tanto, el número de personas que tienen 
un sueldo entre S/300 y S/540 es 130. 


Problema 7 
Se tiene el siguiente polígono de frecuencias: 


f 


i 


0.8 20 32 44 56 68 80 92 


Calcule la media. 
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————= | 


Resolución 


Reconstruyendo el histograma, se tiene la si- 
guiente gráfica: 


La expresamos en un cuadro de distribución 
de frecuencias. 


pa T 

z Í Xx, 
————— 

20 K 20K 

32 5K 160X 

14 GK 264K 

56 8K 448K 
+ : 

68 3K 204K 

80 15K 120K 


Nos piden la media. 


-_ 20K+160K+264K+448K+204K+120£ 
_ K+5K+6K+8K+3K+1,5K 


3 1216K ¡ 
24,5K ¡ 


x=49,63 


SS 
PASA 


Además, a y b son números enteros; a>b>a 


-b 
a8 : = sa 
_ istograma mostrado, calcule la Me si > 59 = 5a + 5 ab 
Dado el hi 180 u? y el ancho de clase es común. 14 7 Nocuñiple 
elárea es 1 10.9 1 Si cumple 
Í, Luego, | 
a=10; b=9 | 
54 


Total de datos: 118 


s 
3a+2b 


FEA a A 
"Ip 18 28  38M6 58 
P 
=— 


p_10 =2 
10 50 dd 
Finalmente, 
Resolución ; Me=38+2=40 
Seaw el ancho de clase común. -. Me=40 
> 13+61w=73 
w= 
19 Problema 9 


i a i la moda. 
«primer intervalo se observa lo siguiente: Dado el siguiente histograma, calcule 


18 28 


Os tián; 
Puesto, 05 ABC y Bpg son congruentes 


5 POr el várti 
Son igy Hee 


ales, ento; : 
o Nc 
Suie €s tie 


y sus lados opuestos 


Ñ nen igual área. 
Cste Proc: 

€ 
poliza So, seo 


' NO de frec á E q lo [4 
i uencia: á l intervalo 
Lama de alas S es igual al área del Dado que el 


to 
es más probable que el da sao 
veces se encuentre en pes | 
se le denomina clase mocé!. 


bserva que el área Resolución 0: 50) tiene la mayor bo 
ato que se repite más 


ntervalo, al cual 


Se observa que a+b=10; además 
a b a b 
60-30 60-42 >? 30718 


a=6,25 
Finalmente, 

Mo=40+6,25 

Mo=46,25 


Problema 10 

El siguiente histograma muestra la distribu- 
ción de frecuencias de las edades de los in- 
gresantes en el presente año a cierta facultad 
de la UNI. Determine el valor de la moda. 


Número de 
ingresantes 


> 
16 18 20 22. 24 Edades 


Resolución 
Del histograma tenemos el siguiente cuadro: 


Of, í 
116; 18) 20 
[18; 20) 35 
[20; 22) 15 
[22; 24) 10 


Hallemos la clase modal /, = hr 8; 20). 
Recordemos la fórmula del calculo de la moda. 


Ly Eto | 
Mo = Luto +!mo di +d, 
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Reemplazamos. 


15 
mo=18+2% |) 


Mo=18,85 


Problema 11 

El departamento de control de calidad de 
una empresa elige diariamente un lote de 
80 objetos para analizar la producción diaria 
y anota la cantidad de objetos defectuosos. A 
continuación, se muestra la distribución de los. 
lotes analizados durante todos los días de los 
meses de enero y febrero, según el número de 
objetos defectuosos. 


I T 
A Hol 
0-0 15 
8a 
0,8 
29-30 h | a 


Si 21 lotes tienen menos de 13 objetos defec- 
tuosos, ¿cuántos lotes tienen menos de 26, 
pero no menos de 15 objetos defectuosos? 


Resolución 

Como se analizó la producción todos los días 
de los meses de enero y febrero, entonces los 
datos analizados son 31+29=60. 

Se sabe que hay 21 lotes con menos de 13 0b- 
jetos defectuosos. 


21 datos 
2 

! b 
bobbbbb 


0 9 1011 121314 1516 17 
A A 
A. 

15 datos 


8b datos 


Se observa que b=2. 


Completando parte del cuadro se tiene 


N* de objetos eN 
defectuosos | 


0-9 15 | 


17 
[| 18-23 [1 
p 24-28 | 10 
| 29-30 | 2 eb 
| | 
Total | 60 


q 02 — _ _— 
2 E 2 de 2 22 2 2 
: y + LIO Sal 
15161718 % 23 24252627 2, 
l6 datos 


17 datos 10 datos 


Por 
Ps hay 27 lotes que tienen menos de 
'9 má p 
Más de 14 objetos defectuosos. 


Problema 12 
Siguient = má 
ven * tabla de distribución de fre- 


AS, hal i 
+ alle e coeficiente de variación 


A 


Resolución 
Sea w el ancho de clase del cuadro 
w=-20 

4 


> w=10 


Luego, 


"HE > 040= > n=60 


Completamos el cuadro. 


[ T ] 
| 1 Xx fos F 

| | 
___ > a a 


10 - 20) | 15 | 3 3 | 0,05 
[20 - 30) | 25 | 15 | 18 

Y | | 
í30 - 40) | 35 | 6 | 24 | 040 


[40 - 50) 45 27 51 


] ] 1 


[50 - 60] | 55 9 60 | 


Total | 60 


- Luego calculamos la media. 


_ 15x3+25X15+35X6+45X274+55X9 
e 60 


x=39 


A continuación, hallamos la desviación estándar. 


5 
NA 
i=1 


a%= 
n 


obras exc x2T+ 1x9 
di 60 


8640 e 
<= 144 > 0= 
* 60 
Nos piden el coeficiente de variación. 


12 
e 220,307 
CV=Z > (U=5y 


CV=30,77% 


a 


Problema 13 

De la siguiente distribución de frecuencias, ha- 
lle la mediana si el ancho de clase es común y 
ha4=0,2. 


Resolución 
Dado que 


FsHh=Fs 
> ab+50=90 

ab=40 
Sea 1w=2c el ancho de clase, en el cuadro se 
cumple que 


40+2c4+2c+c=90 
c=10 > w=20 


Como hay 200 datos, la Me estará en el cuarto 
intervalo, (w=20). 


90 datos 


40 datos 
10 datos 
VS 
A ña 
20 60 80 Me 100 
AS A. 
3. intervalo 4." intervalo 


Me-80 _100-80 
> o 


Me=85 
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Problema 14 


Se realizó una encuesta de las preferencias de 
un grupo de personas sobre 5 diarios: A, B, C, D 
y E, y se obtuvo el siguiente diagrama: 


Calcule qué tanto por ciento del total tiene el 
diario de mayor preferencia si este es máximo. 
Considere que a y b son enteros. 


He AIN 

Como el total es 100% 

> (3a+6a+a+8b+7b)%=100% 
10a+15b=100 
2a+3b=20 


par 


Luego, se tiene lo siguiente: 


* Sia es máximo y b es mínimo, 


> a=7; b=2 

Los porcentajes de preferencia serían 
A:21%6  B:42%  C:7% 

D:16%  E:4% 


* Sib es máximo y a es mínimo, 
> b=6; a=1 


Los porcentajes de preferencia serían 
A:3% B:48%  C:6% 
D:42%  E:24% 


Por lo tanto, se observa que el mayor porcen- 
taje se presenta en el segundo grupo para el 
diario B (48%). 


p. Test 4 | 
| 
1, Respecto al cuadro de distribución de fre- 4, Dado el siguiente conjunto de datos: 
cuencias, señale la secuencia correcta de 1,2; 3; 4; 5; 6; ...; 49 
verdad (V) o falsedad (F) de las siguientes calcule la suma de la media y la mediana. 
proposiciones: 
1. Elancho de clase es la diferencia de los A) 48,5 B) 49 O) 49,5 
límites superior e inferior de cada inter- D) 50 E) 50,5 
lg > a 5, Se tiene el siguiente conjunto de datos: 
Il. La frecuencia absoluta es la cantidad | 
de datos en un intervalo. 3,3;...3,4,4;4;...:4,6;6;6;...:6 | 
lll. La suma de las frecuencias relativas es Jenicas AAESES 25 veces 
menor que 1. Calcule la suma de la moda y la mediana. 
A VERB) FEF) FE A) 10 B) 105 Cn 
D) vv E) VVv D) 115 E) 12 
á my el rango de los siguientes datos: 6. En el siguiente arreglo creciente de núme- 
58; 


1 $912 6 15; 13 ros enteros: 2; 2; a; a; b; 8; 9, la media es 
$129; 20; 12; 15; 16 5,6. Halle a*+b. 


. e 818 O) 14 A) 15 B) 16 0) 17 | 
E) 16 D) 18 E) 19 | 
4, 
Ei ci empleados de una fábri- 7. Se encuesta a qe personas sobre e 
"íbuidos en la siguiente tabla: ferencia por los diarios A, B, C, D y E. Si 
resultados obtenidos se muestran en el 
diagrama circular, determine cuántas per- 
0-59 | 45 sonas prefieren el diario C 0D. 
a. | 45 | 
| - 70) 5 | 
E er 


em A, E 
eng E a tienen pesos com. he 
19 re 6 Kg y 80 kg? <a ES 
3 £ 
de B) 30 a o _ 
) 35 A) 280 B) 30 00 
ES D) 340 
'Don, 


Els 
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Problemas propuestos 


Nivel básico 


Determine la secuencia correcta de verda- 
dero (V) o falso (F) respecto a las siguien- 
tes proposiciones: 

l. Los pesos (en kilogramos) de ocho 
personas son 30; 30; 33; 28; 180; 31; 
35; 34. La medida de tendencia central 
que representa mejor estos datos es la 
media aritmética. 

IL. El peso, el estado civil, la talla y el sexo 
son variables cuantitativas. 

II. Dados los siguientes datos: 10; 15; 18; 
12; 10; 13; 15; 20; 23; 18; 17; 21; 15; 14; 
24, se puede afirmar que estos generan 
una distribución amodal. 


A) VFF 
D) FVF 


B) FFV C) VVF 


E) FFF 


Considerando que la distribución de fre- 
cuencias mostrada tiene ancho de clase 
común, halle x + Me. 


h x 1, hol, 
Eo 0,08 
lo = | 175 
lo “$ ase 
l -30) 17 0,80 
l ? 10 
A) 40,7 B) 42,3 O) 48,3 
D) 49,4 E) 51,2 


3 


En la siguiente tabla se consideran las 
edades de un conjunto de personas que 
asistieron a un congreso de pedagogía rea- 
lizado en Lima. Si se obtuvo la distribución 
de frecuencias de igual ancho de clase, 
halle X+H. 


E HA 
i y ELSE 
IN | 
Pl 30% 
Í > IET 80% 
E 
da [128 1 ¡AAA 
A) 32,4 B) 31,6 C) 30,8 
D) 31,8 E) 32,2 


Dado el siguiente diagrama escalonado, 
de variable discreta (edades), ¿qué tanto 
por ciento de las personas tienen una edad 
Mayor o igual que 16 años pero menor que 
20 años? 


Numero de 
personas 


ojiva 


= 

pS 

$ , 
lorca 


Edades 

A > (años) 
A) 57,5%  B) 87% C) 87,5% 
D) 13,5% E) 58,5% 


notas obtenidas por un alumno en 

á 7 prclicas calificadas son las siguientes: 
da 11; 18; 14; b; 19. Calcule a+b si la 
meli la medianá y la moda son iguales; 
además, dicho alumno desaprobó en una 


de las prácticas. 


A) 14 B) 18 O) 20 
D) 21 E) 24 


6, A15 estudiantes, elegidos al azar, se les 
solicitó mencionar el número de horas en- 
teras que durmieron la noche anterior. Los 
datos resultantes fueron los siguientes: 5; 
6,6; 8,7; 7; 9; 5; 4; 8; 11; 6; 7; 8; 7. Halle la 
suma de la mediana, la moda y la media. 


A) 18,93 
B) 21,93 
0) 18,75 
D) 20,93 
E 20,75 


l. Se A 
| a a Un grupo de familias res- 
| res a "mero de hijos que tienen. Los 
Ultados se observan en el siguiente dia- 


Srama de barras. ¿Cs 
as. ¿Cuántas familias ti 
%o 5hios? s familias tienen 


NO de familia 


N2de 
hijos 


9 


A, 


Nivel intermedio 


Se debe elaborar un cuadro de distribución 
de frecuencias con las edades de un grupo 
de personas. Considere lo siguiente: 

* Edad mínima: 10 años 

» Edad máxima: 30 años 

» Ancho de clase: 4 

Además, 4 

h2=h4=hs5; h= Ry; 5h3=6h, 

Si el promedio de las edades es ab,cd; 
calcule a+b+c+d. 


A) 5 
D) 10 


B) 12 O 7 


E) 8 


Se tienen los promedios ponderados de 
10 estudiantes del curso de Matemática 
Básica l: 

10,2; 12,6; 11,2; 14,4; 10,8; 

16,4; 13,6; 14,9 12,5; 11,5 

Si se clasifican los datos para 4 intervalos 
de clase, calcule h,+Hs. 


C) 84% 
E) 100% 


A) 50% 
D) 92% 


B) 75% 


10. Se tiene la siguiente distribución de fre- 


cuencias: 


| [20-30) | 3 


(30-40) | 
[40-50) | 
50-60) | 
[60-70] | n | 


lA A 


: lana es 61,6. 
Calcule el valor de n si la mediana 


o 2 


B) 18 
d E) 2 


A) 12 
D) 22 
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11. 


En la tabla se muestran los resultados de 
un estudio con amplitud constante. 


Halle x+F,+F. 


A) 324,125  B) 325,125  C) 220,125 
D) 225,125 E) 235,125 


2. En el diagrama circular se muestran las 


preferencias que tienen 5000 alumnos de 
la academia Aduni para postular a cuatro 
universidades. 


¿En cuánto excede el total de alumnos que 
prefieren postular a la UNI y la UNFV al nú: 
mero de alumnos que prefieren postular a la 
UNAC y UNMSM? 

B) 900 C) 1000 
E) 1500 


A) 800 
D) 1200 


42, Sobre las notas de un grupo de alumnos de 


un mismo año escolar se sabe lo siguien- 
te: los 18 alumnos de la sección A obtu- 
vieron notas Menores a 5; los 25 alumnos 
de la sección B, notas mayores o iguales 


A 


a 15; los 40 alumnos de la sección C, no- 
tas menores a 10; y los 17 alumnos de la 
sección D, notas entre 10 y 15. Sila menor y 
mayor calificación fueron 0 y 20, ¿qué tanto 
por ciento del total de alumnos obtuvieron 
una nota entre 7 y 17? 


A) 30% 
D) 35% 


B) 40% C) 39% 


E) 42% 


:. Dada la siguiente tabla de frecuencias cuya 


distribución es simétrica, calcule x,,+Mo 


(x,: mediana; Mo: moda). 


ME 


1 | 
A) 80 B) 80,8 C) 88,8 
D) 89,8 E) 79,8 


15. Se registran las notas de 20 estudiantes, las 


. Se registran las e 


cuales son 

a; a; 10; a; 12; 10; a;b;b;b; 

12; 12; b; b; b; 10; a; 12; 12; 13 

Si Me + Mo=27 y x=11,65; calcule el valor 
de axb. Considere que a<10 y 13<b. 


O) 125 


A) 105 
E) 135 


D) 130 


B) 120 


staturas, en centímetros, 


de 6 estudiantes, ordenadas de menor : 
n 147; a; a; b; 162 171: 


mayor, las cuales sO, . 154,5, 


Si la media y la mediana son 157 


respectivamente, calcule la moda. 


Cc) 155 
E) 157 


A) 153 B) 154 


D) 156 


registrado los ingresos mensuales 
11, Se pia de familias del distrito de Villa 
E con ancho de clase constante. 

El Sal A 


SiMo+Me+x=3000, calcule el valor de a. 


A) 850 
8) 900 
0) 1000 
D) 1050 
E) 1100 
1% La media de un 


conjunto de datos es 1,5, 
la desviación es 


tándar es 3,5 y la mitad de 


Ab, calcule e] valor de axb. 


B 3 O 4 


E) -10 


rianza de los siguientes n da- 
On j 


, ¡Suales, "espectivamente, a los 
TOS Números Naturales: 
A n. 


20, 


21. 


a 


Nivel avanzado 


El siguiente Cuadro e 


stadístico tiene Unan- 
Cho de clase const 


ante e igual a 20. 


E AA AA 
Le a] 
] T T 

=> 3 | 880 

| 1950 

y 35 | 

PA e a 
[ 13 

| [ -200) | | 
lo -] 4 | 70 

Determine la media de los datos. 

A) 157 B) 158,6 O) 159 

D) 160 E) 162,5 


Dado el siguiente diagrama escalonado:de 
igual ancho de clase y entero, que re 
el ingreso diario de 30 personas, q o: 
tienen ingreso diario de S/24 a 5/48? 


Ingreso 
diario (S/) 


c) 16 
E) 21 
813 


22. El siguiente gráfico muestra la distribución 


no 
[20] 


24, 


814 


de las edades de un grupo de personas, en 
donde el área del polígono de frecuencias 
es 1200u?. 


Número de 
personas 


polígono de 


frecuencias 


¿Qué cantidad de personas son mayores 
de 24 años pero menores de 54 años? 


A) 81 
D) 91 


B) 84 C) 86 


E) 94 


. Se muestra la ojiva de la frecuencia relativa 


acumulada de las notas de un examen que 
rindieron un grupo de alumnos. ¿Qué tanto 
por ciento de los alumnos obtuvo una nota 
desde 9 hasta 15 puntos? 


Número de 
alumnos 

A 

9 jon 

Pollas 

50 feo . 

o 

4 8 12 16 20 Notas 

A) 32,25% B) 32,75%  C) 33,25% 
D) 33,50% E) 33,75% 


Dada la siguiente tabla de distribución de fre- 
cuencias de igual ancho de clase, calcule x. 


Í, hy H; 
? 0,1 
NED 0,2 
5 E 
] 5 
A) 25 B) 31 C) 35 
D) 38 E) 42 


25, Respecto a las edades de una familia de 


seis miembros, se tiene que Mo=6; x=20 y 
Me=12. Calcule la edad mínima de la ma- 
dre si ella es menor en 6 años que el padre. 


A) 36 
D 41 


B) 39 O) 40 


E) 42 


2. José y Érika tuvieron mellizos. Después de 


5 años tuvieron trillizos. Respecto a las eda- 
des de esta familia, se sabe, después de un 


S Mo_Me_x 
buen tiempo, que === 4 


Halle el promedio de las edades de los 
padres. 


A) 40,7 
D) 49,4 


B) 48,2 O) 51,7 


E) 52,5 


« La media aritmética de un grupo de datos es 


10 y su coeficiente de variación es del 20%. 

Señale, respectivamente, el nuevo coefi- 

ciente de variación en los siguientes casos: 

L A cada uno de los datos se le suma 2. 

IL. Cada uno de los datos se incrementa 
en 45%. 


A) 16,6%; 20% 
B) 17,8%; 45% 
C) 12,6%; 20% 
D) 12,6%; 22,5% 
E) 16,6%; 22,5% 


Análisis combinatorío 


ez Oré 


Ángel Sánch 


CAPÍTULO XX 


ANÁLISIS COMBINATORIO 


Objetivos 


+ Reconocer yv aplicarlos principios fundamentales de conteo en situaciones reales y concretas 


+ Identificar las clases de ordenamientos que se realizan con una parte o con todos los ele- 
mentos de un conjunto. 

+ Determinar la cantidad de grupos o subconjuntos que se pueden formar con parle o con 
todos los elementos de un conjunto. 


Introducción 


la combinatoria nació en el siglo xvI; en su estudio teórico aparecen ligados, entre otros, nombres 
dientficos como Pascal, Fermat, Bernoulli, Leibniz y Euler. Para todos ellos, el punto de partida de 
sus investigaciones lo constituyó el problema combinatorio aplicado a los juegos de azar. 

En los últimos años, la combi: 
con el crecimiento general d 
análisis combinatorio concie, 


natoria ha entrado en un periodo de intenso desarrollo, relacionado 
el interés hacia los problemas de matemática discreta. El campo de 
gramación tasa ae cada: vez a más ramas del conocimiento. Ens NEXOS con la pros 
poreiemplo ns : es adística, es utilizado Para resolver problemas de la fe0na de la información 
de grupos. ] onfeccionar y descifrar claves) y en problemas matemáticos como en la teoría 


EN Mucha: a 
S Oc: . , 
Conjunto me vamos a estar interesados en conocer solo el número de elementos de un 
ia 7 PRO A z » 
95. Con este Pe cumplan ciertas condiciones, sin que para ello sea necesario enumerar 
obioii 
“demos letivo, debemos hacer uso de las técnicas de conteo. 
señalar : : ] 
lencia de UbcO) es lipos de problemas frecuentes en el análisis combinatorio: demostrar la exis- 
Í njun: Ñ E 
io tos formados por los elementos de un conjunto finito y que a la vez satisfacen 


diciones: ié | 
E eS 5; también contar o clasificar los subconjuntos de un conjunto finito y que a la 
en ciertas Condiciones, 


ste 
Pi a ec explicando los principios de conteo, lo cual nos permitirá conocerlos 
otro Te revisaremos las técnicas de conteo, para aprender a primi 
ono. 'SIMOS la ara aplicaremos la permutación o la cemcación. sea 
Y de la cepto d rdenar o agrupar uno o más elementos, de manera formal, ap 


e 1. A e a sA 
¡ÓN qu factorial de un número, de los conceptos de permutación y combinación, 
ese dé entre ellos. 


817 


O 
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1» DEFINICIÓN 

Es aquella parte de la matemática que se 
ocupa del estudio y de las propiedades de los 
grupos que pueden formarse con elementos 
dados (números, letras u objetos), distinguién- 
dose entre sí por el número de elementos que 
entran en cada grupo, por la clase de estos ele- 
mentos y por el orden de colocación. 


2» PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE CONTEO 
En ciertos problemas se observa que una de- 
terminada actividad se puede dar de manera 
repetitiva, pero en lo que estaremos interesa- 
dos es en conocer la cantidad de formas di- 
ferentes como puede resultar dicha actividad 
O acontecimiento. Para tales casos es útil co- 
nocer determinadas técnicas de conteo que 
facilitarán el cálculo, ya que en la mayoría de 
casos estaremos interesados en hallar la can- 
tidad de formas o maneras diferentes de reali- 
zar un determinado acontecimiento o evento. 
Estos principios fundamentales de conteo nos 
proporcionan una forma abreviada de contar. 
Algunos de estos son los siguientes: 
» Organizar 12 libros en un estante con capa- 
cidad para 15 libros. 
+ Ordenar 5 personas para tomarles una foto. 
+= Elegir un presidente y un vicepresidente de 
un total de 6 candidatos. 
+ Lanzar una moneda y un dado simultánea- 
mente para luego observar sus resultados. 
» Extraer una carta de la baraja y ver el 
puntaje. 
+ Resolver 5 problemas de un total de 20. 
» Escoger entre dos pares de zapatos-o tres 
pares de zapatillas. 
Todos estos acontecimientos se pueden reali- 
zar de una o varias maneras; para encontrar 
la cantidad de formas, se utilizarán dos princi- 
pios fundamentales de conteo. 


DICIÓN 


2.1. PRINCIPIO E 
Si un acontecimiento A puede realizarse de 
m maneras diferentes, otro acontecimiento B 
puede realizarse de n maneras diferentes, y no 
es posible realizar ambos eventos de manera 
simultánea o uno seguido del otro; entonces, 
llevar a cabo cualquiera de ellos (A o B) se po- 
drá realizar de (m-+n) maneras diferentes. 


Aplicación 1 

Iván puede viajar de Lima a Chiclayo por vía 
aérea, usando 2 líneas de transporte aéreo o 
por vía terrestre a través de 3 líneas de ómni- 
bus. ¿De cuántas formas puede realizar el viaje 
desde Lima a Chiclayo? 


Resolución 
Identificamos. 


A: por vía aérea 


B: por vía terrestre 


Se observa que los acontecimientos A y B no 
se pueden realizar de manera simultánea. 


1 


Porlo tanto, se podrá ir por vía aérea O terrestre 
de 5 maneras diferentes. 


Aplicación 2 

Janet desea comprar un saco de arroz, 
es vendido en 3 lugares distintos en el Me 
Central, en 2 lugares distintos en el Mercado de 
Caquetá, y en 4 lugares distintos en el Mercado 
Mayorista. ¿De cuántas maneras puede adqut 
rir la bolsa de arroz? 


el cual 
reado 


e — 


ión Resolución 
ció E E 
pa erva que Janet comprará el saco de Identificamos 
si ; ] 
a nuno de los tres lugares. M: ir de A hacia B 


olo el 
arroz S! N: ir de B hacia C 


Mercado Mercado Mercado 


o ¿0 aid 
e de Caquetá Mayorista 
A, - 5 - 
2 + d =9 


di A 2 


FA x 3 SS 6 
Por lo tanto, Janet podrá adquirir el saco de 


de 9 maneras diferentes Como se debe pasar siempre por B, se deben 
arroz A 


realizar M y N de manera conjunta. 


Aplicación 3 Por lo tanto, se podrá ir de 6 maneras diferentes. 
¿Cuántos numerales de tres o cuatro cifras 
existen en base 4? Aplicación 5 


Ángela cuenta con tres blusas distintas y con 


Resolución dos pantalones diferentes también. ¿De cuán- 
Se tiene que tas maneras puede vestirse Ángela con dichas 

uu prendas (colocarse una blusa y un pantalón)? 

00 0. mnpq, 

16 : : ; . ; Resolución 

2 ea Sean las blusas A, B y C. 

32 09[ ?doptan E 

“| las cifras ¿223 

4 318: 

4d 3:4:4-4 

di + 192=240 


Po á 
"lotanto, existen 240 numerales. 


22.PRINCIPIO DE 


Simaco IO DE MULTIPLICACIÓN 
a ento Puede efectuarse de m 
40 Por ca] "Entes y cuando ha sido efectua. 
M 


Olto ria de estas Maneras, se realiza 
den man miento B, que puede efectuar- 
in diferentes, entonces ambos 
MXn Maneras q (A y B) se podrán realizar de 

iferentes, blusa pantalón forma de vestir 


Ablicao; 

ión 4 M AM 
Para Pela A A AN 
Minos B 


N 
; se ] 
les e ere y En realizar por dos ca- M BM 
. ir de B a C se tienen B N BN 
Mies. ¿De cuántas maneras j 
M CM 


e irde A ac Ñ 
Pasando siem- 
dy CN 


Pe por Se pued, 
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Para vestirse debe escoger una blusa y un pan- 
talón, es decir, debe realizar una acción segui- 

da de la otra. 
formas de elegi formas de elegir 


una blusa y un pantalón 


6 


Por lo tanto, Ángela puede vestirse de 6 formas. 


Aplicación 6 
¿Cuántos numerales de tres cifras y todas pa- 
res existen en base 7? 


Resolución 
Sean los numerales de tres cifras en base 7 de 


la siguiente forma: abc,. 


abc; 
dd 


2 | cifras 


64 af pares 


Para formar los numerales de tres cifras se de- 
ben escoger la primera, la segunda y la tercera 
cifra, es decir, las tres acciones se deben reali- 
zar de manera conjunta. 

Por lo tanto, se tendrán 48 numerales solo con 
cifras pares en base 7. 


Aplicación 7 

Jorge desea viajar de Lima a Arequipa. Si por 
vía aérea existen 2 líneas, cada una con 4 sa- 
lidas diarias, y por vía terrestre 3 líneas con 6 
salidas diarias, ¿de cuántas maneras diferentes 
puede realizar su viaje Jorge? 


Resolución 

Se observa que el viaje lo podrá realizar por 
vía aérea o por vía terrestre, solo en una de las 
modalidades; debemos tener en cuenta que al 
escoger el medio de transporte, seguidamente 
se escogerá la salida, 


vía aérea o vía lerrestro 


escoge escoge escoge 
la y la 


linea salida línea salida 


6 =2 
Por lo tanto, Jorge podrá viajar de 26 maneras 
diferentes. 


Aplicación 8 

Un estudiante desea matricularse en el curso 
de Estadística l, el cual se dicta en tres turnos: 
mañana, tarde o noche. En la mañana hay 3 
secciones diferentes; en la tarde hay 2 seccio- 
nes diferentes; y en la noche hay 4 secciones di- 
ferentes. Si no hay cruces de horario por turno, 
¿de cuántas maneras diferentes podrá matricu- 
larse dicho estudiante en el curso mencionado? 


Resolución 
El estudiante deberá escoger el turno 


tard o noche 


escoge escoge escoge 


la sección 


y =9 


lasceción la sección 


Por lo tanto, podrá matricularse en el curso de 
9 maneras diferentes. 


Aplicación 9 

Señale de cuántas maneras diferentes un 
mago puede distribuir dos conejos (uno negro 
y otro blanco) en tres sombreros. 


Resolución 
En el caso del conejo negro 


A 
— 
w 


¡A 
Ll 


4 : 


, Aplicación 10 
nel caso del conejo blanco Pa Determine el valor de 
Ta ¿7221 
. 211x6! 
/ pon Resolución 
E =35 10) Sabemos que 
71=61x7 
Entesumen 22!=211x22 
A Ñ 
E , Entonces 
Ñ CN p=(6:x7)xQ1x22) 
| 61x211 
Posibilidades: 3 x 3 = 9 “. E=7x22=154 
[-— Porlo tanto, podrá hacerlo de 9 maneras di- 
P- ferentes. Aplicación 11 o 
Si se cumple que abc=a!+b!+c! 
9) FACTORIAL DE UN NÚMERO A SS 
| El factorial de un número entero y positivo n, Resolución 
Pr denota porn! o |n_, es el producto Se sabe que 
| s los números enteros y consecutivos = 
[- desde la unidad e inclusive hasta n A 
A il *  4I=24 
| emplos + 5i=120 
D + 6l=720 
E Aaa + 7I=5040 
; del X2x3=6 Se observa que ninguna de las cifras podría ser 
, F5Lx2x3x4=94 


7 0 mayor a 7, ya que su factorial tendría más 
de tres cifras. 

De la misma manera, tampoco ninguna cifra 
podría ser 6, ya que su factorial es 720 y em: 
pieza en 7, lo que indicaría que habría NA el 
fra 7 o mayor a 7, y estaríamos en la situación 
anterior. 

Alguna de las cifras debe ser 5 para obtener un 
numeral de tres cifras. 


Í=Ix23x4x5=120 


Como 
51=120 > a=1 
Reemplazamos. 
Tbc=1+b!+cl 
Ahora,b=5 o c=5 
821 


Si b=5 
> T5c=1+5l+cl=121+c! 
No hay valor para c 

Sic=5 

> Tb5=1+b!+5!=121+b! 
b0=16+b! 
4 24 

Tendremos 
abc=145=11+41+51 


axbxc=1x4x5=20 


4» PERMUTACIÓN 

Son los diferentes arreglos u ordenamien- 
tos que se pueden realizar con una parte 
o con todos los elementos de un conjunto. 
Dependiendo de los elementos y la.forma de 
realizar los arreglos, la permutación puede ser 
lineal, circular y con elementos repetidos. 


4.1. PERMUTACIÓN LINEAL 
Se denomina así a los diferentes arreglos reali- 
zados en una línea de referencia. 


Ejemplos 

* Dadas las letras A, B y C, hallemos todos 
los ordenamientos de dos letras diferentes 
que se pueden realizar. 


AB,AC; BA,BC; CA, CB 
La primera letra puede ser cualquiera de 


las tres; luego, la segunda debe ser diferen- 


te a la primera y por eso solo puede tomar 
dos valores, 


De ahí 


12 
letra! 


pa 
letra 


3x2=6 
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Luego, 
q ¿2x1 _ NS 
1 1. 6-2 


» Dado el conjunto A=(a; b; c; d), veamos 
cuántas ternas ordenadas de elementos 
diferentes se pueden formar con los ele- 
mentos de A. 


y er 22 gar 


componente | componente | componente 


T 


4 x 3 x 2 = 2 


Además, se puede expresar como 


4x3x2x1 4! 4! 
Ca 


» Del ejemplo anterior, veamos cuántos pa- 
res ordenados se podrían formar con los 
elementos de A (pares ordenados de ele- 
mentos diferentes). 


ye 20 


componente | componente 


4 x 3 = 12 


Asimismo, se puede expresar como 
4x3x2x1 4! 4! 
2x1 2 
En general, si tuviéramos n elementos y los Or- 
denamos de r en», se tendría lo siguiente: 


r elementos 


] k 
[El ] = | 


po teria +1) 


UN 6 ptr) (no) 


Esto se puede expresar como : | 
amn-D-9x..x(or+) xl x(r-DX-- 
[M-)x(n=r-DX..x1] a 


= A 


mutaciones de n elementos tomados 
Las PermnTe 


der enr serán 
y l<r<n 


Sin=, es decir, si se toman todos los elemen- 
in=", a ad . 

tos del conjunto, se tendrá lo siguiente: 

o 


AAN 
Pa =P =P; J 


Aplicación 12 

En un club participan 30 socios para la elec- 
ción de un presidente, vicepresidente y tesore- 
10. ¿De cuántas maneras diferentes se puede 
llevar a cabo dicha elección? 


Resolución 
Se tiene lo siguiente: 


formas de escoger al 


presidente 


vicepresidente | tesorero 


30 x 29 x 28 


=24 360 
Otra forma 
Pp» _ 301 _ 301 
(30-3)1 271 
PR 24360 
Aplicación 13 
u a Ñ 
César Ae ii realizada por la academia 
ol Participan 50 estudiantes. ¿De 


SImas podrán ser 
Sino ay empate? 
Pesolución 


Dimeros premiados los tres 


al A 
Melo Siguiente: 


A 


Otra forma 


Se desea hallar las diferentes ternas que se 
Pueden formar con 50 elementos. 
pso__30L sol 
3 = 60-357 


PS" =117600 


4.2. PERMUTACIÓN CIRCULAR 

Es un arreglo u ordenamiento de elementos 
alrededor de un objeto o punto de referen- 
cia. Usualmente cuando se ordena alrededor 
de un objeto, lo que se hace es suponer que 
todos ellos se encuentran en una línea imagi- 
naria cerrada; debido a ello no se puede decir 
cuál es el primer o último elemento, para ello 
se considera fijo un elemento, el cual es consi- 
derado como referencia. * 


Aplicación 14 


¿Cómo se pueden sentar cuatro personas alre- 
dedor de una mesa? 


Resolución 


Supongamos las personas A, B, C y D. Consi- 
deremos que 


+ A como elemento de referencia, 
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* si queremos ubicar a C, se tendrían dos po- 
sibles lugares. 


Se puede l |, Sepuede 
ubicar € > FE ubicar C 


Ñ el 


a ria Luego se tendría P.(3)=2! 
Ó B Se observa que Francesca y Marisela pueden 
cambiar de lugar, en cuyo caso se tendrá lo 


Existen dos posibles lugares para C. siguiente: 
E Número total de maneras: 21x2=4 
* — paraubicaraD a 

Por lo tanto, se podrán ubicar de 4 maneras 


Se puede 4 diferentes. 


A 
ok Y Aplicación 16 > 
é »% ¡ Cinco parejas de esposos comparten una cena 
; = p y se ubican alrededor de una mesa. Indique de 
e uená A RES cuántas maneras podrán ordenarse en cada 
ubicar D una de las siguientes condiciones: 
Ll. Cada pareja de esposos debe estar junta. 
Tres posibles lugares para D. II. Las damas y los varones deben quedar al- 
ternados. 
Persona: A B C D 
pda Resolución 
Posibles ubicaciones: 1x1x2x3=6=3! L. Se considera a cada pareja como un solo 
elemento. 


2 P(4)=31 ! 
P;: pareja i, Vie Z* an 1<5 

Aplicación 15 

En una mesa de cinco asientos se desean ubi- 
car a Francesca, Marisela, Jorge y Henry, con 
la condición de que la silla vacía se encuentre 
entre las damas. ¿De cuántas maneras diferen- 
tes se puede realizar dicho evento? 


Resolución 

Corno la silla vacía debe estar entre Francesca 
y Marisela, consideramos fijos a estos tres ele- 
mentos. 
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ermutación de cinco elementos Aplicación 17 
Será una q diia: Juegan a la ronda n niños alrededor de un 
alrededor poste, formando una ronda diferente cada 3 
p5)=4! minutos. Si tuvieron que jugar durante 6 horas 
rs para agotar todas las ordenaciones posibles, 
ene: 
Sin embargo, hay que calcule n. 
cada pareja de esposos puede permutar 
de lugar. Resolución 
Observemos que 6 horas <> 360 minutos. 
Así tendremos Se trata de ordenar a los n niños alrededor de 
n.* total de ordenamientos - un objeto, lo cual será 
=(n-1)! 
P, Pa Pa Pa Ps dnd aia 


Pero como cada 3 minutos forman una nueva 


ronda, el tiempo para poder formar todas las 


. 44x2x2x2x2x 2=41x2%=768 
2 rondas diferentes es 


Pm) x 
Ll Ordenamos a las damas y los varones de ¿xs 
forma alternada. 


Del dato tendremos 
P¿(n)x3=360 


P.(n)=120 
(n-1)!=2x3x4x5 
(n-1)!=5! 

n=6 


Aplicación 18 

¿De cuántas maneras diferentes se pueden 
ubicar las cifras significativas del sistema 0C- 
tanario en un tablero giratorio de la forma Se- 
ñalada, de modo que la cifra central sea un 
número par? 


Para 
d Que Puedan es 


as $ tar alternados, las 


Posiciones especí- 
S varones, 


» Mabie, i 
(Varón) 5 ndo fijado un elemento 


al que lo 


Observa 
' ¡u 
Ubica Que las damas se 


ren h 
9Nes en 4 5 lugares diferentes Femnaia 
El sistema octanario es el si pa 
en el cual las cifras significativas 


4; 5; 6; 7. 


stema de base 8, 
1:23 
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Se observa que si la cifra central es par, enton- 
ces se pueden colocar en el centro 2; 4 0 6 (3 
valores diferentes) y alrededor de dicha cifra 
se ubicarán las restantes 6 cifras, es decir, se 
ordenarán alrededor de un objeto finalmente. 
qa 


3 valores 


Por lo tanto, el número de ordenaciones dife- 
rentes es P¿(6) x3=360. 


8.3. PERMUTACIÓN CON ELEMENTOS 
PETIDOS 

Es un arreglo u ordenamiento cuyos elemen- 
tos no son todos distintos entre sí, quiere decir 
que hay elementos que se repiten y a los cua- 
les se les considera que conforman una clase, 


Ejemplo 
Veamos de cuántas maneras diferentes se 


pueden ordenar tres bolas de colores diferen- 
tes (en la primera columna), y dos bolas azules 
y una de color rojo (en la segunda columna). 


Tres bolas | Dos son 
de colores azules 
diferentes | A=B 
ABR AAR 
ARB ARA 
BAR AAR caso repetido 
BRA ARA caso repetido 
RAB RAA 
RBA RAA caso repetido 
| | 
P¿=31 31 
2% 
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Consideremos a las letras a, b, c, d y analice- 
mos los casos. 


*  a=c 
+ a=byc=d 
*  a=b=c 


Procederemos de la siguiente manera: 


Pa pe a=6 | hyc=d | a=b=c 
abeod abad aace aaad 
abde | abda aace aada 
achd | aabd acac adaad 
acdb | aadb acca aada 
adbe adba acac adaa 
adcb adab acca adaa 
bacd baad aVaec agad | 
bade bada aace aada 
bead baad acac aaad 
beda bada acca aada 

| bdac bdaa acac adaa 
beca bdaa acca adaa 
cabd aabd caca adad 
cacdb aadb caca aada 
cbud abad caac aaad 
cbda abda caca aada 
cdab adab ccaa adaa 
edba adba ecaad adaa 
dabc daba caac daad 
dacb daab caca daaa 
dbac dbaa caac daaa 
dbca dbaa caca dada 
deab daab ecad dada 
dcba daba ecaa Pstl 

j aaja «a a 
Pa! 372 aa 6-3 


Lo resaltado son los casos repetidos. 


sí 


terior podemos concluir que sí se dis- 
ntel 
ga en los cuales encontra- 
elementos, 
nenden 

mos lo siguiente: 

ny: de una primera clase 

y 
n,: de una segunda clase 


ny: de una tercera clase 
ny: de una K-ésima clase 


Elnúmero de permutaciones diferentes en fila 
que se pueden hacer con estos elementos se 
denota y calcula como 


>" ni | 
Po O A A 
Wrngng.: ny) mixn xn x...xny 


Además, 


M+Ny+HN3+...+ny<n 


Aplicación 19 


¿Cuántas Palabras adicionales, con sentido o 
no, se Pueden formar con las letras de la pala- 
bra ARITMÉTICA? 


Resolución 
Se Observa lo Siguiente: 
"Asa Tepite 2 veces 
Use Yepite 2 Veces 
Se repite 9 Veces 


"25 C solo Una vez cada una 
a de y i 
"ido, n Ordenamiento 


le con elementos 
MOS lo signi 
po Siguie, 


nte: 


nt 5 
tanto ña CUántas palabras adiciona- 
2609, "mero 


“5453 599 


de palabras es 


-« U 
Aplicación 20 
¿De cuántas Maneras diferentes se Pueden or- 


denar 2 bolas rojas, 3 bolas verdes y 4 bolas 


azules en una fila, en cada uno de los siguien- 
tes casos? 


L 


Las bolas rojas se ubican en los extremos. 
1 


Una bola azul y Una verde se ubican en los 
extremos. 


Resolución 


L Por dato se tiene que 


3 verdes y 4 azules 


Como las bolas rojas están en los extremos 
(fijas), entonces las que pueden permutar- 
se serán las bolas restantes. 


a Mm 


Preyy===== 
ETT 


II. Una bola azul y una verde en los extremos, 


esto puede ser 
0_0:0_0 


Es decir, se van a permutar 2 bolas rojas, 2 
bolas verdes y 3 bolas azules. 
Así tendremos 


0 =210 

21x21x3! 

Como se observa al inicio, depende tam- 
bién si la bola verde va al inicio y la azul al 
final o viceversa. 

Por lo tanto, el número total de ordena- 
mientos es 


210x2=420 


Pdxo= 


Aplicación 21 és 
¿Cuántos numerales de cinco cifras se A 
formar donde el producto de cifras sea 41: 


Resolución 

Sea el numeral de la po abcde. 
Por dato, axbxcxdxXe=21. ; 
De ahíaxbxcxdxe=3x7x1X1X1. 
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e 
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Los numerales a formar tendrán algunas Ci- 
fras iguales, por lo cual consideraremos una 
permutación (ordenamiento) con elementos 
repetidos; de esta manera tendremos 

5! 


DA 
TT 


Por lo tanto, se formarán 20 numerales cuyo 
producto de cifras es 21. 


5» COMBINACIONES 

Son los diferentes grupos o subconjuntos que 
se pueden formar con una parte o con todos 
los elementos de un conjunto determinado. 
Hay que tener en cuenta que al formar grupos 
no interesa el orden de los elementos. 

Si tenemos n elementos y vamos a formar 
grupos o subconjuntos de r elementos, tendre- 
mos lo siguiente: 


; y 
ñ | 
y O<r<n 


(n— 


Aplicación 22 
¿Cuántos comités de 3 personas se pueden 
formar con un grupo de 4 personas? 


Resolución 

Sean las personas A, B, C, D. 

Como solo se quiere formar grupos, no interesa 

el orden: Así tendremos los siguientes grupos: 
ABC; ACD; ABD; BCD 

Por lo tanto, se pueden forman cuatro grupos. 


Otra forma 

También podríamos decir que, como de las 
cuatro personas con las que contamos vamos 
a formar grupos de tres, de un total de cuatro 
elementos vamos a formar subconjuntos de 
tres elementos, lo cual se podría calcular fácil- 
mente de la siguiente manera: 


41 
4 a 
TT 


Aplicación 23 

¿Cómo se pueden distribuir tres monedas (de 
un sol, dos soles y cinco soles) en los bolsillos 
delanteros de un pantalón? 


Resolución 

Tengamos presente que basta con analizar 
uno de los bolsillos, ya que al poner una cierta 
cantidad de monedas en uno de ellos, en el 
otro bolsillo directamente se pondrán las mo- 
nedas restantes. 

Veamos gráficamente lo que sucede. 


crecho 


der 65 

aa Ci 
Eh $ (E 
4) 


o 


Musrament a 
ed 
6 j ys o 
acen po de 
vacío 0Ss Ñ 


> carci+circi=28=8 


Por lo tanto, se observa que hay 8 casos: 


>= 


estaa dos niños muy observadores, 
tán Y » A contar todos los apretones de ma- 
jonas dan los adultos y llegan a contar 
me pa 91 apretones de manos. Determine 
peros adultos se encontraban en dicha reu- 
nión si todos los adultos demostraron su corte- 


sía a todos los demás. 


Resolución 

Los apretones de mano se dan entre dos per- 
sonas, sin interesar el orden. Si consideramos 
que en total hay 1 adultos, el número de apre- 
tones de manos que se dan sería similar al 
contar cuántos grupos diferentes de dos per- 


sonas se podrían formar con n elementos; así 
tendríamos 


C7=91 
n(n-1) 


A 


2 


Operamos. 
nn=1)=2x7x13 


nn-1)=14x13 
“o n=14 


“COMBINACIÓN CON REPETICIÓN 

On los diferentes grupo: 

Se Pueden formar con 

AS elementos de un 
Pero Considera 

iguales. 


Siten 
Emo: 
SON dife Sm elementos de los cuales solo y 
A Sy queremos fo 
9, tendremos lo sig 


Ss o subconjuntos que 
Una parte o con todos 
conjunto determinado, 
€ hay algunos elemen- 


ndo qu 


rmar grupos de n 
uiente: 


Cr tr 11 


K C- Dra ¡r<en<m 


Aplicación 25 
¿De cuántas formas diferen 
Prar ocho pliegos de pape 


ntes se puede com- 


l satinado si los hay 
de cuatro colores distintos? 


Resolución 


Sean los colores diferentes A, B; C, D, 


Como se debe escoger ocho 


pliegos de Papel, 
se tiene 


mn 
8_ pr 
dia 3181165 


Por lo tanto, se Puede comprar de 165 formas 
diferentes. 


Aplicación 26 

Dos niñas recogieron 9 Margaritas, 12 claveles 
y 10 rosas. ¿De cuántas maneras Pueden divi- 
dirse estas flores si las flores de un mismo co- 
lor se consideran idénticas, 


Resolución 
Evaluamos el número en que pueden distri- 
buirse los tres grupos de flores por separado. 
10! 
1191 


CR3= =10 (margaritas) 


131 
CRY =1 253 (claveles) 


i istribuirse 
Como las flores de cada tipo pueden E c: 
independientemente de las de los 2 
por el principio de multiplicación $€ ten 


10x13x11=1430 


i neras. 
Porlo tanto, se pueden dividir del E dei 
Nótese que en estas formas las ¿a q. 
damente injustas, en las p< 
una de los niñas Se queda sin flo 


A 


Historia de la combinatoria 


El nacimiento y desarrollo de la combinatoria ha sido paralelo al desarrollo de otras ramas de 

las matemáticas, tales como el álgebra, la teoría de núr os, y la probabilidad. Desde tiempos 

muy remotos ha habido problemas de combinataria que han llamado la atención de los mate- 

málicos, por ejemplo: 

+ Los coeficientes binominales, que son los coeficiente 
fueron conocidos en el siglo xl 

+  Eltriángulo de Pascal, que es una dispo 
fue desarrollado en el siglo xill. 


enteros del desarrollo de (a+b), 
n tranguiar de los coeficientes binominales, 


Se puede considerar que en Occidente la combinar ge en el siglo xvi con los trabajos 
de Blaise Pascal y de Pierre Fermat sobre la teoría gos de azar. Estos trabajos, que for- 
maron los fundamentos de la teoría obabil contenian asimismo los principios para 
determinar el número de combinaciones de eleme de un conjunto finito, y así se estableció 
la tradicional conexión entre combinatoria y probabilidad 


El término “combinatoria” tal y como lo usamos aciualmente fue introducido por Wihem 
Leibniz en su Disseriartio de arte combinatoria. De gran importancia para la consolidación de 
la combinatoria fue el artículo de Ars Conjectarcij de J.Bernouilli; este trabajo estaba dedicado 
a establecer las nociones básicas de probabilidad. Para esto fue necesario introducir también 
un buen número de nociones básicas de combinatoria, pues se usaron fuertemente como 
aplicaciones al cálculo de probabilidades, Se puede decir que con los trabajos de Leibniz y 
Bernoulli se inicia el establecimiento de la combinatoria como una nueva e independiente rama 
de las matemáticas. 


El matemático suizo Leonard Euler fue quien desarrolló a principios del siglo xv una auténtica 
escuela de matemática combinatoria. En sus artículos sobre la partición y descomposición de 
enteros positivos en sumandos, estableció las bases de uno de los métodos fundamentales para 
el cálculo de configuraciones combinatorias, que es el método de las funciones generadoras. 
También se le considera el padre de la teoría de gralos por el planteamiento y solución de las 
problemas de los puentes de Konigsberg usando por primera vez conceptos y métodos de meo! 
de grafos. Los primeros problemas de teoría de grafos surgieron de la búsqueda de ads 
algunos problemas cotidianos y también en el planteamiento de algunos acertijos pr sy 
tales como el problema de los puentes de Konigsberg, la colocación de reinas en Un tabler 
ajedrez con alguna restricción, problemas de transporte, el problema del viajero, etc. 


Adaptado de <http://www.estadistica 


paratodos.es>. 


lema 1 O 
ne la siguiente estructura metálica: 
e 


¡De cuántas maneras puede ir una hormiga de 
AaB sin retroceder? 


Resolución 
De este lugar parte la hormiga; analicemos 
de cuántas maneras diferentes podría llegar a 


cada punto teniendo en cuenta que no puede 
retroceder, 


a 6 12 
Porlo tanto, la ho; 


rmiga t á i i- 
tenes. ga tendrá 20 caminos di 


Poblema 2 


lución 
tina 
Podría vest; . 
Co 1 £stitse de la siguiente manera: 


LIA yy y 
(9d kmo (bus Mm l Eta ] 

a x e 
Cao o 35 x 3 =60 


ho de o 


do 
bl Anto, 


XA 

y [par de 
ve atos 

Vestido ] | zapa li ] 


x 3 


= 18 
nú 
Mero de casos es 604+18=78, 


> Problemas resueltos 


Problema 3 


Jesús quiere ordenar en la última casilla de su 
estante 5 obras, la primera de 3 tomos, la segun- 
da de 4 tomos, la tercera de 5 tomos, la cuarta 
de 2 tomos y la última de 1 solo tomo. Si Jesús 
quiere ordenarlos de tal manera que cada obra 
tenga los tomos juntos, ¿de cuántas maneras di- 
ferentes Jesús puede ordenar sus obras? 


Resolución 
Se tiene lo siguiente: 


A: Aj Ay; Az (3 tomos) 
B: Bi; Ba; By; Ba (410mos) 
Obras C: Ci; Co; Ca; Cy Cs (5 tomos) 
D: D¡; D, (2 tomos) 
EssÉ, (1 tomo) 


Los tomos deben estar juntos y todas las 
formas en que se pueden ordenar son las si- 
guientes: 


(41; 49; Ag), (By; Ba; By; By) (Cy; Ca; Cs; Cos Co, 


3 4 5 
(D¡; D,) y (E) 
—— — 
2 1 
mm é 
Ahora, calculamos las formas distintas en qu 
se pueden ordenar las obras (5) 
Por lo tanto, por el principio de la 
el número de maneras de ordenar 


2 
(31 41 51 21) 5! =21-31:41:5! 


multiplicación 
las obras sería 


Problema 4 


Indique cuántas man 

sentar en una banca ha 

que los esposos y los a > ai E 
á ias deben €: 

más, las NOVI 


re- 
o hay 3pa 
“os: se sabe que en el grub 

sus novios; S de novios. 


jas 
jas de esposos y 2 pare) gal 


n 
eras diferentes 5 Sr 
14 personas, de sir , 
s estén juntos; ade 


Resolución 
Se tiene lo siguiente: 


14 personas 


y HoM¿H MH M2; PyPoP4Pa 


3 parejas 
de esposos 


2 parejas 
de novios 


Las parejas de esposos deben estar juntos 
(hay 2 formas de estarlo) y los novios también, 
con la novia a la izquierda de sus novios (hay 
solo una forma de estarlo). 


Por lo tanto, el número de maneras sería 


91x2!x2!x2!x1x1=9!x8 


Problema 5 


Un estudiante ha comprado 3 libros de mate- 
máticas diferentes, 4 libros de física y 3 libros 
de sociales, todos diferentes. Él desea or- 
denarlos en un estante con 10 espacios. ¿De 
cuántas maneras podrá hacerlo si los libros de 
un mismo curso deben estarjuntos? 


Resolución 
Gráficamente sería 


3! x de x 31 
n.2 de 
=31 x 41 Es 
a 31 x 41 x 31 x 31=5184 


1 


n? de ordenamiento 
de los 3 bloques de 
libros 


832 


Problema 6 


¿Cuántas palabras diferentes (con sentido o 
no) se pueden formar con las letras de la pala- 
bra BANANA? 


Re 
Las letras de la palabra BANANA son 


1ción 


A,A,A, N,N ,B 


Las palabras diferentes que se pueden formar 
están dadas por 


6 E 
ETT 


Por lo tanto, se pueden formar 60 palabras di- 


ferentes. 


Problema 7 

Se tienen 6 palos de igual tamaño, pero de di- 
ferentes colores, con ellos se quiere armar un 
hexágono regular. ¿Cuántas presentaciones di- 
ferentes podremos formar? 


verde NX” 
amarillo pr 
"Dre 


negro 


Dado que cada palito es de color diferente Y 
están ubicados en una línea cerrada, se tratará 
de un ordenamiento alrededor de un objeto. 


Por lo tanto, el número de maneras es 


P.(6)=5!=120 


mr 


problema 8 

tiene cinco sobrinas y cuatro sobrinos. 
an 

A cuántas maneras puede llevar a pasear a 

¿De : 

us sobrinos si desea llevar dos sobrinas y por 

$ . 

lo menos a un sobrino? 


Resolución . 
Elnúmero de maneras para llevar dos sobrinas es 
5 
C 


El número de maneras para llevar, por lo me- 
nos, un sobrino es 


2-1 
Dado que debe ocurrir la elección de las dos 
sobrinas y, por lo menos, un sobrino. 


+ (n2 de maneras)=C) x (91 1)=150 


Problema 9 


Ocho Personas (4 hombr: 


es y 4 mujeres) sen- 
tadas alrededor de Una 


solución 


Quieren est 


ar juntos 
Y Susan, 


a en el medio. 


AA 


Considerando a P, fijo y que el grupo de tres 
Personas se puede ubicar solo de dos 
permutamos los demás elementos. 


51x2=240 


Maneras, 


Problema 10 


Luisa se sienta con sus cinco amigas en círculo 
Para jugar yases. ¿De cuántas Maneras podrán 
ordenarse si Luisa y su amiga Karina se sientan 


siempre juntas? 
Resolución 


Gráficamente tenemos lo siguiente: 


Están 
siempre 
juntas 


n*de lp (5) x PÉ =41x21=48 
maneras Ñ ; 
n£ de formas nde formas de 
de ordenar 5 ordenar L y K 
elementos en 
forma circular 
Problema 11 


A dedor 
Cuatro parejas de esposos se ubican alre 


á man odrán 
de una fogata. ¿De cuántas mai E 
j junta? 
sentarse si cada pareja debe estar ] 


Resolución 
Sean las parejas 


(V,; M), (Va; Ma), (Va; Ma), (Va MA 


j e les con- 
Como siempre quieren estar juntos, S 


i solo elemento. 
sidera como 833 


Gráficamente tenemos lo siguiente: 


( n“de Ja x 21 x 21 x 2lx 21=96 
maneras d 
| 


permulacic 


Proble 
¿De cuántas maneras Carlos podrá seleccionar 
los sabores de su helado si hay siete sabores 
disponibles y desea escoger, por lo menos, tres 
sabores? 


Resoluc 
Sean los siete sabores 4; 4); 43; 44; As; Ag; Az. 
Dado que al escoger los sabores no importa el 
orden, entonces usamos combinaciones. 


+ Para 3 sabores: ES 
+ Para 4 sabores: Ci 
+ Para 5 sabores: El 
+ Para 6 sabores: Cf 


+ Para 7 sabores: C] 


Por lo tanto, el número de maneras será 


CI+C]+C]+C¿+C]=99 


Problema 13 


De un grupo de 12 personas se busca esco- 
ger un grupo de 9 personas para abordar un 
bote con 8 remos y con un timón. ¿De cuántas 


834 


maneras diferentes se pueden escoger dicho 
grupo si se sabe que de las 12 personas solo 4 
pueden llevar el timón? 


Resoli 
Sean las 12 personas 


PuPyPoPa Ps 
———— 
Pueden llevar 


el timón 
SAP 


Todos pueden remar. 


Primero escogemos la persona que puede lle- 
var el timón cf; al escoger una persona para 
llevar el timón, nos quedarían once personas 
de las cuales escogemos 8. 


Por lo tanto, el número de maneras diferentes 
que se pueden ubicar sería 


“CÍxC¿! =660 


En un corral hay dos conejos, tres cuyes y cuatro 
gallinas. ¿Cuántos grupos de animales existen 
de manera que entre las escogidas se encuen- 
tre, por lo menos, un animal de cada especie? 


Resolución 
En el grupo elegido debe haber, por lo menos 
un conejo, por lo menos, un cuy; además, por 
lo menos, una gallina. 
Para escoger, por lo menos, un conejo 
2 
Ci+C¿=22-C¿=2*-1 
3 
Para escoger por lo menos un cuy: 2-1 


iatiad 
Para escoger por lo menos una gallina: 2 -1 ' 


Por lo tanto, el total de grupos que se pueden 
formar es 4 
(2-19)x(22-1)x(1-1) k 


3x7 x 15 =315 


€. — 
problema 15 


De un grupo de seis personas se quiere esco- 
gerun grupO de cuatro personas para abordar 
un bote con tres pares de remos y con un ti- 
món. ¿De cuántas maneras diferentes se pue- 
den ubicar si se sabe que de las seis personas 
solo tres puede llevar el timón? 


Resolución 
Se dispone de seis personas. 


enana 
<< > 
—_—_—__— 


Solo 3 pueden 
llevar el timón 


Abordan un bote Para cuatro personas. 


AE E e 


Enprimer lugar, se e: 
Vará el timón y lueg 
Para Ordenarlas en, 


Scoge a la persona que lle- 
o alas 3 personas restantes 
los 3 asientos, 


Céxcs 
*9x31=3x 10x6=180 


Problema 16 
N siste, 
ma 
Má de figura señales tiene la for- 
$e tros Wei] y en cada vértice po- 
ha Pa distinto color (rojo, verde y 
las señales se Puede hacer si 


Para hacer 


Vértice 
pas Puede estar prendido un 
ebe prenderse por lo menos 


Resolución 


Se tiene el sistema para hacer señales 


En cada vértice solo puede estar prendido un 
foco (de los tres que dispone) y deben prender 
dos focos por lo menos. 


con 2 focos con 3 locos cond focos 


prendidos prendidos prendidos 


Cix? +  Cdx83 +  Cix3l' 


= 6x9+4X274+1x81=243 


Por lo tanto, se pueden hacer 243 señales. 


Problema 17 

¿Cuántas palabras de 6 letras que contengan 2 
vocales diferentes y 4 consonantes distintas se 
pueden formar con 4 vocales incluyendo la e y 
6 consonantes incluyendo la s, de manera que 
empiecen con e y contengan la s? 


Resolución 

Para formar las p: 
con lo siguiente: 
. 4vocales: €; .. 
+ 6 COnsonantes: Sii 


alabras de 6 letras se cuenta 


etra €. 
Por condición debe empezar con la l 


Debe estar la S. 


836 


Solo faltaría elegir una vocal de las 3 que que- 
dan y 3 consonantes de las 5 que quedan; lue- 
go debemos ordenarlas. 


Neal =CPxC3 x5!=3600 


Problema 18 

En una reunión hay seis varones y seis muje- 
res. ¿De cuántas maneras se puede formar una 
delegación de 5 miembros en la que al menos 
se debe incluir a 2 mujeres? 


Resolución 

Se quiere formar delegaciones de 5 miembros 
en las que se debe incluir por lo menos a 2 mu- 
jeres. Se tendrían los siguientes Casos: 


Caso 1 
a A SAS 


Pra! 


Se escojen 3 varones 
de un total de ( 


Se escojen 2 mujeres 
de un tolal de 6 


có x Cj=300 


a 
ss f 


A 
Se escojen 2 varones 
de un total de 6. 


x  C7=300 


Caso 2 


qn 
ll 


Se escojen 3 mujeres 
de un total de 6 


6 
C3 


UY 
Se escojen 1 varón 
de un lotal de 6. 


Cc; =90 


Se escojen 4 mujeres 
de un total de 6, 


6 
ES 


Se escojen 3 mujeres 
de un total de 6, 


| 
Có=6 
Por lo tanto, el número de modos para formar 
las delegaciones es 
300+300+90+6=696 


En un plano existen n puntos; no hay más de 
dos que son colineales, con los cuales se for- 
man segmentos, de tal manera que el número 
de estos sea igual a 5n. Halle el valor den, 


E 


Gráficamente sería 


Para formar segmentos 
se necesitan 2 puntos. 


Por dato 
( n.* de ) 
=5n 
segmentos 
pao 


n 
A 
CEI 


nín—Din—-2)! 5% 


(n-2)1x2! 
n-1 

z =5 
n=11 


pon — 
lema 20 , 
prob! amión interprovincial hay lugar para 
En pira hay vacas, caballos y asnos. Se 
ca disponibles no menos de seis de cada 
tien 


listos para embarcarse. ¿De cuántas ma- 
uno ] 
neras puede realizarse el embarque? 


Resolución l 

Como hay tres clases diferentes de animales y 
solo interesa escoger un grupo de 6'animales, 
sin interesar el orden en que los ubiquemos, 
se tiene una combinación con repetición. 

81 


¡O A 
Es 2161 


=28 


Problema 21 


Para confeccionar una pulsera para un bebé, 
son necesarias 10 perlas. ¿Cuántas pulseras 
distintas se podrían confeccionar si todas las 
Perlas son de colores diferentes? 


Resolución 


Esun ordenamiento circular de 10 elementos, 
es decir, 


P.(10)=9!=362 880 
Sin embargo, debem 


darán Parejas de ca 
9, Por ejemplo 


'0S percatarnos de que se 
Sos aparentemente distin- 


ata de 


la mis 
Yi Pulsera, vist 


» a de lugares opuestos. 
lo ta, 
o, 3 
Será "el número de Pulseras diferentes 
362 889 
2 "5181 449 


Problema 22 


Se presenta un grupo conformado por cinco 
Varones y tres mujeres, Indique cuántas comi- 
siones de cuatro personas se pueden formar 
en cada una de las siguientes consideraciones, 
1. No hay restricción alguna. 

II. Deben haber al menos dos mujeres. 

II. Deben haber al menos dos varones. 


Resolución 


l.. Como no hay restricción alguna de todo 


el grupo conformado por ocho personas 
(5 varones, 3 mujeres), vamos a escoger 
cuatro personas. 


De este conjunto vamos a 
escoger cuatro elementos 
Entonces 
1 
8 8 _ 
par” 


Por lo tanto, se podrán formar 70 comisio- 
nes. 


Il. Deben haber al menos dos mujeres; como 
se desea escoger cuatro personas, se ten- 
drán los siguientes casos: 


o 
A oo. a 
A $ ; 
'l o 

on recogen eno 
2 mujeres y 2Zvarones ASA 
de un total Y de untotal la ded 

de3 e | 

| 


3 
doxco. a 
3. x 10 + 1 


III. Si deben haber al menos dos varones, ten- 
dremos los siguientes casos: 


10 x 3 + 


Problema 23 


¿Cuántos números de 7 cifras existen, tal que 
su producto de cifras sea 125? 


Resolución 
Sea el producto de 7 cifras que resulte 125. 


5x5x5x1x1x1x1 


El número de casos dependerá del ordena- 
miento lineal que se realizan con sus cifras, así 
por ejemplo: 


5551111 
5515111 
5511511 


[nimer de 
>» —= 
3141 


! 
números de ys ld 35 
7 cifras j 


Por lo tanto, existen 35 números. 


Problema 24 


Luz Adriana desea repartir 9 estampas de la si- 
guiente manera: 4 a su profesora, 3 a su prima 
y 2a su amiga. ¿De cuántas maneras diferentes 
se puede realizar el reparto? 


838 


Resolución 
1. Reparte a su profesora. 


Debe seleccionar A 
1 de ellas 


Le quedan 5 estampas. 


2 )»có=125 
maneras 


2. Reparte a su prima. 


Debe seleccionar — ¿Y 
t 


Le quedan 2 estampas. 


n*de Y_ 5 _ 
? ns 10 


3. Reparte a su amiga. 


Debe seleccionar 
2 de ellas 
AAA 


nde Y 2 
É alas) =(7=1 


Finalmente, para encontrar el número total de 
maneras debemos multiplicar los resultados. 


( n. de 


ERA 126x10x1=1260 


Pb Test 


viajar de Lima a Piura se disponen de 
a aéreas y 6 líneas terrestres. ¿De 
ini ” a 
A ántas maneras diferentes se puede via- 
cui 


jarde Lima a Piura? 


C) 13 
E) 30 


B) 11 


Luis va a comprar un repuesto para su auto 
que se vende en 4 tiendas en el distrito de 
Breña, en 6 tiendas en Pueblo Libre y en 2 
tiendas en San Miguel. ¿De cuántas mane- 
ras podrá comprar dicho repuesto? 


A) 12 
D) 36 


B) 20 O 30 


E) 48 


. María tiene 5 blusas diferentes y 4 faldas 


diferentes. ¿De cuántas maneras se podrá 
vestir María utilizando estas prendas? 


A) 9 
D) 20 


B 1 O) 15 


E) 30 


- Enel gráfico, ¿de cuántas Maneras se po- 


dráir de A hacia B sin retroceder? 


A 24 
3) 30 
O 36 
D) 28 
E 20 


A 


B 
De Cuántas m 


'aneras se puede ubi 
Alumnos en E p bicar a 6 


A Carpeta de 3 asientos? 
7 


B 
103 ) 90 


ao> 


O) 96 
E) 120 


'a 


6. 


10, 


Indique de cuántas maneras se pueden 
distribuir 4 lapiceros diferentes en 3 cajas 
vacías si no es necesario que todas las ca- 
jas contengan algún lapicero. 


A) 27 
D) 64 


B) 12 O) 45 


E) 81 


¿De cuántas maneras diferentes se pueden 
sentar a 5 personas alrededor de una mesa 
circular? 


A 6 
D) 24 


B) 12 O) 18 


E) 120 


Indique de cuántas maneras diferentes se 
pueden ordenar en fila de 5 esferas de bi- 
llar si 2 son azules y 3 son rojas. 


C) 30 
E) 120 


A) 10 
D) 60 


B) 12 


¿Cuántos grupos de 3 frutas diferentes se 
pueden formar con 6 frutas diferentes? 


O) 2 
E) 36 


A) 10 B) 20 


D) 30 


Un grupo de catedráticos de la UNI se 
reúne en la casa de uno de ellos, donde se 
observa que se han dado 36 apretones de 
mano al momento de saludarse. ¿Cuántas 


i 0 
personas llegaron a dicha casa! 


0) 8 
E) 10 


A 6 B) 7 


D) 9 


res y 
Ao sE sl 71 sal o En o Claves 


>. Problemas propuestos 


Nivel básico 


En un baile escolar, la profesora forma pa- 
rejas extrayendo de una bolsa el nombre 
de un niño y de otra bolsa el nombre de 
una niña. Si en el aula hay 9 niños y 7 ni- 
ñas, ¿cuántas posibles parejas distintas se 
podrían formar? 


A) 63 . 
B) 756 
C) 80 
D) 48 
E) 196 


Se tienen tres casas. Indique de cuántas 
maneras diferentes se pueden distribuir 
dos personas en dichas casas si es posible 
que ambas se encuentren en una misma. 


A 3 B) 6 O 1 


Elegimos simultáneamente dos cuadritos 
de un tablero de ajedrez (uno blanco y otro 
negro). ¿De cuántas maneras se pueden 
elegir si deben ser de diferentes filas y co- 
lumnas? 


A) 750 B) 768 C) 770 
D) 832 E) 1024 


Tres alumnas quieren escuchar juntas en la 
misma carpeta el seminario de aritmética. 
Este se dicta en 3 locales de 4 aulas y cada 
una de estas con 8 carpetas para 4 alumnos. 
¿De cuántas maneras se pueden ubicar? 


A) 384 B) 576 O) 1728 
D) 1152 E) 2304 


En una tienda se venden 6 camisas y 5 pan- 
talones que me gustan, pero solo tengo 
dinero para comprar 3 camisas y 2 panta- 
lones, o 3 pantalones y 1 camisa. ¿De cuán- 
tas maneras puedo efectuar una compra y 
gastar todo mi dinero? 


A) 240 B) 250 C) 260 
D) 280 E) 320 


La señorita Rojas quiere comprar un te- 
levisor, para lo cual ha consultado a tres 
tiendas comerciales: la primera le ofrece 
tres sistemas de crédito, la segunda cua- 
tro sistemas de crédito y la tercera cuatro 
sistemas de crédito. ¿De cuántas mane- 
ras diferentes podría comprar el televisor 
al crédito? 


A) 1 B) 12 C) 24 
D) 36 E) 48 


En una exposición en el Museo de Arte 
de Alemania, se van a colocar en fila dos 
cuadros de Picasso, cuatro cuadros de 
Rembrandt y tres de Van Gogh. Determi- 
ne de cuántas maneras pueden ser ubi- 
cados los cuadros, de modo que los de 
Rembrandt se encuentren siempre juntos. 


A) 288 B) 1728 C) 2880 
D) 17 280 E) 36 288 


¿De cuántas formas se pueden sentar ak 
rededor de una mesa redonda una pareja 
y sus 5 hijos si los hermanos José y Luis 
siempre se sientan juntos? 


A) 120 B) 180 C) 360 
D) 160 E) 240 


>. 


¿ne cuántas maneras se puede seleccionar 
% En ersonas de un grupo de 15 personas 

p 2 :x ellas siempre deben pertenecer a 

dicha selección? 

a 1287 — B) 1291 
D) 1324 


C) 1298 
E) 1428 


10, Un estudiante debe contestar 7 de 10 pre- 
guntas de un examen. Indique de cuántas 
maneras puede escoger en los siguientes 
casos: 

+ Las 7 preguntas 
* Silas 2 primeras son obligatorias 
* Sidebe contestar 3 de las 6 primeras 


A) 120; 56; 20 
B) 60; 28; 10 
C) 240; 56; 40 
D) 180; 14; 30 
E) 120; 63; 24 


De seis números Positivos y cinco números 
negativos se escogen cuatro números al 
azar y se multiplican. Señale el número de 
Maneras en que el producto resulta positivo, 


A 45 


B) 170 
D) 480 


C) 330 
E) 1080 
12. En ; 
Pr sala de Juegos, una persona lanza 
ados Simultáneamente. ¿De cuántas 
9rMas Puede 


he -S OCUrrir que los seis dados 
ten diferentes Números? 


A 120 
D) 529 B) 320 E y 
NN 
Ntod, 
¿Cuán astra 


s de la pal, 
As Palabras Palabra CASACAS, 


10) sa sin que importe el cen- 


Pueden formar? 
A 420 
Di 3630 O) 340 
E) 210 


14, 


16. 


——AA 


Nivel intermedio 


Disponemos de todas las cifras significati- 
vas de la base 8. ¿Cuántos numerales de 
5 cifras diferentes se pueden escribir, de 


modo que empiecen en 4 y terminen en 
cifra par? 


A) 120 
B) 180 
O) 200 
D) 240 
E) 400 


. De Lima a Lurín se conducen tres carre- 


teras asfaltadas que son cruzadas por tres 
caminos sin asfaltar, tal como se muestra 
en el siguiente esquema: 


¿UN 
Lima Lun 
; ; 


' 
fi ' 
1 


¿De cuántas maneras se puede viajar de 
Lima a Lurín si no se puede retroceder? 


A 7 B) 8 C) 9 
D) 10 E) 11 


Un grupo de 7 mujeres y 5 hombres desea 
tomarse una foto, y para que el paisaje sale 
ga en dicha foto solo pueden entrar 8 per 
sonas. ¿De cuántas formas podrá un fotó 
grafo cumplir el deseo de dichas quit 
si 5 mujeres, por lo menos, deben estar 

la foto? 


C) 210 
E) 205 


A) 315 B) 285 
D) 420 


841 


Ñ a 


19, 


842 


20. 


, ¿De cuántas maneras 3 argentinos, 4 pe- 


ruanos, 4 chilenos y 2 cubanos pueden 
sentarse, ordenadamente en una mesa 
redonda de modo que los de la misma na- 
cionalidad se sienten juntos? 


A) 3456 
B) 6912 
C) 20736 
D) 41 472 
E) 165 888 


. En un videojuego se emplea un password 


(código de entrada) que está formado por 
seis letras seguidas por una cifra. Calcule 
cuántos passwords se pueden formar si 
se disponen de tres letras A, dos letras N y 
una /; además, deben terminar en un dígito 
impar. 


A) 216 
D) 250 


B) 224 C) 240 


E) 300 


¿De cuántas maneras se puede representar 
el número 15 como una suma indicada de 
cuatro sumandos enteros positivos y dife- 
rentes entre sí? 


A) 120 
D) 136 


B) 133 C) 144 


E) 149 


Se tienen 10 libros, de los cuales 2 son de 
aritmética, 4 de álgebra y 4 de geometría, 
para ordenarlos (en fila) sobre un estante. 
¿De cuántas maneras se Podrá realizar dicho 
ordenamiento si consideramos que todos 
los libros son de la misma edición, es decir, 
los libros del mismo curso son iguales? 


A) 2880 
D) 3150 


B) 2910 C) 3004 


E) 3256 


25. 


71. Se tienen 10 colores de pintura, todos distin- 


tos entre sí. ¿Cuántos nuevos colores se pue- 
den obtener combinando los mencionados? 
B) 1023 C) 2048 
E) 1013 


A) 1024 
D) 511 


En una reunión hay 10 varones y 5 mujeres, 
Si se van a formar grupos de 3 personas, 
¿cuántos grupos diferentes se formarían? 
Considere que como máximo puede haber 
2 mujeres en el grupo. 


A) 400 
D) 510 


B) 445 C) 480 


E) 600 


Una empresa cuenta con 20 sucursales 
en provincias y desea contratar un grupo 
de A personas para que realicen una labor 
de inspectoría en grupos de 3 (las ternas 
deben ser diferentes). ¿Cuál es el mínimo 
valor de A para lograr el objetivo? 


mA 
D) 7 


B) 5 


Un examen consta de 12 preguntas, de las 
cuales el estudiante debe contestar 10. Si 
de las 6 primeras preguntas debe contestar 
por lo menos 5, ¿cuántas posibilidades de 
elegir 10 preguntas tiene el estudiante? 


A) 15 
D) 21 


B) 36 C) 51 


E) 27 


¿Cuántas parejas se pueden formar con un 
grupo de 4 varones y 6 mujeres si cierto va- 
rón rehusa tener como pareja a dos de las 
mujeres? 


A) 20 
D) 38 


C) 22 
E) 56 


B) 21 


á diferentes se pueden 
Jí, De cuántas maneras dil ep 
sentar 2 varones, 3 mujeres y 3 niños alre- 
dedor de una fogata, si los niños siempre 
deben estar juntos. 


A) 620 
B) 580 
0) 640 
D) 540 
E) 720 


17, Se extraen 5 cartas al azar de una baraja 
de 52 cartas. Indique de cuántas maneras 
se podrían realizar las siguientes acciones: 
+ Extraer exactamente 3 cartas iguales 
(del mismo puntaje) 

* Extraer un full (3 y 2 cartas de un mis- 
mo puntaje) 

* Extraer una escalera (5 cartas de pun- 
taje consecutivo) 

Dé como respuesta la suma de los resulta- 

dos; considere al as como uno. 


A) 71 616 


B) 68 727 
D) 67872 


O 76278 
E) 72867 
3, María tiene 5 


Colas, ¿De cu 
Pasear con al 


Perros y 3 gatos como mas- 
ántas maneras puede salir a 
Menos un perro y con al me- 


NOS un gato? 

) 200 

Dep 215 Es 217 
224 


amigo, 
Star ap, nos se van de campamento y por 


OS idean un i 
n Ju de 
eno colocar, Juego, el cual re 


esco += alrededor de un árbol. Si 
Lota ¿ ce Para el juego cuenta con 
0 


5, ¿de q 
lara Me lántas Maneras pueden ini- 
A) 7 
Dedo Bos O 120 
E) 480 


30. 


31. 


34, 


>> A 


En una reunión hay 4 niños, 3 niñas y 2 
adultos. ¿De cuántas maneras pueden sen- 
tarse en una fila si los niños deben estar 
juntos y las niñas también?. 


A) 3560 
D) 5240 


B) 4280 C) 3460 


E) 3456 


Con 3 banderas blancas, 3 banderas rojas 
y 3 banderas azules, ¿cuántas señales dife- 
rentes se podrán formar si todas las bande- 
ras se van a colocar en una asta. 


A) 840 
D) 720 


B) 1680 C) 1640 


E) 5! 


Nivel avanzado 


32, Se desea ubicar en una columna a 4 muje- 


res y 3 hombres. Si un hombre no puede ir 
detrás de otro, ya que hay una mujer entre 
ellos, ¿dé cuántas maneras se pueden ubi- 
car las personas? 


A) 72 
D) 156 


B) 108 C) 150 


E) 144 


. Se reúnen 40 damas y 20 varones para ele- 


gir un presidente, un vicepresidente, un te- 
sorero y un secretario. La condición es que 
el tesorero sea una dama y el secretario un 
varón; además, nadie puede ocupar más 
de un cargo. Indique de cuántas maneras 
puede elegirse ese grupo directivo. 


A) 2644800 B) 2844600 C) 2 866 400 
D) 3088 400 E) 3244800 


¿Cuántos números de 3 cifras ei e 
pueden formar con los dígitos 1; 2; 3;4y e 
manera que no aparezca el 3 en las decenas: 


o 2 


B) 60 
! E) 48 


A) 72 
D) 36 


843 


| 


| 


co 


35. Se permutan cinco cifras (a; b; c; d y €) sig- 


nificativas y diferentes, formando con ellas 
todos los numerales de tres cifras diferen- 
tes. Si la suma de ellos es 31 968, calcule 
a+b+c+d+e. 


A) 22 B) 23 C) 24 
D) 25 E) 26 


). Un mozo debe llenar 10 vasos diferentes 
con gaseosa y chicha, luego debe llevarlos 
y repartirlos entre 6 caballeros y 4 damas. 
Si los vasos con gaseosa son para los ca- 
balleros y los de chicha para las damas, 
calcule de cuántas maneras diferentes 
puede llenar los vasos y luego distribuirlos 
en la mesa. 


A) 12x(7D? B) 7x(6N? 0) 6x(71? 
D) 7x(7)? E) 14x(61)? 


7. Susana decide invitar a un almuerzo a sus 


seis amigos más cercanos, ella sabe que 
dos de dichos amigos no pueden estar 
juntos y que otros dos siempre se sientan 
juntos. ¿De cuántas maneras diferentes se 
pueden sentar a almorzar si la mesa de 
Susana tiene forma circular? 


A) 156 B) 144 O) 192 
D) 148 E) 124 


. Alrededor de una mesa circular se van a 
sentar seis personas. Si dos de ellas deben 
sentarse juntas y otras dos separadas, ¿de 
cuántas maneras pueden sentarse? 


A) 30 B) 24 O 40 
D) 36 E) 48 


Ñ 


39. De un grupo de 9 personas se deben es- 


coger 7 para abordar un bote de 6 remos 
y un timón. ¿De cuántas maneras diferen- 
tes podrían ubicarse si se sabe que hay 2 
personas que no pueden remar del mismo 
lado y estas son diferentes a las dos que 
solo pueden llevar el timón y no remar? 


A) 5400 B) 6624 C) 7200 
D) 3600 E) 5040 


'. En un cajón hay 10 jeringas, 3 en mal esta- 


do y 7 buenas. Si se extraen una por una al 
azar, de cuántas maneras se pueden orde- 
nar las jeringas extraídas antes de la octava 
extracción (en la que se obtuvo la última 
en mal estado)? 


A) 20 B) 21 C) 35 
D) 46 E) 56 


Se tienen 12 preguntas de aritmética, en las 
cuales se deben formar los temas P y Q con 
6 preguntas diferentes cada uno. ¿De cuán- 
tas maneras se pueden formar dichos te- 
mas y ordenar sus preguntas en cada uno? 


A) CPx6l6! B) C5 CC) Cg3t 


D cPxe! E) 61616! 


. De n personas se eligirá un grupo. de 3. Si 


hay 30 formas de elegir a dichas personas, 
sabiendo que entre las n personas hay 2 en 
particular que no quieren estar juntas en el 
grupo, halle el valor de n. 


Leonardo de Pisa Fibonacci 


Introducción a 
la probabilidad 


Ángel Sánchez Oré 


a 


CAPÍTULO XXI 


INTRODUCCIÓN A LA PROBABILIDAD 


Objetivos 
+ Determinar la probabilidad de un evento con respecto a un espacio muestral asociado a un 
experimento aleatorio. 


Resolver los diferentes casos de probabilidad aplicando propiedade 


Calcular la función de probabilidad de variables aleatorias discretas, su esperanza máte- 
mática y su varianza. 


Introducción s 


Enlasociedad francesa de 1650, el juego era un entretenimiento común sin muchas restricciones. 
e sisi están las raíces de la teoría de la probabilidad, pues cada vez que se 
“cucian juegos más complicados se originaba la necesidad de un método para calcular la 
osibiidad de ganar en cada juego. 
ma Vado apasionado, el Caballero De Mére, quien encontró un desacuerdo al =—_ 
le ganarlo E se realizaban con las veces que se ganaba, ya que él tenía una forma par a E ] 
famoso DIA SI] previamente había calculado. En París, consultó esta aro 200 pes 
e Mére y on y filósofo Blaise Pascal, quien se interesó por los problemas que EE a S. 
lego con Otros e. una correspondencia epistolar sobre cuestiones de grado de cerl 
'emáticos amigos, sobre todo con Fermat en el siglo XVIl. 


lego 
Sta Corre: á . 4 
durez reta Puede considerarse el origen de la teoría de probabilidad. aa 
Sacias cia siglo xix, con Fermat, en su obra Teoría analítica de la probabilidad. En el siglo XX, 
nia de ii a Kolmogoroy, se convirtió en un campo más de la matemática rigurosa COn 
i he eos Hubo otros que contribuyeron también al cálculo de probabilidades cas 

Í Sa Bayes, Markov, quienes hicieron publicaciones referentes a las probabilidades Y 
A off E Para poder aplicarlas en la política, la medicina y la biología. 

ción e vbabilidad tendrá como objetivo orientar al investigador en los der e 

lOs A 2 p A 'eptos 
entend. experimentos y fenómenos aleatorios, y proporcionar concep 


e] 
rlos Procesos que dependen del azar. 


sos de 


847 
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1» CONCEPTOS IMPORTANTES 

1.1. EXPERIMENTO AL TORIO (£) 

Es aquella prueba cuyo resultado no es pre- 
decible de forma absoluta; los resultados po- 
sibles de un experimento aleatorio dependen 
del azar. Aquellos experimentos cuyos resul- 
tados son totalmente predecibles no se van a 
estudiar y son los llamados experimentos no 
aleatorios (determinísticos). 


Por ejemplo, si dejamos caer una pelota o la 
lanzamos y conocemos las condiciones inicia- 
les de altura, velocidad, peso, etc., sabremos 
con seguridad dónde caerá, cuánto tiempo tar- 
dará y otras características más. Sin embargo, si 
lanzamos un dado sobre la mesa, ignoraremos 
qué cara estará hacia arriba: el resultado depen- 
de del azar. Otros ejemplos son los siguientes: 

+ Lanzar un dado y observar el resultado. 

+ Lanzar tres monedas simultáneamente y 
observar lo que nos resulta. 

» Elegir dos personas de un grupo de tres 
mujeres y un hombre. 

+ Extraer al azar una carta de una baraja de 
52 y observar el puntaje. 

+ Observar un partido de fútbol y anotar el 
resultado de un equipo para la acumula- 
ción de puntos. 

+» Extraer dos bolillas una por una sin reposi- 
ción de una urna que contiene 10 bolillas 
idénticas numeradas y observar su suma. 

+ Contar objetos defectuosos producidos dia- 
riamente por cierto proceso de producción. 


» bota 

En general, un experimento será aleatorio 

si cumple las siguientes condiciones: 

+ Cada experimento puede repetirse in- 
definidamente sin cambiar esencial 
mente las condiciones. 

+ Cada experimento es no determinístico 
(el resultado no se puede predecir), 

+ Cada experimento tiene varios resul- 
tados posibles que pueden describir 
se de antemano con precisión. 


848 


—_Á e, 


=SPACIO MU AL (9) 

Se llama espacio muestral al conjunto de todos 
los resultados posibles de un determinado 
experimento aleatorio y se denota por (2; cada 
resultado posible de un experimento aleatorio 
es un elemento del espacio muestral. A cada 
elemento del espacio muestral se le denomina 
también punto muestral. Para los cinco 
primeros experimentos anteriores, tendremos 
lo siguiente: 


Q,=(1; 2,3; 4; 5; 6) 

Q)=(CCC; COS; CSC; CSS; SCC; SCS; SSC; SSS) 
Q¿=(M,M); M¡My; MH; MoMy; MoH; M¿Hy 
Q/=(4; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10;J; Q;K) 
Q;=1(pierde, empata, gana) 


cios mues: 


Por el número de elementos o puntos mues- 
trales, los espacios muestrales se clasifican en 
los siguientes: 


ito 


Contienen un número finito de elementos. 


Ejemplos 

*  Q¡=(1;2;3;4;5;6) 

e  Qy=([CC; SC; CS; SS) 

e Q3=(1C;2C; 3C; 4C; 5C; 6C; 15; 25; 35; 45; 
55; 65) 


etos infinitos 
Comprenden un número infinito numerable 
de elementos. 


Ejemplo 
Si el experimento aleatorio es lanzar U 
neda tantas veces como sea necesario has- 
ta que aparezca la primera cara, el espacio 
muestral será 


Q4=1C; SC; SSC; SSSC,; ...) 


ina mo- 


>-_— ION 


« Continuos Ejemplo 
Contienen UN número infinito no numerable A: Lance un dado y obtenga como resultado 
de elementos. un número múltiplo de 7. 
A=04 
Ejemplos Ñ 


+ Para el experimento aleatorio que mida la 
vida útil (en horas) de un determinado ar- E 0 : í 
tefacto eléctrico, su espacio muestral será s aquel evento que contiene un solo elemento 

o punto muestral. 
Q;= [fe R/t>0) 


ig 0€ a2ntal 


+ Siel experimento es lanzar un dardo y de- Ejemplo 


E ed e . B: La j 
terminar la posición de caída de este hacia ; nie ésa y obtenga como puntaje un 
. ] n ] 
un blanco circular de radio 5 cm, su espa- Minero periecio 


cio muestral será B=16) 
Q=1(x; y) e R?/P4y?< 25) 


Es cuando posee todos los puntos muestrales 
o elementos del espacio muestral. Al realizar 
una prueba del experimento aleatorio, todos 
los casos son favorables. 


Es cualquier subconjunto del espacio muestral 
(9). Para los cinco primeros experimentos 
aleatorios anteriores, se tienen los siguientes 


eventos: 
Q, : event : Ejemplo 
pa : par) C: Seleccione una carta de una baraja y que el 
2 o puntaje sea menor que 15. 
a 


* evento B (al menos 2 caras) 


C=42 3; 4; 5. 1054; Q;£54) 
B=(CCC; CCS; CSC; SCCY Ñ 


- Vento C (solo mujeres) 4.3.4. Evento contrari 
SIM Mo; M,Mo; MM) Dado un evento determinado A, el evento | 
A j i uel que posee los puntos 
+*FVento D (puntaje mayor que 10) contrario es aquel que pi a | 
D= (4; Q; K) muestrales que no posee Á y se le design | 
9: AtOAS. 
5* Vento E (no pierde) c 
(empata, gana) AC=Q-A 
or ejem 
Plo, si O 
cio Muestra 03 y 1; ...; 10.) es un es- Ejemplo 
"eden defini ato de n elementos, en él se Sea el experimento lanzar dos monedas y a 
tos) "2 eventos diferentes (subcon- el evento A sacar alguna cara, entonces, 
13: será no sacar ninguna Cara. 
1. E 
"Evento impne: 
lodo ve “Posible (1) 
h lo qu servación 
e muestrale, € No posee elementos o de semento de un evento sele llarha 
j $ :ada elemento 
“timento al a hacer una prueba del cada ele e nd 
Vorab, “atorio n, “suceso”, es decir, un evenic 
Sete deco, o Ocurre ningún caso FE 
designa como q. junto de sucesos. 
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1.4. OPERACIONES CON EVENTOS 

Usando las operaciones en conjuntos, pode- 
mos formar nuevos eventos, los cuales serán 
nuevamente subconjuntos del mismo espacio 
muestral. 


1.4.1. Operación unión 

Los eventos A y B se define de la siguiente for- 
ma: (4 UB); es el evento que posee los casos 
cuando se dé al menos uno de los 2, es decir, 
cuando se dé A o B (se pueden dar ambos a 
la vez). 


Ca uUB=(wweQ/we A v weB) | 


1,42. 0 lón inte 
Los eventos A y B se define de la siguiente 
forma: (A N B); es el evento que posee los 


casos cuando se den A y B a la vez. 


la nB=(weQ/weA a weB) j 


1,4.3. Operación diferencia 
Los eventos A y B se definirá como (A-B) y es 
cuando se da Á y no B. 


[a-a-c0< Q/weA a weBi=ANB" ) 


De lo anterior podemos concluir que 


AUBeseleventoA oB 
AnmBesel evento A y B 
A-B es el evento A, pero no 8 


Ejemplo 

Sea el experimento lanzar un dado y sean los 
eventos siguientes: d 

A: Obtener puntaje mayor que 4, 

B: Obtener puntaje impar. 
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Hallemos lo siguiente: 

+ AUB:obtener puntaje mayor que 4 o pun- 
taje impar 
> AUB=11;3;5; 6) 

+ AMB: obtener puntaje mayor que 4 y pun- 
taje impar 
> AnB=15) 

»  A-B: obtener puntaje mayor que 4, pero 
no puntaje impar 
> A-B=(6) 


1.4.4, Producto rtosiano de eventos 
Para dos eventos, A y B, el evento AXB es el pro- 
ducto cartesiano de los eventos A y B que con- 
siste en todos los pares ordenados de puntos 
muestrales (10); 10,), siendo w, € A y w,€ B. 


xB=4(10;103)/0,€ A A we B) 


1.5.EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUYEN- 
TES O DISJUNTOS 
Sean A y B dos eventos de un cierto experi- 
mento aleatorio; se dice que estos eventos 
son mutuamente excluyentes (disjuntos) si no 
pueden ocurrir juntos, esto es 

ANB=4 


Ejemplo 

Se toma un test sobre 10 puntos. 

A:  Obtuvieron puntaje mayor que 5. 
A=1(6; 7; 8; 9; 10) 

B: Obtuvieron puntaje menor que 5. 
B=10; 1; 2;3; 4) 
ANB=p 


o 
9, DEFINICIÓN CLÁSICA DE PROBABILIDAD 
Fue una definición dada por Laplace a finales 
del siglo XVIII, qUe dice que si se tiene que los 
sucesos del espacio muestral Q son equipro- 
bables (tienen igual probabilidad), se podrá 
definirlo siguiente: 


Sea P[A): probabilidad del evento A 


n.* de casos favorables 
para que ocurra A 

S PA AAA 

(n.? total de casos posibles) 


_n(4) 
| E no) 


RAS 


¡ACQ 


Aplicación 1 

Calcule la probabilidad de lanzar dos dados y 
que el puntaje obtenido sea 10. 

Resolución 


Allanzar los dados se obtiene 


y 
el 


(6) = 36 posibilidades 


Qs(1; , 
e (3)... (6,0, (6,5), (6,0)) 


Si E 
Se quiere obte 
eine e evento 


ner el puntaje 10 en total, se 
Siguiente: 


4: 
Obtener Puntaje 10 


—_—— ZA 


A=4C4; 6)(5; 5)(6; 0) 
n(4)=3 


na) _3_1 
pata, 9 
ds nO) 36 12 


» Nota 

En muchos casos no es necesario deter- 
minar los elementos del espacio mues- 
tral, solo interesa saber cuántos elemen- 
tos existen, para lo cual emplearemos 
conocimientos de análisis combinatorio 
vistos anteriormente. 


Aplicación 2 

Si una persona escribe al azar un número de 
tres cifras, halle la probabilidad de que escriba 
los siguientes números: 

L Ciento veintitrés 

II. Un número par 

II. Un número par que empieza en 5 


Resolución 

Antes de analizar cada caso, veamos el espa- 
cio muestral para el caso en el cual se escribe 
un número de tres cifras. 


Q¿=1(100; 101; 102; ...; 997; 998; 999) 
Además, n(Q)=900. 


Veamos 
1. A: se escribe el número 123. 
A=4123) 
0_ 1 
PA oy 300 


IL. B: se escribe un número par. 
B=(100; 102; 104; 106; ...; 996; 998) 


n(B)=450 
n(B) _450_1 
PBI ay 7900 2 
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IIL. C: se escribe un número par que empieza 


en 5. 
C=1500; 502; 504; ...; 596; 598) 
n(C)=50 
n(C) _50_1 
Ple se <= At 
1cl n(Q) 900 18 
Aplicación 3 


En una población, el 20% tiene máximo 

25 años, el 40% tiene de 26 a 35 años, el 15% 

de 36 a 55 años, el 17% tiene de 56 a 65 años, 

y el resto tiene más de 65 años. Si se pregunta 

al azar a una persona su edad, calcule las 

siguientes probabilidades: 

1. Que sea mayor de 65 años. 

II. Que tenga al menos 56 años. 

II, Que tenga menos de 26 años o más de 
65 años. 


Resolución 
Como se está trabajando con tanto por ciento, 
vamos a considerar un total de 100 personas. 


De esta manera tendremos el siguiente cuadro: 


20% Al máximo 25 años 
10% | 26-35 

15% | 36 a 55 
17% p 56 65 

8% | más de 65 años 
Eat LESS 

100% | Total 


Ahora hallemos la probabilidad en cada caso. 
LA: que sea mayor de 65 años. 


8 
PLAl=5=0,08 


II. Al menos 56 años significa que mínima- 
mente tiene 56 años. 
B: tenga al menos 56 años. 


17+8_1 
PIBI== 00 547025 
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II. C: tenga menos de 26 años o más de 65 


años. 
20+8 28 
Pa 1007028 
Aplicación 4 


Se lanza un dardo en el gráfico mostrado. De- 
termine cuál es la probabilidad de acertar si 
para ello debe caer en el círculo negro. 


Resolución 
Se observa que la probabilidad va a depender 
de las áreas. Entonces 


Área de la región posible=1(5)* 
Área de la región favorable=1(2)? 


Luego, 


5 
Placertar]= (57725 


Placertar]= 0,16 


2,1. PROPIEDADES DE LAS PROBABILIDADES 


Propiedad 1 
La probabilidad de un evento A varía desde 
cero hasta 1. Así tenemos que 


.— 


Además, se afirma lo siguiente: 
siPI4]=0 > A es un evento imposible 
siP[A]=1 > A es un evento seguro 


Propiedad 2 
Dado un evento A, se cumple 


[PLA “]=1=PIA] | 


Siendo P[AC] la probabilidad del complemento 
del evento A. 


Pro ad 3 


Sean dos eventos A y B cualesquiera, se cum- 
ple que 


PIAUB]=P[A]+P[B]-P[ANB] ] 


Propiedad 4 


Dados dos o más eventos de un mismo espa- 
cio muestral, mutuamente excluyentes dos 


a dos, la probabilidad de la unión de dichos 
eventos será la unidad. 


Demostración : 
abemos Por conjuntos que 


"AU B)=n(4)+n(B) NA NB) 


Sean No vacío. 
> 008) n(a)+n(8)-n(A 7 8) 
n(Q) a 
MA UB) 


= 54M) n(B) nanB) 
MISION OO) 
he PA + PIB-PA m8] 


ñ Mutuamente excluyentes 
ln B]=0 


dd UBI=PIAI+P[B] 


Entonces 


Aplicación 5 

La probabilidad de que llueva mañana es 0,10; 
la probabilidad de que truene es 0,05 y la pro- 
babilidad de que llueva y truene es 0,03, ¿Cuál 
es la probabilidad de que llueva o truene? 


Resolución 
Sean los eventos: 


A: que llueva > P[A]=0,10 
P[B]=0,05 


AMB: que llueva y truene > P[A NB]=0,03 


B: que truene > 


Entonces diremos que la operación de eventos 


A UB significa que llueva o truene. 


Por propiedad, se tendría 
PÍA UB]=P[A]+P[B]-P[A N B] 
*. P[AUB]=0,10+0,05-0,03=0,12 


Otra forma 


10 _n(4) 
PIA]=0,10=55=5(0) 


5 n6B) 
PIB1=0,05==05= (0) 


1 AA 
PlANB1=0,08== (0) 


Por lo tanto, diremos que 
(4AUB)_ 12 =0,12 


n 
PIAUBI==gG) 7100 
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Aplicación 6 

Se lanzan simultáneamente tres monedas de 
diferentes valores. ¿Cuál es la probabilidad de 
obtener al menos una cara? 


Resolución 

Hallemos el número de elementos del espacio 
muestral al lanzar tres monedas de manera 
simultánea; no olvide que para cada moneda 
hay dos posibles resultados, 


00 €) 


222 %2=8 


Luego tendremos el siguiente espacio muestral: 
Q=(CCC; CCS; CSC; SCC; CSS; SSC; SES; SSSy 


Además, 
C: cara 
S: sello 


Sea A el evento para obtener al menos una 
cara. + 


A=(CCC; CCS; CSC; SCC; CSS; SSC; SCS) 


Por lo tanto, 
na) 7 
PA ay 
Otra forma 


Resolvemos mediante el evento complemen- 
tario. 


AC: no se obtiene cara A= 1SSS) 


Sabemos que 
PAD =1-P(4) 
1214) 

8 


7 
>. PIA)=g 
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p PROBABILID CONDICIONAL 
Definiremos esta probabilidad cuando exista 
un evento (4) que ocurre condicionado a que 
haya ocurrido previamente otro evento (B) y lo 
denotaremos por P[A/B]. 

Se lee: probabilidad de que ocurra A dado que 
ha ocurrido B. 


Aplicación 7 

En una urna se tienen bolas numeradas del 
l al 9 y se extrae una bola al azar. Determine 
la probabilidad de que sea mayor que 6 si se 
sabe que la bola extraída es impar. 


Resolución 

Sean los eventos siguientes: 

A: bola extraída de numeración impar 

B: bola extraída de numeración mayor que 6 


Entonces, lo que nos piden es 
P[B/A]: probabilidad de que sea mayor que 6, 
dado que fue impar. 


Sabemos que 


Q=(1;2;3; 4; 5; 6;7;8; 9) 


De lo anterior obtenemos que 
n(Q)=9 
n(A)=5 
n(B)=3 
n(AnB)=2 


l 
| 
; 


E : 

seguridad de que la bola extraída eS 
ar, nuestro espacio muestral queda reduci- 

e evento; en él buscamos los eventos que 

involucren UN resultado impar y mayor que 6, 

es decir, el evento (ANB). 


Altenerla 


ANB=17,9) n(ANB)=2 


Obtenemos que 
nAnB) 2 
P[B/A]= UVAS 
En forma general 
n(AnNB) 
PIB/A]= nAnB) -_n(Q) 
nía) n(A) 
n(Q) 
era POB | 
PIA] 
Aplicación g 
Un 1 ñ 
E E de baile posee dos entradas por las 
ps O Una misma cantidad de per- 
Sy 30m a Primera entrada ingresan 20 varo- 
Bresa e po $, mientras que por la segunda 
bilidad de Que S A Varones. Calcule la proba- 
al 
do porta mis a Una pareja que haya ingre- 


Además, 


A: Varón que haya ingresado por la puerta 1 
B: Mujer que haya ingresado por la puerta 1 
C: Varón que haya ingresado por la puerta 2 
D: Mujer que haya ingresado por la puerta 2 


Piden 
PÍA y B]+P[C y D] 
PIA1xP[B]+P[C]xP[D] 
ed 259 

50505050 

6 4 10 


2575795 040 


PÍA y B]+P[C y D]=0,40 


3» FUNCIÓN DE PROBABILIDAD 

De lo anterior se puede concluir que no todo 
espacio muestral £2 asociado a un experimen- 
to aleatorio está constituido por elementos nu- 
méricos, sino que en muchos casos son entes 
abstractos; por ejemplo, al lanzar una moneda 
varias veces hasta obtener cara, tendríamos 
resultados como C, SC, SSC, etc. 

También se sabe que muchas veces no es fácil 
describir el espacio muestral Q asociado a un 
experimento aleatorio cuando sus elementos 
no son números. 


3.1. DEFINICIÓN : 
La probabilidad P es una función cuyo domi- 
nio es P(Q) y su rango es el intervalo de núme- 
ros reales [0; 1], es decir 


P:-P(Q) = 10;11 


Ejemplo 
Sea el experimento aleatorio. 
E: lanzar una moneda tres veces. 
Í: iguiente: 
El espacio muestral Q sería el siguien 
Q=[CCC, CCS, CSC, SCC, CSS, SCS, SSC, 555] 
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Supongamos que ahora solo nos interesa el 
número de caras que se obtienen, de manera 
que los sucesos CCS, CSC, SCC pueden con- 
siderarse equivalentes, también los sucesos 
CSS, SCS, SSC se consideran equivalentes. 
Podemos introducir una función x definida so- 
bre Q, de tal manera que 

x(CCC)=3 

x(CCS)=x(CSC)=x(SCC)=2 

x(CSS)=x(SCS)=x(SSC)=1 

x(SSS)=0 


Es lo mismo que 
x(3 caras)=3 
x(2 caras)=2 
x(l cara)=1 
x(0 caras)=0 


Gráficamente tendremos lo siguiente: 


A cada grupo de posibilidades le corresponde 
una probabilidad de la siguiente manera: 


P(x=3)=P(3 caras) = 


3 
P(x=2)=P(Q caras)=-3 
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P(x=1)=P( cara)== 
P(x=0)=P(0 caras)== 


Vemos pues que la función x hace corresponder 
a cada elemento de Q un número real x. 


Además, el conjunto de elementos de (2, cuya 
imagen es uno de estos números reales, es 
un elemento de P(Q), es decir, un evento; 
por lo tanto, una determinada probabilidad. 
Las funciones de x que cumplen con estas 
condiciones se les llama variables aleatorias. 


Dado un experimento aleatorio E, asociado 
a un espacio muestral (Q, se llama variable 
aleatoria aquella función x que asigna a cada 
elemento w en Q uno y solamente un número 
real x=X(1w); es decir, x es una función real 
XxQ>R. 


Gráficamente tenemos lo siguiente: 


a 


Ran(a) 


El dominio de la variable aleatoria x es Q y el 
rango es un subconjunto de R, al cual denota- 
remos por Ran(x). 


Ejemplos 

» Una uma contiene 12 bolillas numeradas 
del 1 al 12. Se extrae una bolilla y se quiere 
analizar la variable aleatoria x=número de 
divisores del número obtenido. 


Se tiene lo siguiente: 


| 
i < 
wegobaia [1 [2 [3 [a [sT6T7 ls 19 [1 E 1 | | 
s 2 lala => 
A DIO ENERON EN EN 
Se observa que | 
x(0=(D 
x(2)=12,3,5,7, 11) 
x(3)=(4; 9) 
x(4)=16; 8; 10) 
x(6)=(12) 
| Se deduce la siguiente tabla: 
| | y 1 2 lalo | 6 | 
| 217 |3 1 1 
Py) > E 1 E e 
36 36 | 36 | 36 | 36 36 
Además, se obtienen las siguientes conclusiones: . 
* Laprobabilidad de que un número elegido al azar entre 1 y 12 tenga tres divisores es 
P=3= 2 


12 


La probabilidad de que un número elegido al azar entre 1 y 12 tenga menos de 3 divisores es 
Plx<3)=1,5_6 


12 12 12. 
i torias 
Se lanzan dos dados y sean í, j los números obtenidos. Evaluemos las variables aleato: 
Si y=MCD(G; j). 
Se sabe Que la Probabilidad de Cada par ordenado (i 
Contando directa; 
X0Y, se tienen 


¡J) es , | 
3) 36 


a cada valor de | 
mente en cada caso el número de pares que corresponden 
as siguientes tablas: 


36 36 


1 
36 | 36 | 36 | 36 
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Estas tablas resuelven situaciones como 

las siguientes: 

- Al lanzar dos dados, la probabilidad 
de que la suma de los puntos sea 7 es 
P===5 y la probabilidad a que la 
suma de puntos sea menor que 6 es 


2.3 4_ 10 


1 
PA <= +3 +3 3636 


- — Allanzar dos dados, la probabilidad de 
que el MCD de los puntos obtenidos 
sea mayor o igual que 3 es 

| 


1_6 
res 
3 36 EEN 36 36 


Aplicación 9 Ñ 
Dada la función de probabilidad P(x)= E 3) R 
TD 

19 


calcule P(x=4) si P(x< 3)= == 


Resolución 


19 
< =— 
Como P(x < 3) 54 


2 3 
2 
entonces, ¿4+(5) -+4(5) pal? 


3 3 54 
8, 12, 8, 19 
atattara 
38, 19 
2 
1 
k== 
4 
2 
Luego, P69-(3) q 
A 
os pide: 3) 


4 
Pe=4)=37 


3.3. ESPERANZA MATEMÁTICA 

Se tiene una variable aleatoria finita x que 
puede tomar valores Xy; Xy; X3; ...; X, COn las 
probabilidades P(x,); P(x3); Pe); ...; POr), 
respectivamente. 

Se llama esperanza matemática o valor 
medio de la variable aleatoria x a la siguiente 
expresión: 


n 
| £6)= xP) 


Ejemplo 
La esperanza matemática de la variable aleato- 
ría x=número que resulta al lanzar un dado será 


1 1 1 1 1 1 
E()=1x42x=+3xX 44 xX—4+5xX_+6x—= 
El) rl 13 rd xs tb a 


EG) =21 x3=35 


Se afirma que al lanzar un dado, el valor espe- 
rado puede ser 3 0 4. 


»' 


E ¡e . 
Si Plx)=— v1<i<mn, se cumple que 
n 


n 


El)= 


n 


Se puede afirmar que la esperanza male- 
málica de la variable x resulta ser la me- 
dia aritmética de los valores de x. En cual- 
quier otro caso, la esperanza matemática 
será la media ponderada de x. 


Aplicación 10 
Sea x una variable aleatoria discreta y SU 
respectiva función de probabilidad PO. 


XK 2 3 4 5 


P(9| 2n m n 3m 


Si el valor esperado de x es 3,4, calcule M+N. 


>= 


Resolución 4 
como E()= 2x1 P(x) =3,4 
¡=1 


2x2n+3xm+4xn+5x3m=3,4 
8n+18m=3,4 (M 
4 
Como »P(x)=1 
í=l 
2n+m+n+3m=1 
3n+4m=1 (1D 


De (1) y (ID) 


4n+ 9m=1,7  (x3) 
3n+ 4m=1 (49) 


12n+27m=5,1 Jo 
12n+16m=4 


Á_——=== 


llm=1,1 
m=0,1 ; n=0,2 


m+n=0,3 


3.4, VARIANZA DE UNA VARIABLE ALEATO: 
RÍA DISCRETA 


Una vez comprendido el concepto de valor 


Esperado, vamos a utilizarlo para definir otros 
Conceptos de interés. 


Dada una variable aleatoria x, sabemos que el 


val i 4 A 
a 'or medio de x será la esperanza matemá- 
C : A 
ade x, es decir, E(x). Sin embargo, esto no 


ls 
95 dice nada sobre el modo en que x tiende 
Aser E(x), 


Sabemos que 


Le E n 
LAI Ya 
y)= El i=l 


n 

Ademá 
ás 

Ya. Mo 0 (x) se puede denotar como 
£Ntonces 


Aleatoria » la varianza de una variable 


está dado Por lo siguiente: 


| ST 
N í=1 


Ey Pr0= ral? 
i=1 


== 


Intuitivamente, la varianza V(x) es una medida 
que nos indica cuán dispersa es la distribución 
de x, o cuán aleatoria es x o cuánto varía x. 


Ejemplo 
Se lanzan dos dados simultáneamente y la 


variable aleatoria discreta x es la diferencia 


no negativa de los resultados de los dados. 
Calcule la varianza de x. 


Evaluamos los resultados de x, según la con- 
dición. 


DOLl12345086 
1 OTIS 
2 1001234 
3 21012 -_3 
4 3. 21.01_2 
5 432 101 
6 343 2 1-0 

Se deduce la siguiente tabla: 
X 0 ] E 


v 


PR) 


dh 


6 |1iwl8p|6j]4]2 
36 | 36 | 36 | 3 


6 
Como E(x)= D)x,P(x;) 
¡21 
Entonces 


4 2 
A A 
ECO=0-3¿+1 


+3 
36 27 36 


y 70 5 
Elx =3 571,94 
Nos piden 
6 2 
v0)= Y? PG) -E00 
¡=1 


t 


6 
6 10 2,43 
ENE AE 


2 
2 (70 
4. 2 2 
4d 36 (5) 
210 1225 _ 665 
36 324 324 
VG)=2,052 


v)= 


859 


Fibonacci 


Leonardo de Pis: 
que significa “hijo de 
Corazón de León, hi 


1), más conocido por 


matemáticos europeos d 
mat 


icas slendo muy jo t 
posicional hindú que su padre, Bo 
na de aduanas en factoría merc. 
Bougie. Argelia. le hizo seguir. 


La más conocida de sus obr 
amplio tratado del sistema de 
el que presenta los signos h 


ciones de prirr 


tada impresión a los mer- 
caderes ilalian 


7. empero, la obra de máxima 


areció en 1853 en la Biblioteca Ambrosiana 
esultados estaban copiedos de Diofanto, supera 
por Fermai, en el siglo xvi. 


En De quadralis numeris (1225), 
de Milán, cuando muchos pe jan oue su: 
aeste y a los árabes y solo es superad: 


No deja de ser irónico que Leonardo, yos apoñes a la matemática fueron de tanta importan- 
cia, sea hoy conocido sobre todo a causa de un matemático francés del siglo pasado, Edouard 
Lucas, interesado por la teoria de números, quien encadenó el nombre de Fibonacci a una 
sucesión numérica que forma Parte de un problema trivial del Liber abaci. 


La sucesión de Fibonacci (1,1,2,3,5,8, 11... cada término es la suma de los dos anteriores 
Es =Fp 1 +F 2) ha tenido intrigados a los matematicos durante siglos, en parte a causa de su 
tendencia a presentarse en los lugares más inopinados, pero sobre todo, porque incluso uN 
principiante en teorías de números que solo conozca la aritmética elemental, puede aspirar a in- 
vestigarla y descubrir curiosos teoremas inéditos, de los que perece haber variedad inagotable. 
El interés por estas sucesiones ha sido avivado por desarrollos en programación de ordenado- 
res, ya que tiene aplicación en clasificación de Jatos, recuperación de informaciones, genera- 
ción de números aleatorios, e incluso en métodos rápidos de cálculo aproximado de valores 
máximos o mínimos de funciones complicadas, en casos donde no se conoce la derivada. 


Adaptado de “Fibonacai 


n <hupsAhistoriaybiografías.com>- 


Problemas resueltos 


Problema 1 

Se pulsan cuatro teclas numéricas de una 
calculadora y se forma un número de cuatro 
cifras. Calcule la probabilidad de que dicho 
número sea capicúa. 


Resolución 
Veamos la cantidad total de numerales de cua- 
tro cifras que se pueden formar. 


Tenemos 
Q=(1000; 1001; 1002; ...; 9999) 
además, 
n(0)=9999-999=9000 
Sea el evento 
D: número capicúa de cuatro cifras. 


Veamos cuántos elementos posee este evento. 
Sea abba un capicúa de cuatro cifras. 
Tenemos 


abba 


%x10=90 húmeros 
£ntonces 
n(D)=90 


2: NN 
no) 9000 100! 


Problema 9 
Se tien 
eu 
a ada Cargado de tal manera que 
de obte, ete 1 . 3Acar 2 es el doble que la 


e 
obtener 1, y 4 de sácar 3, el triple de la de 


a 0 Y así i 
“bilidad Sucesivamente, Calcule la pro- 


Número par. 


de ql tener un 


Resolución 


Según el enunciado podemos elaborar la si- 
guiente tabla: 


| 5 | 5p | 


6 | 6p 


2lp | 


De la tabla tenemos 
_ 2p+4p+6p _12p_4 

Plsea par] = 21p Ap 77 
Otra forma 
Resolvemos mediante la propiedad de dos 
eventos excluyentes. 
La suma de todas las probabilidades para este 
evento de lanzar un dado sería 1, es decir, 

1 

p+2p+3p+4p+5p+6p=21p=1 => P=31 
Nos piden la probabilidad de que al lanzar un 
dado este tenga puntaje par. 


Luego, 
Plpar]=P[2]+P[4]+P16] 
2,4.6_4 
Plpar]=>5+31+9177 
Problema 3 


Iván, Valery y Mariana son tres niños de los 
cuales se desea saber cuál es la probabilidad 
de que al menos dos de ellos cumplan años 
el mismo día, si no se trata de un año bisiesto. 


Resolución 
Vamos a resolver este Pp 
mento. Consideremos el evento 


as di s 
A: todos cumplen años en días diferente, 


roblema por comple- 


861 


a 


862 


Luego, 
AC: al menos dos de ellos cumplen años el 
mismo día. 
PIA]= 365x 364x363 0,991 
365x365x365 


La explicación sería que para los casos totales 
cualquiera de los niños tiene 365 posibles días 
para su cumpleaños. Por condición decimos 
que nacieron en días diferentes; luego, para 
el primer niño habrá 365 posibilidades, para el 
segundo 364 posibilidades y para el tercero 363 
posibilidades. 
En el problema nos piden 

P[A“]=1-P[A] 

P[A“]=0,009 
Del resultado podemos concluir que es poco 


probable que al menos dos de ellos cumplan 
años el mismo día. 


Problema 4 
Si se sabe que 
P[A]=0,6; P[B]=0,7 y 
P[AUB]-P[A N B]=0,3 
calcule 


L P[AUB] 
IL PÍANB] 


Resolución 
L Sabemos que 
PIAUB]=P[A4]+P[B]-P[A NB] 
Luego, de los datos tendremos 
PÍA U B]=0,6+0,7—P[A NB] 
Mas 
PIAUBI+P(ANB)=13 
PLAUB]-P(ANB)=0,3 ) 
2P[4UB]=1,6 
PAU B]=0,8 


II. Reemplazamos. 


0,8+P[A N B]=1,3 


PÍA NB]=0,5 


Problema 5 

Un comerciante guarda en su bolsillo monedas 
de S/5; S/2 y S/1 por un monto de S/33. Calcule 
la probabilidad de que obtenga de su bolsillo 
2 monedas por un valor total de S/4 si en total 
hay 12 monedas y 4 de ellas son de S/5. 


Resolución 

Sea el total distribuido así 
a monedas de S/5 
b monedas de S/2 
c monedas de S/l 


Además, 
a+b+c=12 
5a+2b+4c=8/33 


Por dato 
a=4 
2b+c=13 
Además, 
b+c=8 
Reemplazamos. 
b+b +c=13 
dl A 
5 8 
Entonces se observa 
b=5 a c=3 


Luego se tendría 
“Valor: S/5 Ss Ss 
Cantidad de monedas: 4 5 3 
Sean 
A: la 1.2 moneda de S/2 
B: la.2.? moneda de S/2 


€ — 
Nos piden 
plan BI=PIAIXPIBIA] 


54 
PAnBl= 7 


5 
2 PIA nBl=z 


Problema 6 


La probabilidad que tiene A de ganar a B en 
una partida de ajedrez es igual a 1/3. ¿Cuál es 
ha probabilidad que tiene A de ganar, por lo 
menos, una de tres partidas? 


Resolución 
Por complemento 


1 


1 
Plgane A]=3; P[no gane A]=1- =5 


Luego, 


PlganeA porlo menos 1 ]+P[no gane ninguna] =1 


"nea poctomenos 114 (3 E Y =] 
3N3)JL3 


ho gana la 1.5 Eno gana 


ho gana la 2,* la 3.*- 


* Plgane Apor lo menos 1]=1- .- 


2727 

Problema 7 
En Una ca 
l le hay 10 focos de los cuales 4 es- 

focos, nn. estado una persona toma al azar 
menos y vie la probabilidad de que por lo 

UNO este en buen estado. 
Solución 
24 e] evento 
MA) = 1 5 rá 

LCR +C¿cP + Cl =100 
Quiere tom. 
de Cas; Sl 


3 foi 
Ses 


e cos de 10, luego el número 


Problema 8 


De seis números positivos y ocho números ne- 
gativos, se eligen cuatro números al azar (sin 
sustitución) y se multiplican. ¿Cuál es la pro- 
babilidad de que el producto sea un número 
positivo? 
Resolución 
Calculamos el espacio muestral 

no) =C; 


Además, sea el evento 
A=1el producto de los números es positivo) 


Ocurre A solo cuando se obtiene lo siguiente: 
4 números positivos: Cf 


. 


4 números negativos: CF 


2 números positivos y 2 negativos: CF xC3 
Luego, 
n(A)=CH+CH+C2xC3 


Finalmente, nos piden 


CR +CE+CÍxC)_ 505 


e 505 05045 
Pla]= Cu 1001 
4 


Problema 9 


En un concurso participan 8 alumnos y 9 alte 
nas. Si deben de haber 2 ganadores, ¿cuál es 
la probabilidad de que los ganadores sean una 
pareja mixta? 


Resolución 
Se debe formar un grupo mixto (un hombre y 
una mujer) , 
N.2 de casos favorables= Cj-Cj =72 Pm 
Debemos escoger 2 personas de un total de 1/. 
N.2 casos totales = C7' = 136 
Sea el evento A. ] 
Calculamos la probabilidad pedida. 

7 29 


PlAl=336 717 


863 


Problema 10 

La probabilidad de que haya un tsunami en 
Asia es 0,8 y la probabilidad de que haya un 
tsunami en Perú, dado que hubo uno en Asia, 
es 0,4. Calcule la probabilidad de que sucedan 
ambos eventos. 


Resolución 

Sean los eventos 

A: hay un tsunami en Perú 
B: hay un tsunami en Asia 


P[A]=0,8 

P[A/B]=0,4 
Sabemos que 

_ PIANB] 

P[A/B]= PIB] 

P[ANB]=0,8x0,4 * 
. PÍAMB]=0,32 
Problema 11 


De un grupo de estudiantes, la probabilidad de 
no llevar Matemática es 0,49 y la probabilidad 
de no llevar Física es 0,53. Si la probabilidad de 
no llevar Matemática ni Física es 0,27, ¿cuál es 
la probabilidad de llevar solo uno de los cursos? 


Resolución 

Sean los eventos 

M: llevar Matemática 

F: levar Física 
P[M']=0,49 => P[M]=0,51 
P[F']=0,53 => P[F]=0,47 
PIM'NF']=0,27 


864 


P(Q) =PIM'AFI+PIMOF] 


] 0,27 


Además, 
P[F]=b+c=0,47 y P[M]=a+b=0,51 
PIMUF]=a+b+c=0,73 


Resolvemos. 


a=0,26; b=0,25; c=0,22 


Nos piden a+c. 
a+c=0,48 


Se tienen 10 tarjetas numeradas del l a 10. Sise 
extraen aleatoriamente tres de estas tarjetas, 
calcule la probabilidad de que los números 
de las tarjetas sean crecientes consecutivos, 
impares o pares. 


olución 

El total de formas de extraer tres tarjetas es 
C¿"=120 

Sean los siguientes eventos: 

A: resulten números consecutivos crecientes 
(1,23), (2,3, 4), (3; 4; 5), ....(8; 9 10) 

B: resulten impares 1; 3; 5; 7; 9 


C: resulten pares 2; 4; 6; 8; 10 


8 10 10 
Pla] = 2, = 2% Pc 
[Al = 53 PBI: PIC 


ComoA, B y C son excluyentes 


> PlAUVBUCI]=P[A]+P[B]+P[C] 


7 
P un 
[AUBUC] 30 


Problema 13 
| A extraer una carta de una baraja usual, ¿cuál 
Mextra 


s laprobabilidad de obtener un 4 o un 6? 
esla ñ 


Resolucion 
Una baraja usual tiene 52 cartas 
» |3tréboles 
+ 13 corazones 
+ 13 diamantes 
+ 13 espadas 


Sunumeración es del Lal ES 
Plonumero de cartas numeradas 
combos 1 


Elmer de cartas numeradas 
con bes 4 


bilid: 4+4 Ñ 
probabilidad = 52 59 =T 


Problema 14 


Se extraen 2 cartas de una baraja que contiene 
5 cartas, ¿Cuál es la probabilidad de que am- 
bas cartas sean reyes? 

Resolución 


Sean los Sucesos 


A La primera carta esrey > palo 
E 
Y, 


B:La segunda 


Jue 


aracsunrey > p|p|= 


yu 


Se op, 
Serva que A , 
dientes, l y B son eventos depen- 


P 
A08l=PLA)x p|pya] 


AnB]= 1,3 
5251 


a] 


—_———— 


Problema 15 


En un plano existen n puntos (no hay más de 
dos colineales), con los cuales se forman seg- 
mentos, de tal manera que el número de estos 
sea igual a 5n, Calcule el valor de n. 


Resolución 


Graficamos., 


ES 


Por dato sabemos que 


11.2 de segmentos = Cy 


Por condición 
Mor 
Cy =5n 


ni 
21(n 2)! 


An-D=2 5, 


n=11 


=5n 


Problema 16 

i icas de se Bblan- 
Una bolsa contiene canicas de colores: 5 blan 
cas, 7 negras y 4 rojas, Si todas son de la mis- 
ma forma, calcule la probabilidad de que al 


extraer 3 canicas, las 3 sean blancas. 


Resolución 
Número de casos en que se pueden escoger 
3 canicas de un total de 16. 


cae 
n.* de casos totales = Cy” 


* puede escoge! 


Números de casos en que $ 


” » E 
canicas blancas de un total de 5. 


Problema 17 

Se elige un punto del cuadrado con vértices 
opuestos (0; 0) y (1; 1). Sea A el evento: la 
suma de las coordenadas del punto es menor 
que 3/4. Halle la probabilidad de A. 


Resolución 

El experimento aleatorio es elegir un punto del 
cuadrado con vértices opuestos (0; 0) y (1; 1). 
Entonces 


Q=((x, y) e RY0<x<1 y O<y<1) 


Sea el evento A; además, la suma de las 
coordenadas del punto elegido es menor 
que 3/4. 


A=1(x, y) € Q/x+y < 3/4) 


Gráficamente 


Además, 
Sa: área del cuadrado: 1x1=1 


S;: área del triángulo sombreado 


Por lo tanto, 


6/6) 

S, 14)4) 9 
pa MA 
Problema 18 


Una urna contiene cuatro fichas numeradas 
con 1; 2; 3; 4. De ellas se extraen dos fichas 
sin reposición. Si x es la variable aleatoria que 
representa la suma de los cuadrados de los 
dos números obtenidos, calcule Elx]. 


866 


Problema 19 


Resolución 
A continuación se tienen los posibles resultados. 


Los valores diferentes de x son 6. 


Luego se observa lo siguiente: 


x 5 10: 13 17 20 25 


a 2 224 2 
12 ¿M2 17 12 TE 12 


Pp) 


Como nos piden 


6 
Elx]= Dx; Plx;] 
al 


2 2 2 2 
Elx]=5x77+10x77+18x77+17x 12 


2 2 4 
+20x77+25X 13 


Elxl=¿15+10+13+17+20+25] 


Elx] =15 


Se tiene una moneda trucada de tal manera 
que la probabilidad de obtener cara y sello $0n 
entre sí como 3 es a 4. Si se lanza la moneda 3 
veces consecutivas, calcule la probabilidad de A 
obtener dos caras, 


E” 


esolución 

e condición, respecto a la moneda trucada 
Ir 

tenemos lo siguiente: 


mel P[S]= 
plcl=> 


==. 


Se tiene el experimento 
E:se lanza la moneda 3 veces consecutivas. 


Sea el evento 


A: obtener 2 caras y 1 sello 


Problema 20 


En una competencia de tiro se sabe que la 


Probabilidad de que acierte A es 2/5, la de B 
857 y la de C es 1/2. Si] 


esla Probabilidad de que 
ellos treg? Considere que 
acabo en forma indepen 


os 3 disparan, ¿cuál 
No acierte alguno de 
los eventos se llevan 


diente, 
| Pesolución 
| Y dato se tiene lo siguiente: 
Acierte No acierte 
Pla]=2 
] a Pla]= z 
Pla]. 5 
1 : P[B]= : 
Plc]= 1 
; Plo7el 
Nos 
de 
bo, que no acie 


Pla, 


MBAcI PTA PLB1x Ptc] 


Paba ix 
laBrRAA 3 
PlANB'NC]=2 
35 


Problema 21 


La probabilidad de que Javier estudie para su 
examen es 0,3. Si estudia, la probabilidad de 
que apruebe es 0,7; sin embargo, si no estudia, 
la probabilidad de que apruebe es 0,4. Si Javier 
aprobó el examen, ¿cuál es la probabilidad de 
que haya estudiado? 

Resolución 

Respecto a un examen de Javier 

* PIE]: probabilidad de que estudie 

*  P[A]: probabilidad de que apruebe 


Por dato sabemos que 


P[A]=0,7 


E 


P[E]=0,3 
P[A']=0,3 


P[A]=0,4 
P[E']=0,7 


ERA E 


P[4=0,6 
Nos piden 


says HEDA 


PÍA] 


(0,3)(0,7) 


PEA 07:00 


867 


Problema 22 


Se tiene la siguiente distribución de probabi- 
lidad: 


10 20 


Calcule el valor de P[0<x<5]. 


Resolución 
Sabemos que 


ellos 


Del cuadro se tiene 
R _3kR-3 3k 4k-1_ 


10720 "20 20 


2 +(3R-3)+3/R+ (48D _, 


20 
12k-4=20 
> k=2 
Finalmente, 
P[0<x<5]=Plx=2]+P[x=3] 
Plo<x<5l= + 


9 
PlO<x<5l=>35 


Problema 23 


Se tiene la siguiente distribución de probabi- 
lidad: 


3m | 3n 2m 


868 


A 


donde x es la variable aleatoria discreta, Si la 
esperanza matemática es 5,36, calcule la suma 
de los valores de x que tienen menor y mayor 
probabilidad de ocurrencia. 


solución 


Sabemos que 
n 
Y Plxi]=1 
¡=l 


Del cuadro se tiene 
2n+3m+3n+2m=1 


5n+5m=1 (1 
Por dato 

Elx]=5,36 
> 2(2)+4(3m)+6(3n)+9(21)=5,36 

22n+30m=5,36 (1D 
Resolvemos. 


(Dx6: 30n+30m=6 : 
Il: 22n+30m=5,36+ 
8n=0,64 
n=0,08 


Luego, reemplazamos el valor de n en (D. 
=> m=0,12 


Reemplazando los valores, el cuadro de distri- 
bución de probabilidad es el siguiente: 


— —— 
2.14 [16] 9 


| | ] | 
Pla] | 0.16 | 0,36 | 0,24 | 0,24 | 


Nos piden la suma de los valores de x que tie- 
nen menor y mayor probabilidad 


e menor mayor ) 
probabilidad) Y [probabilidad 
| 


' / 


x=2 x=4 


2+4=6 


P 


Test 


En una aula hay 10 varones y 15 mujeres. 
Sise extrae una persona de esta aula, ¿cuál 
es la probabilidad de que dicha persona 
sea varón? 


3 d, oi 
05 DE PS 
2 4 
y dd 


/.. Si se lanza un dado, calcule la probabili- 


dad de que se obtenga un número impar 
o múltiplo de 3. 


2 


A 
y DE 


C) 
D) 


ajo mi 
mi wl= 


E) 


- Siselanza una moneda tres veces, ¿cuál es 


la probabilidad de obtener cara al menos 
Una vez? 


Bo 9) 


E) 


o] a|in 


Se escribe al azar un 


¿Cuál es la probabili 
TO sea múltiplo de e 


número de dos cifras. 
dad de que ese núme- 


inco? 
1 
Yi mi gl 
4 ú 5 
Di 1 
5 E) A 
Allan 
dad E n dados, ¿cuál es la probabili- 
a suma de ] 
Caras Superiores sea $ 05 puntos de sus 
y! 2 
6 B- 1 
36 Os 
a 
_ 5 


'DeaBs 3 sE: a7as 


— 


8, 


10. 


Al lanzar un dado 2 veces consecutivas, 
¿qué probabilidad hay de obtener primero 
un 3 y luego un número par? 


1 2 o M2 
AZ B + = 
15 5 95 
7 1 
D= E) == 
Y ) 


En una urna hay 4 fichas de color azul y 6 fi- 
chas de color celeste. ¿Cuál es la probabi- 


lidad de que, al extraer una ficha, esta sea 
de color azul? 


3 
A) B) 5 [9] 


ajo Ni 


D) E) 


aja aln 


Seis amigos se sientan alrededor de una 
mesa. ¿Cuál es la probabilidad de que 3 ami- 
gos en particular siempre estén juntos? 


A) 0,40 
D) 0,30 


B) 0,50 C) 0,20 


E) 0,25 


Dos sucesos tienen probabilidades de 0,5 
y 0,6. Si los sucesos son independientes, 
¿cuál es la probabilidad de que no suceda 
ninguno de los dos? 


O 0,3 
E) 0,8 


A) 0,1 
D) 0,7 


B) 0,2 


idas 
Si x denota el número de caras bas ce 
al lanzar una moneda 2 veces, € e 
esperanza matemática. 


Cc) 1 
E) 1,50 


A) 05 B) 0,75 


D) 1,25 


o a soma CLaves 


869 


cea 


870 


Problemas propuestos 


Nivel básico 


Una persona entra a una farmacia. La 
probabilidad de que compre Desenfriol 
es 0,6, de que compre Mejoral es 0,5 y de 
que compre ambos medicamentos es 0,3, 
¿Cuál es la probabilidad de que compre 
Desenfriol o Mejoral? 


A) 0,72 
D) 0,80 


B) 0,85 O) 0,75 


E) 0,90 


Un médico estimó la probabilidad de éxito 
de curación para tres pacientes en 0,8; 0,6 
y 0,5, respectivamente. ¿Cuál es la proba- 
bilidad de que al menos uno de dichos pa- 
cientes tenga éxito en su curación? 


A) 0,96 
D) 0,98 


B) 0,91 C) 0,84 


E) 0,92 


La probabilidad de que Óscar ingrese a la 
UNI es 0,3 y de que ingrese a la UNMSM 
es 0,7. Si la probabilidad de que ingrese al 
menos a una de estas universidades es 0,8, 
halle la probabilidad de que ingrese a las 
dos universidades mencionadas. 


A) 0,23 
D) 0,10 


B) 0,12 C) 0,15 


E) 0,20 


En una fiesta, a la que asistieron 72 perso- 
nas, resulta que 56 beben, 42 fuman y 8 no 
fuman ni beben. Si se escoge una perso- 
na al azar, ¿cuál es la probabilidad de que 
fume pero no beba? 

B) 2/11 O 1/9 

E) 11/36 


A) 4/9 
D) 2/9 


) 


En un cajón hay cuatro fluorescentes de- 
fectuosos y seis buenos. Se extraen dos a la 
vez y se comprueba que uno de ellos está 
en buen estado. ¿Cuál es la probabilidad 
de que el otro fluorescente también se en- 
cuentre en buen estado? 


A) 4/9 
D) 2/9 


0) 1/9 
E) 5/9 


B) 7/9 


La probabilidad de que ocurra un acciden- 
te en 1 km de una carretera es 1/3. ¿Cuál es 
la probabilidad de que ocurra al menos un 
accidente en 3 km de esa carretera? 


A) 8/13 
D) 2/19 


B) 5/13 C) 6/27 


E) 19/27 


En una reunión, el 60% lo representan los va- 
rones y el 6% de las mujeres son solteras, In- 
dique la probabilidad de que al escoger una 
persona esta sea soltera, dado que es mujer. 


A) 2/5 
D) 2/15 


B) 3/50 O) 1/10 


E) 4/15 


Entre los números 1; 2; ...; 50, se escoge un 
número al azar. ¿Cuál es la probabilidad de 
que el número escogido sea divisible por 
60 por 8? 


C) 0,23 
E) 0,11 


A) 0,21 
D) 0,24 


B) 0,22 


De una urna que contiene 3 bolas blancas, 


4 verdes y 3 rojas, se extraen aleatoriamen- 
te 2 bolas. ¿Cuál es la probabilidad de que 
ninguna de las bolas sea de color rojo? 


O) 1/5 
E) 7/15 


A) 2/15 
D) 14/15 


B) 1/15 


A 


10. De una baraja de cartas se extrae al azar tres 
cartas. Calcule la probabilidad de que una 
sea de corazones y otra sea de espadas. 


13 13 169 
Moe Pi O $50 

169 3 
Ds TT 


. Se tiene un dado cargado con doble posibi- 
lidad en las caras de puntajes impar. ¿Cuál 
es la probabilidad de que se obtenga un 
valor par o mayor que 3? 


4 
A) B) 3 (0) 


l= «0|uan 
cO|m 


2 


E 5 


12. Sise lanzan tres monedas y un dado, ¿cuál 
es la probabilidad de obtener exactamen- 


te dos caras con las monedas y un puntaje 
Par en el dado? 


A 516 
D) 3/16 


B) 2/3 O 1/2 


E) 7/16 


=> 


' Se tiene un círculo de radio 8 cm. Si ubica- 
Mos un punto aleatoriamente, ¿cuál es la 
Probabilidad de que este punto esté más 
Cerca O a igual dist: 


Los 'ancia del centro que de 
a circunferencia? : 


A) 0,25 


B) 0,125 
D) 0,85 


0) 0,34 
E) 0,35 


De un grupo de 


er 
di Personas se observa que 


os 
is 40 son peruanos y 60 son 
eros, De | A 
as mu 
que 50 eres se observa 


Son peruanas 
Calcule 1 


Persona 


y 20 son extranjeras. 
a Probabilidad de Que al elegir una 


» esta sea de hacionalidad peruana. 


A 


5ñ 


17, 


18, 


3 7 9 

A = B= Ft 
) 17 ) 7 Cc) 7 
11 17 

D = El 
) 19 E) 19 


Con 7 ingenieros y 4 médicos se quiere 
formar comités de 6 miembros. ¿Cuál es 
la probabilidad de que el comité incluya 
exactamente 2 médicos? 


A) 0,43 
D) 0,48 


B) 0,45 C) 0,47 


E) 0,49 


Nivel intermedio 


10, En una caja hay 12 tornillos, de los cuales 


5 están defectuosos. Si se extraen, sin repo- 
sición, 2 tornillos, calcule la probabilidad de 
que por lo menos uno resulte defectuoso. 


A) 17/33 
D) 15/22 


B) 21/66 C) 14/35 


E) 19/22 


Tres máquinas, A, B y C, producen un mis- 
mo artículo y fabrican el 35%; 25% y 40% 
de la producción total, respectivamente. Si 
de los artículos producidos son defectuo- 
sos el 5%, 4% y 2%, respectivamente, ¿cuál 
es la probabilidad de que un artículo de- 
fectuoso provenga de la máquina A? 


A) 0,0250  B) 0,0175 C) 0,0155 
D) 0,1050 E) 0,0018 
ue por cada 100 


Í be q 
En una panadería se sa coa 
panetones que se preparan, 36 pa pd , 
pasas. ¿Cuál es la probabilidad a nda 
escoger 5 panetones se obtengan 4P 


i ? 
tones con pasas y 2 panetones sin pasas 
O 0276 
B 0,028 
sn pr $) 0316 


19. Hay 10 llaves, de las cuales solo 2 hacen 
arrancar un automóvil. Si en un juego que 
sortea dicho automóvil un participante tie- 
ne tres opciones para elegir las llaves, ¿cuál 
es la probabilidad de que el participante lo- 
gre encender el auto en el último intento? 
A) 0,18 B) 0,23 

D) 0,2 


C) 0,25 
E) 0,15 


20, Se desea elegir un comité formado por 
siete alumnos y entre los participantes se 
dispone de cinco alumnos del 4. año; cua- 
tro del 2.? año y tres del 3.% año, ¿Cuál es 
la probabilidad de que sean sorteados dos 
alumnos del 2. año, tres del 4. año y dos 


del 3." año? 
A 3/1 B) 5/22 O) 7/22 
D) 5/11 E) 13/22 


21, La relación entre las cantidades de ca- 
miones y automóviles que pasan por una 
carretera y se detienen donde hay un grifo 
surtidor de combustible es de 3 a 2, res- 
pectivamente. La probabilidad de que se 
abastezca de combustible un camión es 
0,1 y para el automóvil esta probabilidad es 
igual a 0,2. Si al surtidor llega un vehículo 
para abastecerse, ¿cuál es la probabilidad 
que este sea camión? 


A 110 
D) 14/25 


B) 7/50 O 3/7 


E) 3/50 


22, Se escoge aleatoriamente un número de 
10 cifras cuya suma de cifras es 88. Calcu- 
le la probabilidad de que dicho número 


sea par. 
A) 750 B)955  C) 665 
D) 8/55 E) 9/50 
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23, En una fábrica, de los 20 neumáticos al- 
macenados, 3 son defectuosos. Si se se- 
lecciona aleatoriamente 4 de ellos, ¿cuál 
es la probabilidad de que solo haya uno 


defectuoso? 
A) 2/19 B) 9/20 C) 8/19 
D) 11/20 E) 29/50 


Tito ha dibujado un círculo sobre el piso. 
Luego duplica el radio y dibuja un círculo 
concéntrico. ¿Cuál es la probabilidad de 
que al arrojar una canica dentro de los cír- 
culos esta no caiga en el círculo pequeño? 


A) 0,75 
D) 0,50 


B) 0,25 C) 0,40 


E) 0,125 


Señale la secuencia correcta de verdad (V) 

o falsedad (F) de las afirmaciones. 

I.. Si A y B son eventos independientes y 

PÍA N B]=P[B]-0,2; entonces 

PIB n AT es 0,2 

IL Si2P[4]+PLAC]=1,3; entonces 
P[A]=0,3 

III. Si A y B son eventos excluyentes y 

PÍA U B]=P[A]+0,3; entonces 

P[BI+P[A N B]=0,3 

IV. P[A U B]=P[A]+P[B] 


A) VVVV 
D) VVFF 


B) VVVF C) VFVV 


E) FVW 


26. Un experimento consiste en lanzar dos da- 
dos. Si x es la suma impar que se obtiene 
al lanzar los dados, halle la esperanza Ma- 
temática de x. 


A) 3,5 B 5 O) 45 
D7 E) 9 


— 


97. Se tienen dos urnas, de las cuales en la pri- 
mera hay 4 bolas verdes y 3 rojas, mientras 
que en la otra hay 2 verdes y 5 azules. Si se 
extrae una bola al azar, ¿cuál es la probabi- 
lidad de que sea de la primera urna, dado 
que fue verde? 


D)+ E) 


22, La variable aleatoria x tiene la siguiente 
distribución de probabilidad: 


3 5 | 8 9 10 | 


Pl | a | a+0,05 | 0/2-a | 5a | Ya | 
dl = 


Calcule la esperanza matemática de x. 


A 7 B) 7,2 O 8 
D) 8,6 E) 8,7 


*, Una rifa consta de 2000 boletos. En esta 
rifa, 1 boleto se premia con 1000 soles, 
2 boletos se Premian con 500 soles, 5 bo- 
letos se premian con 200 soles, 100 boletos 
Se premian con 10 soles y los demás bole- 
los no se premian. Calcule la probabilidad 
de ganar a lo más 200 soles. 


A) 0,0025 


B) 0,250 
D) 0,125 


C) 0,0525 


E) 0,0425 
0. Se desea formar e 


Un chico y una ch; 
8 chicas, Si cierto 
2 chicas en partic 
dad de Que ocurr, 


omisiones integradas por 
ica; y se tienen 5 chicos y 
chico rehúsa trabajar con 
ular, ¿cuál es la probabili- 


alo mencionado? 

17 
A) 18 19 
B = AE 
40 Pm 0) > 
de p 16 
39 


1, Se tienen los números de tres 


Nivel avanzado 


31. En una fábrica de helados hay 5 Máquinas 


y una produce helados defectuosos; ade- 
más, la producción de cada Máquina es 
de 300 unidades por día. Cuando salen de 
cada máquina, los helados son envueltos 
y colocados en cajas de 10 unidades cada 
una. Al sacar un helado de Una caja, ¿cuál 
es la probabilidad de que sea defectuoso? 


A) 1/1500  B) 1/500 O 1/25 
D) 1/5 E) 4/5 


La probabilidad de que un hombre esté vivo 
dentro de 10 años es 1/4 y la probabilidad de 
que su esposa esté viva dentro de 10 años 
es 1/3. Calcule la probabilidad de que sola- 
mente la esposa esté viva dentro de 10 años. 


A) 3/12 B) 5/12 O 3/1 
D) 4/11 E) 1/5 


30, Tres bolas son aleatoriamente seleccio- 


nadas, sin reemplazamiento, de una urna 
que contiene 20 bolas numeradas del 1 al 
20. Si Fabrizio apuesta que al menos una 
de las bolas seleccionadas tiene un NúMe- 
ro mayor o igual que 17, ¿cuál es la proba- 
bilidad de que gane la apuesta? 


O) 0,410 
A) 0,508 B) 0,412 

A. 0,322 1 3% 
cifras del 


i r uno de 
sistema ternario y se elige a ae ei 
ellos. Sea la variable aleatoria X ÍA 20 

' i r. 
cifras del número elegido al azal 


el valor esperado de X. 
70 
35 Ae, 
A) a B) ml 0 
31 
D) 10 Di 
18 
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38, 


. Un experimento consiste en disponer en for- 


ma aleatoria los digitos 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9, 
uno a continuación del otro. Calcule la pro- 
babilidad de que el 3 aparezca junto al 4, en 
ese orden. 


1 
A) B) 5 [0)] 


D) E) 


aj o 
al J|— 


. Un juego de azar consiste en lanzar un 


dado y que el jugador puede ganar S/7 si 
obtiene al menos 5 puntos, también puede 
perder S/2 en caso contrario, ¿Cuánto es- 
pera ganar el jugador en dicho juego? 


O) S/3 
E) S/5 


A S/ 
D) S/4 


B) S/2 


7, En una fábrica hay 2 procesos: A y B. En 


el proceso A, hay 2% de productos defec- 
tuosos, y en B hay 25%. Se evalúan 300 
productos, 200 del proceso A y 100 de B. 
Calcule la probabilidad de que, al. extraer 
uno de los productos, este sea del proceso 
A, si resultó defectuoso. 

A 


2 
B) 5 C) 


aj wi 


¿5 

12 

2 

D Z 
3 27 


E) 
Un cazador consigue en promedio 4 blan- 
cos en 5 disparos. ¿Cuál es la probabilidad 
de que realice exactamente 9 blancos con 
10 disparos? 


0) 0) 0) 
q 
D) go 


20, Dada la función de probabilidad 


1 

—; parax: 2;4;8;16 

Po= a 7P 
0; para otros casos 


calcule £(x). 

15 16 15 
A) 4 B) 3 [es] 3 
D) 5 EJ 6 


Una variable aleatoria discreta x toma valo- 
res enteros entre 0 y 6, Su función de pro- 
babilidad está dada por f(x)=kx. Calcule la 
probabilidad de que x esté entre 2 y 5. 


14 3 8 
A) 15 B) 5 0) 15 
2 Fi 
Dz Le 
) 3 E) 15 


Calcule el valor de K para que la función 


1 
10=x7) A 
sea una función de probabilidad. 


B) 3 


. Una caja contiene 5 tuercas defectuosas 


y 5 tuercas no defectuosas. Se extraen 
2 tuercas aleatoriamente sin reposición. 
Sea x el número de tuercas defectuosas 
que se obtienen en la extracción, calcule 
el valor esperado de x. 


C) 0,9 
E) 1,25 


A 05 
D) 0,72 


B) 1 


' 


Craves 


Problemas propuestos 


CAPÍTULO ll CAPÍTULO Vik 
Lógica proposicional Teoria de divisibilidad 
18 70 138 118) 25 918 97 1 25 758 510 32 1 
21 8 El 1410) 205 261] 3214 38 2 [3 1069] 18 26 340) aj) 59 
3 918 1573 215% 27151 93 A] 99 363 115 19 271 así as 
40.10. 16.22. 28. 34 4 (53 121 20(63 285% 36 as 
5 11 1716 235 29 35 5101310 211 29. 37. 45 
61.12 18.24.30. 36 6.14 22. 30 38 46 

71% 150 2315 91 Él 29131 a7 

8 


16 24 32 40 48 
CAPITULO tl 


Teoría de conjuntos CAPÍTULO VIH 
5 9 13 17 21 25 29 


Estudio de los divisores ent 


1 
2.6" 10.14 18 22-26 30 
3 67 Ej EJ 15/07 19 5 23 8 27 1 3 s B15[E922 
481.12 16.20.24 28 2 [2 9 bic flas 

3011017 2 

4. 11.18 25 ' 
CAPITULO 1V 5 12: 119 26 
Numeración 6 13 20 27 

7514 Ea Eos 
11.8. 15-22. 29 361 43 '50 
2.291 16. 23:30. 37.44.51 A se 
3. 10.17 24 31 38 45 CAPÍTULO IX 
41185253 321% 9913 46 Máximo común diviso lo 
5 (012519263315 40 3 47 

222.29. 36. 43 

: 13 20-27-34 41 - 48 5 13 


14 21.28. 35-42 49 


CAPÍTULO y 


Operaciones básicas en el conjunto Z* 


! 9/El 7El 25H 
8 Es 2 CAPÍTULO X 
4 21 2 E Potenciación y Radicación en 7* 
5113 SS 7 ass sr Ellas 
el: 21. 29 1] 7 a 20 Pos ise lies [Ela 
71 de 22 2 HE de a 2133394 
8! tol ada - 16.22 28 34 > 

4 E É $ 35 

E 2471 238 029 
CAPÍTU el 186x124 131901136 2042E 
LO vr l y 16 p2 

Sucosj : JA 

4 CAPÍTULO XI 

Números racionales - 106031 336! 3 
121 526 37 


i 97 3297: 
qna sl 


CAPÍTULO XII 


Razones y Proporciones 


11 7 138 19] 
81. 14 20 


CAPÍTULO Xi11 


Magnitudes proporcionales 


nana 
1 
7 
o 
7 
m 
3 


CAPÍTULO XIV 


Tanto por cuanto 


23030 
o 
D 


DA» 


CAPÍTULO XV 
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Regla de interés 


CAPÍTULO XVI 
Regla de descuento 


15% 22151 
1/01 ca 291 
m2 
3 10 25563 


19112613 
El 20(34 27 
5] 21 59 28 


25' 


26 
27 
28 
29 
30: 


36 


351) 


CAPÍTULO XVII 


Promedios 


DOAOpN- 
3 
a 
S 
3 


1 7 1358 1963 2553 318 
2 8 1415) 2011 266 92f 

3 9 1519 29 2783 3 
4 10 163 22/51 281 sel 
5 
6 


1 17 23 29 35 
12 18 24 30 36: 


TULO 


1 5 9 18. 17 
2 6 10. 14 18. 
3 7 12.015 149.0 
4 8 12 16 20 


CAPÍTULO XX 


Análisis combinatorio 

13 70 13 

25% 8 8 14 

ES o 6% 158 4 — 
4 [8 106%) 16| EE “0 
5 11% 174 29 3 am 
60 12 18l 3016 ae 


CAPÍTULO XX1 
Introducción a la probabilidad 


107 
¡111 17% 23 
1211810 24 


2olía asf 1 
301.1 36h 42 


al 16154 2268 264 a 40 
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